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PRÉFACE 


Ce livre est destiné aux étudiants des universités et aux cher- 
cheurs — mathématiciens, physiciens ou chimistes — qui désirent étu- 
dier les fondements de la théorie des représentations des groupes. 

Nous supposons que les notions de base de l’algèbre linéaire, de 
l'analyse et de la théorie des fonctions analytiques sont familières 
au lecteur. Toutes les autres connaissances indispensables à la com- 
préhension de cet ouvrage sont exposées à l'endroit où elles sont 
nécessaires ; parfois le lecteur est renvoyé à un ouvrage spécial, trai- 
tant en détail la question concernée. 

Les deux premiers chapitres sont consacrés aux aspects algébri- 
ques de la théorie des représentations et aux représentations des 
groupes finis. Dans les chapitres suivants, nous exposons les fonde- 
ments de la théorie des représentations des groupes topologiques, de 
la théorie des groupes de Lie, des algèbres de Lie et de leurs repré- 
sentations. 

Le plan de l’ouvrage permet au lecteur d'aborder progressivement 
les problèmes posés par cette théorie en ordre de difficulté croissan- 
te. D'autre part, les auteurs estiment que l'algèbre constitue ]Îla 
base de toute la théorie exposée. 

Le volume restreint du livre nous a contraints à nous limiter à 
la théorie des représentations de dimension finie. Nous pensons expo- 
ser dans un autre ouvrage une théorie plus générale, englobant les 
représentations de dimension infinie. 

Nous sommes profondément reconnaissants à A. Kirillov 
pour ses précieuses remarques. 


Les auteurs 
Mai, 1975 


CHAPITRE PREMIER 


FONDEMENTS ALGÉBRIQUES DE LA THÉORIE 
DES REPRÉSENTATIONS 


Ce chapitre expose des notions et des propositions purement 
algébriques de la théorie des representations et ne fait donc pas appel 
aux faits topologiques et analytiques. Strictement parlant, il aurait 
fallu ajouter, à chaque notion introduite au chapitre Î[, l’adjectif 
« algébrique », par exemple groupe algébrique, isomorphisme algébri- 
que, équivalence algébrique, etc. Pour ne pas alourdir l'exposé, cet 
adjectif sera seulement sous-entendu dans le chapitre I, et n’appa- 
raîtra dans les autres chapitres que dans les cas où un malentendu 
est à éviter. 


$ 1. Notions fondamentales de la théorie des groupes 


1.1. Définition des groupes. Un ensemble G est appelé groupe, 
si on y a défini le produit g,g, de chaque couple d'éléments g,. 8, € G, 
de manière à satisfaire aux conditions suivantes *): 

a) £1£2 € G, quels que soient g,, g € G; 

b) (8182) £s = 81 (ge83), quels que soient g:, 82, 83€ G; 

c) il existe dans G un élément unique e tel que eg = ge — g pour 
tout g € G; on appelle e élément neutre (ou unité) du groupe G; 

d) pour chaque élément g € G, il existe un élément unique, dési- 
gné par g”!, tel que g”!g = gg! —e; on l'appelle élément inverse 
de &- fl est évident que g est l’élément inverse de g”!, de sorte que 
(ge) = 8. 

Le groupe G est dit commutatif (ou-abélien) si g,82 — g28, quels 
que soient g,, £g: € G et non commutatif dans le cas contraire. Dans 
le cas d’un groupe commutatif, on écrit également g, + g2 à la pla- 
ce de g:8», et l’on désigne alors l’élément neutre par 0. Avec ces 
notations, on dit que le groupe est donné en notation additive. 


*) En principe on peut affaiblir ces conditions. Par exemple, dans la con- 
dition c) il suffit d'exiger l'existence de l'élément neutre seulement. Son unicité 
en découle. En effet, si e, e’ sont des éléments neutres, alors e’e = e’ ete’e = e 
et donc e” — e (pour plus de détail, voir, par exemple A. Kurosh f{1}). 
Ici, nous n'aurons pas besoin d’axiomes plus faibles. 
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Un groupe est appelé fini s’il a un nombre fini d'éléments: dans 
le cas contraire on l’appelle infini. Le nombre d'éléments d’un grou- 
pe fini G s’appelle ordre; on le désigne par | G |. Un groupe fini G, 
constitué des éléments g1, ..., gm, m = | G |, peut être défini par 
sa table de multiplication: 


Bi | S181 BiB2 F18m 
Be | Bo81 Bebe E2£m 
Em | EmBi EmBs -:. EmEm 


dans laquelle le produit g,g, est écrit à l'intersection de la ligne 
de numéro ÿ avec la colonne de numéro #. Cette table est appe- 
lée table de Cayley du groupe G. 


EXEMPLES 

1. L'ensemble R! *) de tous les nombres réels est un groupe si 
l'on y définit le produit comme l'addition des nombres réels; ce 
groupe est appelé groupe additif des nombres réels. L'élément neutre 
de ce groupe est zéro, et l'élément inverse d’un nombre x est —z. 
On définit d’une manière analogue le groupe additif C1 des nombres 
complexes. 

2. L'ensemble R; de tous les nombres réels non nuls forme 
un groupe relativement à la multiplication usuelle des nombres. Ce 
groupe s'appelle groupe multiplicatif des nombres réels. L'élément 
neutre de ce groupe est le nombre 1, et l'élément inverse d’un nom- 
bre x est 1/x. On définit de même le groupe multiplicatif C\ des nom- 
bres complexes. 

3. L'ensemble G, = {1, i, —1, —i}, avec la multiplication usu- 
elle, est un groupe. 

Sa table de Cayley est de la forme 


1 à —1 —i 
1 1 i —1 —iùi 
i i —1 —i | 
—1| —1 —i { i 
—i | —ài 1 i —1. 
*) En général, R! désignera pee la suite le groupe additif des nombres réels, 


tandis que la lettre R sera employée chaque fois où l’ensemble des nombres 
ré. Ls est envisagé dans sa structure de corps. 
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4. Soit X un espace linéaire, G+ l’ensemble de tous les opéra- 
teurs linéaires dans X qui appliquent bijectivement X sur X. Défi- 
nissons dans G, la multiplication comme la composition des opéra- 
teurs. G, devient alors un groupe. L'élément neutre sera ici l’opé- 
rateur unité 4 (i.e. l'opérateur tel que 1x = x pour tous les x € X). 
L'élément inverse d’un opérateur À sera l’opérateur inverse A”! 
Si l’espace X est de dimension finie (dim À = nr << co), les opéra- 
teurs À € G, dans X sont déterminés, pour une base fixe, par des 
matrices non dégénérées (i.e. à déterminant non nul) d'ordre n. 

5. L'ensemble de toutes les matrices complexes d'ordre nr, à 
déterminant non nul, est un groupe, si l’on y définit la multiplica- 
tion des matrices de la manière usuelle ; ce groupe est généralement 
désigné par GL (n, C). L'élément neutre y sera la matrice unité, 
tandis que l'élément inverse d’une matrice a est la matrice inverse 
a”!, On définit de même le groupe GL (n, KR) de toutes les matrices 
réelles d'ordre rz à déterminant non nul. Pour n>2 ces groupes 
sont non commutatifs. 

6. Soit SL (nr, C) l’ensemble de toutes les matrices complexes 
d’ordre nr à déterminant unité. Définissons dans SL (n, C) le produit 
des matrices de la manière usuelle. Alors SZ (nr, C) sera un groupe, 
parce que les déterminants se multiplient lorsqu'on fait le produit 
des matrices correspondantes. On définit d’une manière analogue 
le groupe SL (n, R) de toutes les matrices réelles d'ordre nr à déter- 
minant unité. 

7. Soit G, l’ensemble de toutes les rotations d'un carré ABCD 
autour de son centre O qui font coïncider le carré avec lui-même. 
Il en existe précisément quatre *): la rotation &, d'angle 0°, la ro- 
tation «, de 90°, la rotation &, de 180° et la rotation «; de 270° (tou- 
tes se font dans le sens antihoraire) ; elles appliquent respectivement 
le point À sur À, B, Cet D. 

On appelle produit af de deux rotations &, B la rotation obtenue 
en effectuant d'abord f et puis a. On vérifie facilement que, pour 
cette définition du produit, G, est un groupe d'ordre quatre. 

8. L'ensemble N de tous les nombres entiers est un groupe, si 
l'on y définit la multiplication comme l'addition des entiers. Ce 
groupe s'appelle groupe des nombres entiers. 

9. Soit N, l’ensemble de tous les nombres entiers multiples de p, 
où p est un nombre naturel fixe; N, = {np, n E N}. Définissons 
dans N, la multiplication comme l'addition des nombres dans N,. 
Il est évident que N, est un groupe. 

10. Soit Q, l’ensemble de toutes les racines de degrés p de l’uni- 
té, où p est un nombre naturel fixe. Il est bien connu que cet ensem- 
ble est constitué par les nombres ei?%k/P, k — 0, 1, ..., p — 1. 


..*) Deux rotations sont considérées comme identiques lorsqu'elles abou- 
tissent à une même position du carré. 
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Le produit des nombres de Q, sera défini comme le produit usuel. 
Il est alors évident que Q,, est un groupe. Notons que Q, = G, (voir 
exemple 3). 

Les groupes des exemples 1 à 3, 7 à 10 sont commutatifs. Les 
groupes des exemples 3, 7 sont finis d’ordre quatre, celui de l’exem- 
ple 10 est fini d'ordre p, les groupes des exemples 1, 2, 4 à 6, 8,9 
sont infinis. | 


1.2. Sous-groupes et classes d’équivalence associées. Un en- 
semble À © G s’appelle sous-groupe du groupe G si g, 8: € H 
implique g,g;:' € H. En particulier, pour g, = g., nous obtenons 
e € H, et donc g,, g« € H implique que l’on a également g;' € H 
et g1£e € H. Par conséquent, avec la même définition de la multipli- 
cation que dans G, l’ensemble Æ est également un groupe. 

Ainsi R!', R!, GL(n, R), N sont des sous-groupes de C\, C;, 
GL (n, C), R' respectivement (voir les exemples 1, 2, 5, 8 ci-dessus): 
d’autre part SL (n, C)et SL (n, R) sont des sous-groupes de GL (n, C) 
et de GL (n, R), SL (nr, R) est un sous-groupe de SL (n, C) (voir les 
exemples 5, 6). Il est évident que le groupe donné G, de même que 
le sous-ensemble {e} qui se réduit à l'élément neutre du groupe G, 
sont ses sous-groupes ; on les appelle sous-groupes triviaux du groupe 
G; tous les autres sous-groupes de G (s'ils existent) sont appelés 
sous-groupes non triviaux. 

Il est également évident que l'intersection d’une famille quel- 
conque de sous-groupes de G est également un sous-groupe de G; 
en particulier, l'intersection de tous les sous-groupes qui contiennent 
l’ensemble donné S € G est un sous-groupe; c’est le sous-groupe 
minimal contenant S ; on le désigne par G (S). 


I. Soit H l’ensemble de tous les produits finis possibles des élé- 
ments g; € S et des éléments inverses gï'; alors G (S) = H. 

Démonstration. Il est évident que À est un sous-grou- 
pe contenant S; d’autre part, chaque sous-groupe contenant S 
contient H. Par conséquent, G (S) — H, puisque G (S) est minimal. 

Dans le cas où S se réduit à un seul élément g,, le sous-groupe 
G (e,) est dit cyclique; il est évident que G (g,) est constitué par tou- 
tes les puissances g7, n — 0, +1, +2, ... ; certaines d’entre elles 
peuvent coïncider ; si toutes ces puissances sont distinctes, on appelle 
£o élément d'ordre infini, et G (g,) groupe cyclique d'ordre infini. Si 
parmi ces éléments au moins deux coïncident, par exemple, & — 
— g", avec m > l, alors g"-! —e; dans ce cas, on appelle gs éle- 
ment d'ordre fini. Le plus petit entier positif p pour lequel on a 
g» = e s'appelle ordre de l'élément g,. Il est évident, que lorsque 
£g, est d'ordre fini p, le groupe G (g0) est constitué par les éléments 
6, Los Es +, g°"1, qui sont tous distincts; G(g0) s'appelle alors 
groupe cyclique d'ordre p. Le groupe G est dit cyclique, s’il existe un 
élément g, € G tel que G = G (&). 
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Soit H un sous-groupe du groupe G; chaque ensemble Hg, (i.e. 
l'ensemble de tous les éléments hg,, k € H) s'appelle classe d’équiva- 
lence à droite du groupe G par le sous-groupe H ; d'une manière analo- 
gue on définit les classes d'équivalence à gauche. Chaque élément d'une 
classe d'équivalence s'appelle représentant; une classe de représen- 


Lomé 


tant g est désignée par {g}, ou bien g. Si g est un représentant de la 
classe Hg,, alors Hg — Hg,. En effet, g — kg, pour un certain 
hk € H et donc Hg, = H (hgo) = (Hh) go — Hgo. On peut donc 
déduire que des classes d'équivalence à droite (à gauche) distinctes ne 
peuvent avoir d'éléments communs. D'autre part, chaque élément 
g € G appartient à une classe d'équivalence à droite bien déterminée, 
à savoir la classe Hg. Par conséquent, 

II. L'ensemble des classes d'équivalence à droite du groupe G est 
une partilion de ce groupe. 

Il est évident qu'il en va de même pour les classes d'équivalence 
à gauche. 

L'ensemble de toutes les classes d'équivalence à droite du groupe 
G par le sous-groupe À, considérées chacune comme un seul élément, 
est appelé espace quotient du groupe G par le sous-groupe H; on le 
désigne par G/H. Le nombre d’élément dans G/AH, s'il est fini, s’ap- 
pelle index du sous-groupe H dans G; on le note généralement | G/H |. 
Si le groupe G est fini, alors H le sera aussi ; le nombre d’éléments 
de chaque classe d'équivalence H£g est le même et coïncide avec 
| À |. D'où l’on conclut, à l’aide de II, que |G|— | H|]|G/H |. 
Par conséquent, 


TI. L'ordre d'un sous-groupe d'un groupe fini est un diviseur de 
‘ordre de ce groupe. 


EXEMPLES 

1. Soient G = R', H = N (voir les exemples 1 et 8 de 1.1), 
tandis que chaque classe g € R!/N est de la forme £, — {n + a, 
n € N}, où & est un nombre fixe dans l'intervalle 0<@ << 1 pour 
chaque classe donnée ; on appelle & la partie fractionnaire du nombre 
n + &. Ainsi une classe de R!/N se détermine uniquement par la 
partie fractionnaire d’un de ses représentants quelconques. 

2. Soient G = N; H = N, (voir les exemples 8, 9 de 1.1), 
Le. À est un sous-groupe de N constitué par tous les nombres pairs ; 
N/H est alors constitué par deux éléments : £o = FT: £ — {1 + h, 
LE H}. Autrement dit, g, est l’ensemble de tous les nombres pairs, 
&, l’ensemble de tous les nombres impairs. 

__ 3. Soient G = N, H = N,; N/H est alors constitué par p classes 
for Lis + + + Lp-1, OÙ En = {k+h, hREH},k—=0,1,..., p—1. 
Ces classes s'appellent classes de résidus modulo p. 


1.3. Sous-groupe distingué ; groupe quotient. On dit que le sous- 
goupe Æ# du groupe G est distingué, si pour chaque élément g € G 
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on a 
gH = He, (1.3.1) 


i.e. pour chaque couple g € G, h, € H, il existe un élément h, € H tel 
que gh, = h,g. Il est clair que la relation (1.3.1) signifie que chaque 
classe d'équivalence à gauche gH coïncide avec la classe d'équiva- 
lence à droite Hg. Si le groupe G est commutatif, il est alors évident 
que chaque sous-groupe de G est distingué. Dans le cas général, il 
peut exister des sous-groupes qui ne le sont pas. Il est également évi- 
dent que le groupe donné G, de même que l’ensemble {e} se réduisant 
à l'élément neutre e € G sont des sous-groupes distingués de G. On 
les appelle sous-groupes distingués iriviaux du groupe G, tandis que 
tous les autres sous-groupes distingués (s'ils existent) sont appelés 
non triviaux. Le groupe G est dit simple, s'il ne possède aucun sous- 
groupe distingué non trivial. Si À est un sous-groupe distingué 
dans G, alors on peut définir la multiplication dans l'espace quotient 
G!/H de la manière suivante: on appelle produit (H£g,) (Hg,) des 
classes H£g,, Hg, la classe H£,g,. Cette définition ne dépend pas du 
choix des représentants des classes Hg,, Hg.. En effet, si g, € He;, 
gs. € Hg:, alors gi = h;g1, £g: — h:g., et en vertu de (1.3.1) on a 
&ih — h;g, pour un certain RL EH. D'où l'on tire gg, — 

= (higr) (age) = ha (Bike) 8e = hahigigs; par conséquent Hgig, — 
= Hh.h, 28182 — HBige. On vérifie tout aussi facilement que le 
produit ainsi défini satisfait aux _conditions a) à c) du n° 1.1, et 
l'élément neutre e dans G/H sera e — H; par conséquent, pour cette 
définition du produit, G/H est un groupe. On l’appelle groupe quo- 
tient du groupe G par le sous-groupe distingué H ; on le désigne tou- 
jours par G/H. 


EXEMPLES ET EXERCICES 

1. Soient G— GLi(n, C), H = SL(n, C) (voir l'exemple 5, 
n° 4.1); alors H est un sous-groupe distingué dans G. En effet, 
pour g€G, hEH quelconques nous avons det(ghg”") — 
— det g-det h- det g”! — det k = 1 et donc ghg”' € H. 

Cherchons le groupe quotient G/H. Si g: et g, appartiennent 
à une même classe gCG/H, alors £g: — hg; et donc det g, = det k x 
X det gi =det gi. Inversement, det g.— det g, implique det (g:g,')=1, 
et par conséquent Lo£i EX, i.e. g: et £, appartiennent à une même 
classe gCG/H. La classe £ est donc bien déterminée par le nombre 
À==detg, où gCg. I1 découle de la définition du produit dans 


GIH que l'on ai — det (g:182) = det g,-det g:, où BCE: et g2C Los 


i.e. À = À= cs TI est évident que l'application g + À= est une 


bijection: du groupe GIH =GL(n, C)/SL (n, C) sur le groupe Ci (voir 
l'exemple 2, n° 1.1). D'une manière analogue, l'application 
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g A = detg pour g€8€GL(n; R)/SL(n, R) est une bijection du 
groupe GL(n, R)/SL(n, R) sur le groupel Ri qui satisfait à la 


condition he = AUSRE 


À"! 0 
2. Soient X, l’ensemble de toutes les matrices | et Z> 


À 


1l où À, u sont des nom- 


l’ensemble de toutes les matrices z — | 


bres complexes et À=£0. Alors X, est un sous-groupe dans SZ (2, C} 
et Z. un sous-groupe distingué dans X,. Démontrer que 

1) Z, est un sous-groupe distingué de K; ; 

2) chaque élément kCEK,/Z, se détermine uniquement par la 


1 
À |: 


3) l'application &k—+ À+ est une bijection du groupe Æ./Z, sur 
le groupe C1 (voir l'exemple 2 de 1.1). 

3. Soient G = R', H — N (voir les exemples 1 et 8 de 1.1). 
Puisque R' est commutatif, N sera un sous-groupe distingué dans 
R!'; R!/N est constitué par les classes £ = {n + a, n EN}, 0< 
a < 1 (voir l'exemple 1 de 1.2). Par définition de la multiplica- 
tion dans R'/N, on a 


donnée du nombre À, = À, où k — 


Ego = (n+a+B, nEN}={n+y, nEN)—E8, 


où y—= [a +f]. 

4. Soient G = N, H = N, (voir les exemples 8, 9 de 1.1); N'est 
commutatif et par conséquent _ N3. est un sous-groupe distingué 
dans N, tandis que N/N, = {go, En - - . £p-1} (voir l'exemple 3 
de 1.2). Il découle de la définition de la multiplication dans N'N>» 
que gi = {K+l+pn,nEN})={m+pr,nEN}) = Em où m 
est le reste de la division du nombre # + Î par p. Le groupe N/N, 
est appelé groupe des résidus modulo p. 


1.4. Centre. L'ensemble de tous les éléments du groupe G qu- 
sont permutables avec chaque élément de G s'appelle centre du grout 
pe G; on le désigne par Z (G). Ainsi, un élément g, de G appartient 
à Z (G) si et seulement si on a gg, = £g0g, quel que soit g € G. Z(G) 
est un sous-groupe du groupe G. 

En effet, Bis 8e € Z (G) implique CT: — 881 et 828 — BB quel que 
soit g EG. D'où l’on tire g”!g5! — g; E “let puisque g”! parcourt 
tout le groupe G on a également 82° € Z (G); donc pour chaque 
gEGon a gg, "8 — 1882 — gegz ; par conséquent g,g;'° € Z (G). 

Les éléments de Z (G) sont permutables avec chaque élément de 
G; en particulier, ils sont permutables entre eux. Par conséquent, 
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Z (G) est un groupe commutatif. Si le groupe G est lui-même commu- 
tatif, on a Z (G) = G. Z (G) est un sous-groupe distingué du groupe 
G. En effet, pour chaque g € G nous avons gZ (G) = Z (G) g. 


EXEMPLES ET EXERCICES 
1. Soit G = GL (n, ©) (voir l’exemple 5 de 1.1). Cherchons Z (G). 
Si zEZ(G), alors 
gz = 2g quel que soit g EG. (1.4.1) 


Posons dans (1.4.1) 


da 


où À, 0, j — 1, ...,n, les À; sont tous distincts, tandis que les 
éléments situés en dehors de la diagonale sont nuls; nous obtenons 
Àjzin = rzjn, et donc les z;, = 0 pour j  k, i.e. z est une matrice 
diagonale. Posons également dans (1.4.1) 


0 1 
1 0 


1 


où tous les éléments non indiqués sont nuls; nous obtiendrons Z:2 — 
— Z1,. On démontre d’une manière analogue que z;; — zx pour tous 
les j, k = 1, ..., n, de sorte que z — À, où À — 2;;,j = 1, ...,n. 
Autrement dit, Z (GL (n, C)) est constitué par les matrices de la 
forme À, À E Ci. D'une manière analogue, Z (GL (n, R)) est consti- 
tué par matrices de la forme À{, À € R!. 

2. Trouver les groupes quotients GL(n, C)/Z (GL (nr, C) et 
GL(n, R)/Z (GL(n, R)). 


1.5. Applications. Soient X et Ÿ deux ensembles quelconques. 
Nous dirons qu’une application f de X dans Y (ou une fonction } 
sur À à valeurs dans Y) est donnée si l’on a fait correspondre à 
chaque point x € X un point y£€ Y. On appelle alors le point y 
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image du point x par l'application f et l’on écrit y == f (x). En génée- 
ral, l’ensemble de toutes les images des points de l’ensemble M € X 
s'appelle image de l’ensemble A par l’application f; on la note 
f (M). L'ensemble de tous les points x € X pour lesquels on a f(x) € 
EN,oùNE Ÿ, s'appelle image inverse (réciproque) de l’ensemble V 
par l'application f; on la note f-!(X). Ainsi, si l’image f (X) de 
l’ensemble X est tout l’ensemble Y’, on dit que f est une application 
de X sur Ÿ , ou une surjection. 

L'application f de l’ensemble X sur Y est dite bijective, si l’ima- 
ge inverse de chaque point y € f (X) est constituée par un seul point. 
L'application de X sur X pour laquelle chaque image coïncide avec 
son image inverse s'appelle application identique. 

Soient f une application de X dans YŸ , et @ une application de Y 
dans Z ; on appelle produit pf de l'application @ par l'application f 
l'application qu’on obtient en effectuant successivement d’abord 
l'application f et ensuite l’application q *). Soit f une application 
de X dans Y. Une application œ de l’ensemble f (X) dans X est dite 
inverse de f et est désignée par f”!, si œf est l’application identique 
de À sur X. Dans ce cas les égalités (œf) (x) = x, (fœf) (x) = f (x) 
impliquent que œ est l’application sur X et fp est l’identité sur 
f(X); par conséquent, jf, envisagée comme une application dans 
f (X), est inverse de q = f”!. 

I. L'application inverse f”! existe si et seulement si l'application 
f est bijective. 

En effet, la nécessité de la condition est évidente. Réciproque- 
ment, si l'application f est bijective, alors en faisant correspondre à 
chaque point y E f (X) son image inverse par l'application f, nous 
obtenons l'application f”!. 

Soient f une application de À dans Ÿ’, et Z un sous-ensemble de 
_X ; l’application œ de Z dans Ÿ, déterminée par la formule œ (z) — 


— f (z) pour tous les z € Z est appelée restriction de l'application f 
sur Z; on la note f {2. 


1.6. Homomorphismes et isomorphismes de groupes. Une applica- 


tion f du groupe G dans le groupe G” s’appelle komomorphisme de G 
dans G’, si l’on a 


Î (g1g2) = f (gi)  (g2) quels que soient g,, g, EG. (1.6.1) 


La condition (1.6.1) signifie que si f applique #1 dans g, et £a dans 
g., alors f applique également 18: dans gg. L'image inverse 
f”! (e’) de l’élément neutre e’ du groupe G’ par |’ homomorphisme Î 
du groupe G dans G” est appelé noyau de l’homomorphisme f et est 
désigné par Ker f. Si l’image de G par l’ homomorphisme f du groupe 
G dans Gest le groupe tout entier G” (i.e. f (G) — G’}, alors f s’appel- 
le komomorphisme du groupe G sur le groupe G. 


*) L'application œf est parfois aussi désignée par œ o f. 
2—0883 
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I. Si f est un homomorphisme du groupe G dans le groupe G', on a: 

1) f (e) est l'élément neutre de G'; 

2) f (87) = ( (8))°"; 

3) f applique chaque sous-groupe de G sur un sous-groupe de G'; 

4) f applique chaque sous-groupe distingué du groupe G sur un sous- 
groupe distingué du groupe f (G); 

5) Ker f est un svus-groupe distingué du groupe G. 

Démonstration. 1) Posons &é = f(e) et désignons par e’ 
l’élément neutre de G’. On a alors, en vertu de (1.4.1) 


ce—f(e) f(e)=f(ee)=f(e)=e—= 6e". 


Multiplions les deux membres de cette égalité par 6”! à gauche; 
nous obtiendrons é = e’. Ceci démontre l’assertion 1). L’assertion 2) 
découle immédiatement des relations f (2) f (g”!) = f (g”?) f (g) = 
— f (gg”!) = f (e) — e” et alors l’assertion 3) se déduit des relations 


f (a) f (he)? = f (uh:77) € f (H). 


Soit H un sous-groupe distingué du groupe G et g’ € f (G); alors on 
a g° = f (g) pour un certain g € G et donc 


g' (4) = f (8) f (4) = f (8H) = f (He) = f (AH) f (e) = (M) &’, 


ce qui démontre l’assertion 4). 

Posons Ker f = Æ ; alors f (H) = e’. Si l’on a h,, k, € H, alors 
fl) =e, f(h) =e et donc f(hkh:) = f (hi) f (2) = e de 
sorte que hk,h;' € H; par conséquent H est un sous-groupe dans G. 

Pour chaque g£€EGona 

f (He) = (@)1(Mf(e1) =f(e)e [f(@I" = e. 
D'où l’on tire gHg”! © H et gH © Hg. En substituant ici g-'à g 
et en multipliant ensuite les deux membres de la relation obtenue 
par g à gauche et à droite, nous obtiendrons Hg = £gH ; donc Hg — 
— gH et l’assertion 5) est démontrée. 

On peut construire un exemple d’un homomorphisme de la ma- 
nière suivante. Soit H un sous-groupe distingué du groupe G. Fai- 
sons correspondre à chaque élément g EG la classe g € G/H qui 
contient g. De la définition même de la multiplication dans le groupe 
quotient G/H, on tire que l’application obtenue g — g est un homo- 
morphisme du groupe G sur le groupe G/H. On l'appelle komomor- 
phisme canonique (ou encore naturel) du groupe G sur le groupe quo- 
tient G/H. 

Un homomorphisme bijectif sur son image s'appelle monomor- 
phisme. Il est évident que les assertions de la proposition Ï sont véri- 
fiées, en particulier, pour les monomorphismes. 


II. Un homomorphisme f est un monomorphisme si et seulement si 
Ker f = {e}. 
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Démonstration. Si f est un monomorphisme, alors 
Ker f — {e} en vertu de la bijectivité de / sur son image. Récipro- 
quement, si Ker f = {e} et f (&1) = f (g2), on a f (e185) == f (#1) X 
x f(g)7!—e et par conséquent gg; —e, 8 —8£g:; donc f 
est une bijection sur son image. 


L'application f du groupe G dans le groupe G' s'appelle anti- 
hkhomomorphisme, si l’on a 


Î (8182) = f (ge) f (1) quels que soient g;, ge € G, 


et anti-monomorphisme, si en outre jf est une bijection sur son image. 
En particulier, si f (G) = G’, alors f s'appelle anti-homomorphisme 
(respectivement anti- isomorphisme) du groupe G sur G’. On appelle 
f”! (e) noyau de l’anti-homomorphisme f. 

11 est facile de vérifier que les propositions I et II restent vraies 
pour les anti-homomorphismes et les anti-isomorphismes. Deux 
groupes G et G” sont dits isomorphes, s’il existe un isomorphisme du 
groupe G sur G’. Dans certains cas, on n’a aucun intérêt à distin- 
guer les éléments de deux groupes G, G' isomorphes et l’on identifie 


alors les éléments du groupe G avec leurs images par l’isomorphisme 
de G sur G. 


III. Si f est un homomorphisme du groupe G sur le groupe G' et H 
est le noyau de cet homomorphisme, alors: 


1) le groupe G' est isomorphe au groupe quotient G!'H ; 
2) f = vp où œ est l’homomorphisme canonique du groupe G sur 


le groupe G/H, nd que w est l’isomorphisme du groupe G/H sur le 
groupe G'. 


Démonstration. Définissons l'application du groupe 
G/H sur le groupe G’, en posant pour g € G/H et pourg€£g 


p (8) = f (g). (1.6.2) 
Cette définition ne dépend pas € du choix du représentant g € g. 
En effet, si l’on a également g, € g, alors £&1 = £gh pour un certain 
hEH, et f(g) = f (8h) = f (g) f (h) = f (g) e = f (g). 
D'autre part, en vertu de (1.6.2), nous avons pour Lu LE CG/H 
et ASTE EATA 


Ÿ (8182) = f (g1g2) = f (g1) f (ge) = Ÿ (81) Ÿ (82) 
et 


+ (G/H) = f (G) = 6’; 


par conséquent 1 est un homomorphisme du groupe G/H sur G’. 
Trouvons Ker. Si g € Ker ÿ, On a Ÿ (g) = e’; d'où l’on tire, en 
vertu de (1.6.2), f (8) = €’ pourg € g. Cela signifie que l'onag€H;: 


par conséquent, g = H —e. Ainsi Ker — {e, de sorte qu’en 
3° 
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vertu de IT, + est un isomorphisme de G’H sur G’. Nous avons donc 
démontré l'assertion 1). 
Pour démontrer l’assertion 2), notons qu’en vertu de la défini- 


tion de l’homomorphisme canonique on a œ (£g) = £, et donc on peut 
écrire (1.6.2) sous la forme 


Ÿ (p (g)) == f (g) 
de sorte que 4 = f. 
L'isomorphisme du groupe G sur ce même groupe G est appelé 
automorphisme du groupe G. En guise d'exemple d’automorphisme 
du groupe G citons l'application 


g + f (8) = 8'E80 (1.6.3) 
où g, est un élément fixe du groupe G. En effet, 


Î (ei) Î (ge) = L'L1Lo8s Ls£o = Lo E1Lo8o = Î (L1£2) 


et alors 88180 = £o 8280 implique g, = 82. 

L'automorphisme du groupe G donné par la formule (1.6.3) pour 
un certain g, E G est dit intérieur, tandis que tous les cutres auto- 
morphismes sont dits extérieurs. 


EXEMPLES ET EXERCICES 

1. L'application f: g — det g est un homomorphisme du groupe 
GL (n, C) sur le groupe C! (voir les exemples 2 et 5 de 1.1), parce que 
det (£.£2) = det g, det g, et Ker f — SL (n, C). Le groupe quotient 
G = GL (n, C)/SL (n, C) est isomorphe au groupe C! et l'isomorphis- 
me + du groupe G sur Ci est déterminé par la formule ÿ: g À = 


= det g pour g E£ (voir l'exemple 1 de 1.3). Une assertion analogue 
est vraie pour GL (n, R), SL (n, R) et R;. Vérifier que dans ces cas 
Î = Ÿ9. 

2. Les groupes G, et G; (voir les exemples 3 et 7 de 1.1) sont iso- 
morphes; l’isomorphisme correspondant est donné par l'application 


fi ao, à — Qu —1 —> Go, —i —+ a. 


3. Les groupes G+ et GL (n, C) pour dim * = n (voir les exem- 
ples 4 et 5 de 1.1) sont isomorphes. Pour construire l’isomorphisme, 
il suffit de faire correspondre à chaque opérateur À € G la matrice 
correspondante (pour une base fixe de l’espace X). 

4. L'intervalle 7?! — [0, 1) est un groupe si l’on y définit le 
produit des nombres &, 8 € 7! comme [ax -+- B]. Ce groupe s'appelle 
tore de dimension un; on peut également considérer .7 ! comme le 
segment [0, 1], les extrémités 0 et 1 étant identifiées. La relation 
g, = {n+a, nEN}—a est un isomorphisme du groupe R’/N 
sur 7! (voir l'exemple 3 de 1.3); par conséquent R!/N et 71 sont 
isomorphes. 


$ 1] NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE DES GROUPES 21 


5. Les groupes Q, et N/N, (exemples 10 de 1.1 et 4 de 1.3) sont 
isomorphes. L’isomorphisme est donné par l'application 


f: gn={k+np, nEN)}—eixv/r, k—0, 1,..., p—1. 


6. Soit g une matrice d'ordre n. Désignons par g la matrice dont 
les éléments sont les conjugués complexes des éléments correspon- 
dants de la matrice g, et par g” la matrice transposée de g, de sorte 


que g = (g%») et £ir = Sr; Démontrer que les applications 
gg et gg"! 
sont des automorphismes extérieurs des groupes GL (n,C)et SL (n, C). 


1.7. Groupes de transformation. Soit X un ensemble quelconque. 
On appelle transformation de l’ensemble X toute bijection de l’en- 
semble X sur X. Le résultat de l’application de la transformation g 
à l’élément x € X sera désigné par xg ou bien gx, et l’application g 
elle-même est notée sous la forme x —+ xg ou respectivement x — gr. 

Dans le premier cas g s'appelle transformation à droite et dans 
le deuxième cas, transformation à gauche. En fait, les transformations 
à droite et à gauche, pour un même g, coïncident et ne diffèrent entre 
elles que par la notation. Par la suite il sera commode de se servir 
de deux formes de notation. 

Si X est fini et consiste de n éléments, alors la transformation de 
l’ensemble X s'appelle permutation de n éléments. Dans ce cas, il 
est commode de numéroter par les nombres 1, 2, ..., n, dans un 
ordre quelconque, les éléments de l’ensemble X. Alors la permuta- 


1.2: ;::: n 
be | > OÙ A4, Roy + + «+ En 
cube | 


est un nouvel ordre de l’ensemble {1, 2, ..., n}. Cette notation 
indique que la permutation donnée applique les éléments 1, 2, ... 

., nr dans les éléments k,, k, . . ., k, respectivement. On appelle 
produit g,g, des transformations à droite g, et g, la transformation que 
l'on obtient en appliquant successivement la transformation g, et 
ensuite la transformation g., de sorte que par définition 


Z (g1Le) — (T£1) 8e. (1.7.1a) 


On appelle produit g,g, des transformations à gauche la transfor- 
mation obtenue en appliquant successivement d’abord la transfor- 
mation g, et puis la transformation £g,, de sorte que par définition 


(8182) Z = 81 (822). (1.7.1b) 


I] est facile de vérifier que l’ensemble de toutes les transformations 
à droite de l’ensemble X, que nous désignerons par G, (X), est un 
groupe. L'élément neutre e dans G, (X) est l'application identique, 
i.e. l'application x — x qui laisse invariant chaque élément x € X, 


tion est donnée dans la notation 
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la transformation inverse g”! de g étant déterminée par la condition 
z'g"! = x quand on a xg = x. 

D'une manière analogue on définit le groupe G, (X) de toutes les 
transformations à gauche de l’ensemble X. Il est évident que l’appli- 
cation identique g —+g est un anti-isomorphisme du groupe G, (X) 
sur le groupe G, (X), ainsi que du groupe G, (X) sur le groupe G, (X). 
Si À est fini et est constitué par nr éléments, alors G, (X) est le grou- 
pe de toutes les permutations de nr éléments. On l'appelle groupe 
symétrique et on le désigne par S,. Son ordre est égal au nombre de 
permutations de x éléments et par conséquent il est égal à r!. Par la 
suite, nous employerons le terme transformation pour désigner tou- 
jours une transformation à droite et nous écrirons aussi G (X) à la 
place de G, (X). 

Chaque sous-groupe G du groupe G (X) s'appelle groupe des trans- 
formations (à droite) de l’ensemble X, et le couple (X, G) est l’espace 
X à groupe de transformations G; les éléments x € X sont dits points 
de l’espace X. 

On introduit d’une manière analogue l’espace X à groupe de 
transformations à gauche. 

Soit (X, G) un espace X à groupe de transformations G. Chaque 
ensemble O, = {rg, g EG}, où zx est fixe, tandis que g varie sur 
tout le groupe G, est appelé trajectoire, ou orbite, relativement à G. 


Ï. Deux points x;, x: € À appartiennent à une même orbite si et 
seulement si on a x: = 2,g pour un certain g€G. 

En effet, si x, = z,£g, alors x, et x, appartiennent à l'orbite qui 
contient x,. Réciproquement, si x, et x, appartiennent à une même 
orbite. on à x] — zgy, Ze = zg, pour certains z € X, 81, g EG et 
donc x: = 218 "£a. 

[1 découle de I que les orbites forment une partition de l'espace X. 

L'espace X est appelé transitif, ou bien homogène relativement à 
G, s’il se réduit à une seule orbite. En vertu de [, cela signifie que 
pour chaque couple z,, x: € X, il existe un élément g € G tel que 
Ts = Aie: 

Dans le cas général, on peut considérer la restriction de chaque 
transformation g à une orbite fixe ©, ; l’ensemble de ces restrictions 
sera à nouveau désigné par G. Alors O, devient un espace transitif 
à groupe de transformations G et notre espace se décompose en sous- 
espaces transitifs disjoints à groupe de transformations G. Chaque 
groupe G peut être représenté de la manière suivante sous forme de 
groupe de transformations. Posons À = G et à chaque élément 
£0 € G faisons correspondre une transformation g, de l’ensemble G 
suivant la formule 


E —+ Eo = Eo- (1.7.2) 
La transformation (1.7.2) s'appelle translation à droite sur G. Dési- 
gnons par G l’ensemble de toutes les translations à droite. 
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Les relations 


fe A Pi 
g (182) = (881) 82 = (881) Se = & (Li82) = & (8182) 
impliquent que G est un groupe et que la correspondance g —+ g est 
un homomorphisme du groupe G sur le groupe G. Il est évident que 
cet homomorphisme est bijectif; la correspondance g g est un 
isomorphisme du groupe G sur le groupe 6, de sorte que: 
II. Chaque groupe G est isomorphe au groupe de toutes les transla- 
tions à droite sur G. 
L’isomorphisme g — g s'appelle représentation régulière à droite *) 
du groupe G. De la même manière que la représentation régulière à 
droite, on peut construire la représentation régulière à gauche du 
groupe G. À savoir, à chaque élément g, € G on fait correspondre une 
transformation à gauche £g, de l’ensemble G suivant la formule 


g—+ BE = Lo£- (1.7.3) 
Cette transformation s'appelle translation à gauche sur G. Désignons 


par G l’ensemble de toutes les translations à gauche sur G. Les rela- 
tions 


re su. VI 

(8182) 8 = 81 (828) = 81 (828) = (8182) 8 = (182) & 
et la bijectivité de l'application g +g impliquent que G est un 
groupe et que la relation g —g est un isomorphisme du groupe G 


sur le groupe G. Cet isomorphisme s'appelle représentation régulière 
à gauche du groupe G. Si le groupe G est fini et est constitué par nr 


éléments, alors g est une transformation à gauche de l’ensemble fini 


Rd 


G, i.e. une permutation de nr éléments. Par conséquent, G est un 
sous-groupe du groupe S$S,. De là et de II on tire: 


IT. Chaque groupe fini G est isomorphe à un certain sous-groupe 
du groupe symétrique S,, où n = |G |. 

Ün exemple important de groupe de transformations est l’en- 
semble de tous les automorphismes d’un groupe donné G. Ici X = G 
et les transformations sont les automorphismes du groupe G. Si 
f+ /+ sont deux automorphismes du groupe G, alors, évidemment, 
f,Â:" est un automorphisme du groupe G. Par conséquent, l'ensemble 
de tous les automorphismes du groupe G est également un groupe. 
On l’appelle groupe des automorphismes du groupe G et on le désigne 
par À (G). L'ensemble de tous les automorphismes intérieurs 


Ag! £ —+ Lc'££o (1.7.4) 


*) Par la suite (voir, par exemple, 1.3, chapitre 11) ce terme sera employé 
dans un autre sens. 
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(que nous désignerons par À; (G)) est un sous-groupe du groupe 
A (G). En effet, 


£ (ag,ag,) = (gag,) ag, = 82" (81 LE) Le = (gige) ? g (gige) = Lagies 


et donc la correspondance g — a, est un homomorphisme du groupe 
G dans le groupe À (G). Par conséquent, À, (G) est un sous-groupe 
de À (G) en vertu de I, n° 1.6; on appelle À, (G) groupe des automor- 
phismes intérieurs du groupe G. Chaque orbite de G relativement à 
À; (G) est constituée par des éléments de la forme g”'£g,g, où £g, est 
fixe, tandis que g parcourt tout le groupe G. Deux éléments g, et 
£g: appartiennent à une même orbite, si est seulement si 


Le = £E1g (1.7.5) 


pour un certain g € G (voir Ï). Les éléments g, et g, qui satisfont à 
la condition (1.7.5) pour un certain g € G sont dits conjugués. L’en- 
semble de tous les éléments du groupe G, conjugués d’un élément 
fixe (et par conséquent conjugués entre eux) s'appelle classe d'élé- 
ments conjugués. Îl découle des raisonnements précédents que les 
orbites dans G relativement à A; (G) coincident avec les classes des élé- 
ments conjugués dans G. 

Calculons le noyau Ker a de l’homomorphisme g —æa,. L'élé- 
ment g, du groupe G appartient à Ker a, si et seulement si a,, est 
l'application identique, i.e. ga,, — g quel que soit g € G. En vertu 
de (1.7.4), cela signifie que l’on a g'gg, = g, i.e. ggo = £g,£ quel 
que soit g € G. Par conséquent, le noyau de l’homomorphisme g — a, 
coincide avec le centre Z (G) du groupe G. 

En outre: 

IV. Le sous-groupe H du groupe G est un sous-groupe distingué du 
groupe G, si et seulement si H est invariant relativement à tous les 
automorphismes intérieurs a,, g € G. 

En effet, si H est un sous-groupe distingué, alors Hg = gH et 
donc g”!Hg = H, i.e. est invariant relativement à tous les a,, g€G. 
Inversement, si H est invariant relativement à tous les a,, g € G, 
alors g-!Hg © H quel que soit g € G. En substituant ici g”! à get 
multipliant les relations obtenues gHg”! © H à gauche par g”' et 
à droite par g, nous obtenons H € g”!'Hg. Par conséquent, H — 
— g"\Hg, gH — Hg, de sorte que H est un sous-groupe distingué du 
groupe G. 

Aussi les sous-groupes distingués sont-ils également appelés sous- 
groupes invariants. 


EXEMPLES ET EXERCICFS 

4. Soient X un cercle, l'! l’ensemble de toutes les rotations du 
cercle X ; deux rotations ne sont pas considérées comme distinctes 
si elles aboutissent à une même position du cercle donné. Il est évi- 
dent que chaque rotation y € l se détermine par l'angle œ@ de rota- 
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tion du cercle X, et l’on peut supposer que 0< << 21. L’angle 
déterminé par la condition q, + q = q + 2nn, où n EN et 0< 
<< 27, correspond au produit y = Y,y2. Le groupe de transfor- 
mations l'! s’appelle groupe des rotations du cercle. Il est évident que 
le cercle X est homogène relativement à l!. Le groupe l'! est isomor- 
phe au tore % ? (voir l’exemple 4 de 1.6) et leur isomorphisme f est 
donné par la formule 


{ 
| de à EG EE 7 de 


2. Soient À —= (— co, + æ), S l’ensemble de toutes les trans- 
formations à gauche 


S: zx sx = ax + b (1.7.6) 


de l’espace (— ©, + oo), où a, b sont des nombres réels et a => U; 
on voit facilement que S$ est un groupe; S contient deux sous-grou- 
pes: le groupe S! de toutes les transformations s,: z —s,x — 
— x + b et le groupe S* de toutes les transformations s, : x —+ 
ST = ax ; par ailleurs S! est un sous-groupe distingué de S. Le 
groupe $ est appelé groupe des transformations linéaires de la droite 
(plus exactement, groupe des transformations linéaires de la droite 
qui conserve l'orientation), S! est le groupe des translations de la 
droite, et enfin S* est le groupe des homothéties de la droite. X est 
homogène relativement à S! et donc à plus forte raison relative- 
ment à S. 


ExERCICE. Calculer le groupe quotient S/S1. 

3. Soit Il! le plan complexe auquel le point à l'infini a été adjoint, 
F' l’ensemble de toutes les transformations à droite f: z—>2 — 
— fz données par la formule 


z'—(az+b)/(cztd) si 25 © et z-Z—dl/c, 


Z'= 00 si 2— —d'c, 
z'= a/c Si Z2= ©, 
telles que 
ad — bc Æ 0. 


On voit facilement que F! est un groupe et que Il! est homogène re- 
lativement à F!; on appelle F1 groupe des transformations rotation- 
nelles du plan Il!. 

4. Désignons par C”" l’ensemble de tous les systèmes zx — 
— (Ti, Le, - + ., Tn) OÙ l’on a x; EC!, j—=1,...,n, et par G" 
l’ensemble de toutes les transformations linéaires à gauche g: x — gx 
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de l’espace X = C", où 


(gx), = à LinTh (1.7.7) 


de déterminant det (g;) = 0. On voit facilement que G” est un 
groupe isomorphe au groupe GL (n, C) et que C" X {0} est homogène 
relativement à G7. 

5. Une permutation sE S, (où S, est le groupe symétrique) 
s'appelle cycle si elle est de la forme 


ki ka ... k 
( Le es 4! (1.7.8) 

ka ka ... ki  k: 
où tous les k,, ..., k, sont distincts, i.e. si s applique k, sur ke, ke 
sur Âgs - + +, ki, Sur 4, et k, sur k, et laisse invariants tous les nom- 
bres parmi 1, 2, ...,n s'ils diffèrent de k;, ko, ..., k,; les 
k,, ke, . .., k, sont appelés éléments et le nombre ! longueur du 
cycle. Un cycle de la forme (1.7.8) est désigné en abrégé par 
{k,, ke, . . ., y), sa longueur est L. Un cycle (4,, k.) de longueur 2 
s'appelle transposition des éléments k,, k.. Montrer que: 

a) Chaque permutation s € S, se décompose en un produit de 
transpositions, les nombres des transpositions pour s donné étant 
toujours pair ou toujours impair, quelle que soit la décomposition. 
Une permutation s est dite paire, si elle se décompose en un produit 
d’un nombre pair de transpositions, et impaire si elle se décompose 
en un produit d’un nombre impair de transpositions. 

b) L'ensemble P, de toutes les permutations paires s € S, est 
un sous-groupe distingué dans $S,; calculer le groupe quotient 
S,/P,. Le groupe P, est appelé groupe alterné. 

c) Chaque permutation s € S, se décompose d’une manière uni- 
que en un produit de cycles sans éléments communs (l’ordre dans le 
produit ne joue aucun rôle, puisque les cycles sans éléments communs 
sont permutables). Deux permutations s, s’ € S, sont conjuguées 
si et seulement si les ensembles de longueurs des cycles qui figurent 
dans le produit sont les mêmes pour s et pour s’. 

6. Ecrire pour le groupe S; laïtable de Cayley et toutes les classes 
des éléments conjugués. 

7. Trouver toutes les classes des éléments conjugués pour les 
groupes GL (n, C) et SL (n, C). 


1.8. Réalisation canonique d’un espace homogène. Il existe 
une méthode simple pour construire un espace homogène: il faut 
procéder de la manière suivante. Soit G un groupe et 7 son sous- 


groupe. Introduisons la notation G = G/H et faisons correspondre à 
chaque élément g, de G la transformation £g, de l'espace G déterminée 
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par la formule *) 
{8} 80 = {880}: (1.8.1) 


où {g}, {gg} sont les classes d'équivalence à droite du groupe G 
par le sous-groupe Æ à représentants g et gg, (voir 1.2). On vérifie 
facilement que l'application g — g est un homomorphisme du groupe 
G dans le groupe G (G); par conséquent, l’image G du groupe G par 
cette application est un groupe (voir Î de 1.6). Nous obtenons ainsi 
un espace G à groupe de transformations G. Cet espace est homogène 


relativement à G. En effet, pour deux points donnés {g,}, {g.}, 
posonsS £o = Li £2 alors 


{81} &o = (8180) = {g185"ge) = {82}, 


de sorte que G = G/H est un espace homogène à groupe de transfor- 
mations G. Si, en particulier, H = {e}, alors G = G, et nous obte- 
nons la représentation régulière à droite g +g du groupe G. Soit 
H, le noyau de l’homomorphisme g + g. En vertu de I de 1.6, H, 
est un sous-groupe distingué du groupe G. Par définition, A, est 


justement constitué par les éléments g9 € G pour lesquels g, est la 
transformation identique, i.e. pour lesquels Hgg, = Hg, quel que 
soit g € G, ce qui est équivalent à la relation 


£8087* € H quels que soient g€G. (1.8.2) 


En posant dans (1.8.2) g = e, nous concluons que g, € H; par con- 
séquent, 


H, € H. (1.8.3) 
Si g. E Ho et £: € H,, alors, en vertu de (1.8.2), nous avons gg” € 
€ H et eg,g CH pour tous gE€G; donc eeigs'g"t = (gag!) x 


X (gg:87!)7! € H, d'où l'on tire g,g:' € H,. Cela ur que À, 
est un sous-groupe du groupe À. Ainsi, le noyau de l’homomorphisme 


g — gest un sous-groupe du groupe H, et même un sous-groupe distin- 
gué du groupe G. Réciproquement, soit H, un sous-groupe du grou- 
pe H et en même temps un sous-groupe distingué du groupe G. 
Alors gH,g"! © H, & H quels que soient g € G et donc AH, € Hi. 
Par conséquent : 


*) L'app ication £o définie par la formule (1.8.1) est bijective et son image 
sera G, de sorte que g, est une transformation. En effet, si {8 ee — {82} Lo: 
i.e. {80} = — {£o8o}, AlOTS g1£0 = h82F0 pour un certain h € H où l’on tire 
E1 = hs ie. {g1} — {g2}. D'autre part, si {g,} est un élément Lo de 


G. alors pour g = gigston a {g}e, = (880) — (g185 go) — {gi}, de sorte 


Ed 


que g, applique G sur G. 
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I. Le noyau de l'homomorphisme g — g est le sous-groupe maximal 
du groupe H qui est en même temps un sous-groupe distingué du grou- 


pe G. 
D'où l’on conclut : 


II. L'homomorphisme g — g est un isomorphisme si et seulement 
si le groupe G ne contient aucun sous-groupe qui diffère de fe} et qui 
soit en même temps un sous-groupe distingué du groupe G. 

Montrons maintenant que la méthode de construction d’un espa- 
ce homogène décrite ci-dessus est dans un certain sens universelle. 
Soient X un espace homogène quelconque à groupe de transforma- 
tions G et x, un point donné de l’espace X. Désignons par H l’en- 
semble de toutes les transformations À du groupe G qui laissent in- 
variant le point x,, de sorte que 


Zoh = To. (1.8.4) 


Il est évident que H est un sous-groupe du groupe G; on l'appelle 
sous-groupe stationnaire du point z,. Puisque X est homogène, tout 
point x € X s'obtient de x, à l’aide d’une certaine transformation 
gEG:zx — zog. Si £g,1, g, sont deux transformations de ce genre, de 
sorte que z — zo81 et T = To£e, Alors Zo£s —= To8, et donc Zrog:8;" — 
— zx. Cela signifie que g,g,' € H, i.e. g, € Hg,, et par conséquent 
£, et g. appartiennent à une même classe d'équivalence à droite du 
groupe G par H. Inversement, si g, et g, appartiennent à une même 
classe d'équivalence à droite par À, alors g, = hg, pour un certain 
h € H; donc, en vertu de (1.8.4), zoga = zohg1 = Tofu i-e. 81 et Lo 
appliquent x, dans un mème point x. Nous avons donc établi la 
bijectivité de l’application f: x —£g entre les points x € À et les 
classes d'équivalence à droite de G par H, i.e. les points g de l’es- 


pace quotient G — G/H. La classe d'équivalence à droite g qui cor- 
respond au point x est constituée par les transformations g pour les- 
quelles 


ZE = ZX. (1.8.5) 


Trouvons les images des transformations g par l'application f. 
Soit {g} l'image de x € X par f, de sorte que x,g — x. Alors xzgs — 
— Zo££o, et par conséquent l’image du point zg, par f est la classe 
{geo} = {£} &0: ainsi, l'application f envoie g, dans la transformation 
£, de l'espace G = G/H. 

Soient H, un sous-groupe du groupe H et en même temps un 
sous-groupe distingué du groupe G, et g, € H,. Alors nous avons, en 
vertu de I, g, = e, i.e. {gg,} — {g} pour chaque g EG; en appli- 
quant les deux parties de cette relation à l’élément x, et en posant 
208 = Z, nous obtenons xg, — x, quels que soient x € X. Cette der- 
nière relation signifie que g, = e, puisque G est un groupe de trans- 
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formations. Ainsi H, = {e}, et la correspondance g —g est un 
isomorphisme en vertu de IT. Nous avons donc démontré l’assertion 
suivante : 


III. Soient X un espace homogène à groupe de transformations G, 
H le groupe stationnaire d'un point fixe x, € À et f l'application qui 
fait correspondre à chaque point x € X la classe d'équivalence à 


droite g = {g} € G/H de tous les éléments g de G pour lesquels xçg = x. 
À lors f est une bijection de X sur G/H, et elle applique chaque transfor- 


mation g, dans la transformation g, déterminée par la formule 


{8} &o = {880} (1.8.6) 


Î {zg} = f (x) &. (1.8.7) 
L'application g — g obtenue est un isomorphisme du groupe G sur le 
groupe G de toutes les transformations g. 

En général, on identifie les points x € À avec les classes corres- 
pondantes f (x) € G/H. Alors, en vertu de la proposition III, X 
coïncide avec G/H, les transformations g avec les transformations g 
et le groupe G avec le groupe G. Cette identification s’appelle réalisa- 
tion canonique de l’espace homogène X à groupe de transformations 


G, et le couple lui-même (G/H, G) modèle canonique de l'espace homo- 
gène. 


de sorte que 


Les raisonnements ci-dessus nous amènent à la définition sui- 
vante. 

Deux espaces homogènes à groupe de transformations (X, G), 
(X”, G’) sont dits équivalents s'il existe: a) un isomorphisme : 
gg’ du groupe G sur le groupe G’; b) une bijection f: x — x 
de l’espace X sur X”, tels que x — x’ implique xg — zr’g", i.e. tels que 


Î (ze) = f (x) + (g). (1.8.8) 


On vérifie facilement que la relation d'équivalence ainsi définie 
satisfait à tous les axiomes des relations d'équivalence. 

La proposition III signifie que chaque espace homogène (X, G) 
est équivalent à un certain modèle canonique. 


IV. Deux espaces homogènes (X, G), (X', G') sont équivalents si et 
seulement si on peut trouver: 

1) un isomorphisme œ@: g —g’ du groupe G sur le groupe G': 

2) des points x, € X, x, € X” tels que q® applique le sous-groupe 
stationnaire H du point zx, sur le sous-groupe stationnaire H° du 
point x,. 

Démonstration. Soient (X, G), (X', G’) deux espaces 
homogènes équivalents et supposons que f, satisfont aux conditions 
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a), b). Soit x, un point fixe de X ; posons x, = f (x). Alors x, € X’. 
Soient À et H” les groupes stationnaires des points x, et x;. Alors œ 
applique À sur H”. En effet, g € H implique x,g = x, d'où |’ on 
tire, en vertu de (1.8.8), f (xo) = f (x08) = f (to) P (8), i.e. x = 
= 2,9 (£). Cela signifie que æ (£) € H”. Réciproquement, (8) € H' 
implique zx, = x (g), i.e. f (to) = f (to) e (8) = f (xog). D'où l’on 
tire , = Z,£ en vertu de la bijectivité de l’application f, i.e. g € H. 
Nous avons donc démontré que ®@, zo, z, vérifient les conditions 
1), 2). 

Inversement, supposons qu'il existe des ®, xs, x, satisfaisant 
aux conditions 1), 2). Construisons l'application f de l’espace X 
sur X” en posant pour z = zo£ 


f (x) = f (tog) = x q (g)- (1.8.9) 
Cette définition ne dépend pas du choix de l’élément g EG pour 
lequel zx = x,g. En effet, si l’on a également z = x,g, alors g, = 
= hg,où hE H, et donc 


2 (1) = xp (Ag) — xp (h) p (g) = xp (8), 


puisque  (k) € À. Il est également facile de montrer que jf est une 
application bijective de X sur X”. Il découle de (1.8.9) que la condi- 
tion (1.8.8) est satisfaite; donc (X, G) et (X”, G’) sont équivalents. 


REMARQUE. Une réalisation canonique analogue à III existe éga- 
lement pour un espace homogène à groupe G de transformations à 
gauche. Dans ce cas G/H désigne l’espace des classes d'équivalence 
à gauche par FH, où H est le sous-groupe stationnaire défini d’une 
manière tout à fait analogue ; la transformation £g, est appliquée par 
cette réalisation dans la transformation 


8o : {8} — {808}. 
EXEMPLES ET EXERCICES 
1. Soient II* l’ensemble de tous les couples z = {z,, Za}: 25-251 € 
€ Il”, et F° l'ensemble de toutes les applications f: z 2 — {z,, z!}, 
où 


RES si 00 et Zz;,=Z — d/b, 
, = a{b Si Z;— 00, (1.8.10) 
Zi = 00 si Z;—= —d/b, i=1, 2; ad—bcÆ0. 
On vérifie facilement que F* est un groupe, de sorte que II° est un 
espace à groupe de transformations F*. Trouver toutes les orbites 
de II* relativement à F*. 
2. Soit Il’? l’ensemble de tous les couples z = {2,, 2°}, 21, Ze € Il? 


qui vérifient la condition 2, = Z:, tandis que F* est constitué par 
les restrictions des transformations f (voir (1.8.10) ; elles seront tou- 


jours désignées par f) à l’ensemble I1'?. Supposons en plus que I’? 
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est l’ensemble de tous les couples x = (2, &), z, & EII!, 6 = oo, et 
F® est l’ensemble de toutes les transformations f: x zx — 
= {z, L'}, où 


z' = (az + c)/(bz + d) si 2 ©, 2 — die, 
z' = aib si z — ©, 
z! = oo si 2 = —d/b, 


= (bz + d)* & + b (bz + d). 

Démontrer que: 

1) Il'® est homogène relativement à F° et I’? l’est relativement 
à F?; 

2) (I'®, F°) et (Ï1'*, F2) sont équivalents. 

Trouver l’isomorphisme œ et l’application f qui envoient (T1'*, F°) 
sur (Ïl’?, F?). 

Indication. Envisager l’application @: f —f où f et 
correspondent aux mêmes a, b, c, d, et les groupes stationnaires des 
points z € Il'’*, xo E Ïl'?, où z9 = (0, æ), x, = (0, 0). 


1.9. Produit direct de groupes. On appelle produit direct des 
groupes G1, - .., GA l’ensemble de tous les systèmes g = {g,, ... 
.…. En} Li E Gus + + -» En € Gn dans lequel la multiplication est 
donnée par la formule 
gg — (Bibi BoBsr + + +» EnBn) 
(1.9.1) 
pour g — {&1 .… En} g — {8 ...) En} 


Avec cette définition du produit on vérifie facilement que G est un 
groupe, l'élément neutre de G est e = {e,, ..., e,}, où e, ..., e, 
sont les éléments neutres de G,;, . .., G,. Le produit direct des grou- 
pes G1, ..., Gh est désigné par G;, X G: X ... X G,. L’applica- 
tion g, —> {£1, €», - - ., en} est un monomorphisme du groupe G, 
dans G—=G X ... X G,; par conséquent, on identifie souvent 
&1 AVEC {8,, €, - - ., En}. Alors G;, peut être envisagé comme un 
sous-groupe de G, et par des identifications analogues on peut envi- 
sager G:, . . ., GA Comme étant des sous-groupes de G. Pour cette 
identification, chaque’ élément g € G se met de manière unique sous 
la forme 


L' = Pis bn D 'EGess RE Gr (1.9.2) 


+ 


où 
Bien = Eng ÏIÆR, (1.9.3) 
i. e. chaque g, € G; est permutable avec chaque g4 € G, pour j 5 k. 


Inversement, s’il existe dans un certain groupe G des sous-groupes 
Gi, - - ., Gn qui vérifient les conditions (1.9.2), (1.9.3) alors on ap- 


32 FONDEMENTS ALGEBRIQUES (CH. I 


pelle G produit direct des sous-groupes Gi, ..., G, et l’on écrit 
G=G X...XG,. (1.9.4) 


Ainsi la notation (1.9.4) possède deux significations différentes qui 
coïncident si l’on fait les identifications indiquées. 


SilonoaG—=G X... xX Gh, où G1, ..., G, sont des sous- 
groupes de G, alors il est facile de voir que chacun des sous-groupes 
Gj, Gas - : +, Gn est un sous-groupe distingué de G. 

EXEMPLES 

1. Soit G = Gs =... — G, = C!' (voir l'exemple 1 de 1.1); 
alors G, X ... X G, est l’ensemble de tous les systèmes x — 
— {2,, Lo, - . ., 2h} de nombres complexes z,, . .., x,, le produit 


de deux systèmes {7,, 2, ..., x,} et {x,, ze, . .., x} étant par 
définition {x + Z,, Ze + 25, . .., Zn + zh}. Le groupe G;, X ... 
...XG, est alors appelé groupe complexe vectoriel de dimension n; 
on le désigne par C”". On définit d’une manière analogue le groupe 
vectoriel réel R”" de dimension n. Seulement dans le cas de R” les 
nombres x; et x; sont réels. Le groupe C” est isomorphe au groupe 
R°" (démontrer!). 
2. Soit G=G»3 =...—6G, = C, (voir l'exemple 2 de 1.1). 
Alors G;, X... x G, est l’ensemble de tous les systèmes x = {x,,27e,... 
+ Tn}» Ty EG, le produit de deux systèmes {x,, ..., zh}, 
{x, ..., æn} étant {z,x,, ..., xitn}. Dans ce cas le groupe 
G1 X .-.. X G, est désigné par C7. On définit Rz d’une manière 
analogue. 

3. Soit G = G: =... —G, — JF! (voir l'exemple 4 de 1.6), 
alors G, X G: X ... X G, est l'ensemble de tous les systèmes 
{x), Los - + +, Tn}s Ts + + + Zn € (0, 1), et le produit de deux systè- 
mes -ÜTis + ser dat mi cos mr est (le rl, 25, xl 
Dans ce cas G, X ... X G, s'appelle tore de dimension n; on le 
désigne par 7". 


$ 2. Notions fondamentales et premiers théorèmes 
de la théorie des représentations 


2.1. Définition d’une représentation. Soient G un groupe et À 
un espace linéaire complexe non nul. On appelle représentation du 
groupe G dans l'espace X toute application T qui fait correspondre 
à chaque élément g du groupe G un opérateur linéaire 7(g) de l’es- 
pace À *) de manière à satisfaire aux conditions 

1) T (e) = 1, où 1 est l'opérateur identique dans X ; 

2) T(gige) — T(g) T (g2) quels que soient g;,82 € G. 

L'espace X est appelé espace de représentation, et les opérateurs 
T (g), opérateurs de représentation. Les propriétés 1) et 2) impliquent 


*) C'est-à-dire que T7 (g) est une application linéaire de l’espace X dans X. 
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que T'(g!)T (g) = T (g”!g) = T (e) = 1 et d’ure manière analo- 
gue T (g) T (g-!) = 1. Par conséquent, chaque opérateur T(g) est 
une bijection de X sur X et 


T (8) = (T (2))”*. (2.1.1) 


Par conséquent, la propriété 2) signifie que la représentation dans 
l'espace X est un homomorphisme du groupe G dans le groupe GX (ï.e. 
dans le groupe de tous les opérateurs linéaires sur À qui appliquent 
bijectivement X sur X ; voir l’exemple 4 de 1.1), et cette propriété 
peut être considérée comme une nouvelle définition de la représen- 
tation (voir Î de 1.6). 

Soient T une représentation du groupe G dans l’espace linéaire X 
et H un sous-groupe du groupe G. En envisageant les opérateurs T (g) 
seulement pour g = hk € H, nous obtenons une représentation T|x 
du groupe H. On l’appelle restriction de la représentation T au sous- 
groupe H. Le sous-espace M € ZX est invariant relativement à la 
représentation T, s’il est invariant relativement à tous les opéra- 
teurs 7 (g) de cette représentation. Supposons que le sous-espace 
M X est invariant relativement à la représentation 7 du groupe 
G dans ZX. En considérant les restrictions des opérateurs T (£g) à M, 
nous obtenons une représentation du groupe G dans M. On l’appelle 
restriction de la représentation T à M et on la désigne par 7 |,,4. En 


outre, les opérateurs T (£) induisent des opérateurs T (g) dans l’espa- 
ce quotient À = X/M et l’on vérifie aisément que la correspondance 


g —T (g) satisfait aux conditions 1), 2) de la définition d’une repré- 
sentation. Par conséquent, cette correspondance définit une repré- 
sentation, désignée par 7, dans X/M. La représentation T estdite 
représentation induite par T dans l’espace quotient X/M. Une repré- 
sentation est dite de dimension finie si l'espace X de la représenta- 
tion est de dimension finie; elle est de dimension infinie dans le cas 
contraire. Si À est de dimension finie, alors sa dimension dim X 
s'appelle dimension (ou aussi degré) de la représentation T ; on la dé- 
signe par Ar. Si Z est de dimension finieet nr = n, alors, en choisis- 
sant dans À une base e,, e., . . ., e,, nous pouvons définir les opéra- 
teurs T (£g) par des matrices de degré n : 


ta (8) --. tin (8) 
(8) =| -......... : (2.1.2) 


| tni (8) +. tan (8)! 
Cela signifie que 


T (g) ex — 2 tyn (8) €. (2.1.3) 
J2—= 
Les conditions 1) et 2) s’écrivent alors sous la forme 
t(e) — 1, 1 (g182) = t (gi) t (g2), (2.1.4) 


3—0883 
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ou, de façon détaillée, 


1 pour j =, 
t = 21: 
sn (€) 0 pour j £#k, Eee) 
et 
tn (182) = 2 t3s (84) ten (82). (2.1.6) 


La matrice t (£) est appelée matrice de la représentation T, et les fonc- 
tions f;r (£), éléments matriciaux de la représentation T relativement 
à la base e,, ..., e,. Réciproquement, supposons qu’une fonction 
matricielle g —æt(g) d'ordre n fixe est donnée sur le groupe G et 
qu'elle satisfait aux conditions (2.1.4). Dans l’espace numérique 
CT faisons correspondre à chaque g € G un opérateur T (g) de matrice 
t (g) de sorte que 


T (£) : = À tn (8) Th (2.1.7) 


pour {x1, Ze, . . ., Zn} E C". Il découle de (2.1.4) que l’application 
g — T (g) est une représentation du groupe G. Par conséquent, une 
représentation de dimension finie peut être également considérée 
comme une fonction matricielle g —+ T (g) qui satisfait aux condi- 
tions (2.1.4); en particulier, une représentation unidimensionnelle 
peut être assimilée à une fonction numérique g — T (g) qui satisfait 
aux conditions (2.1.4). Si le groupe G lui-même est constitué par 
des matrices g d’un ordre fixe n, par exemple GL (n, C), SL (n, C) 
(exemples 5 et 6 de 1.1), alors une des représentations les plus sim- 
ples s’obtient en posant T (g) = g. Cette représentation s'appelle 
représentation identique. 

Une représentation dans l’espace X est dite irréductible, si X 
ne possède pas de sous-espace différent de (0) et de X tout entier, 
qui soit invariant relativement aux opérateurs de représentation; 
dans le cas contraire, la représentation est dite réductible. 

Il est évident qu'une représentation unidimensionnelle est 
toujours irréductible ; nous verrons plus loin qu’il existe des groupes 
qui possèdent des représentations multidimensionnelles, et même 
de dimension infinie, qui sont irréductibles. 

On obtient la représentation la plus simple en posant T (g) = 1 
pour chaque g EG; on l'appelle représentation unité. Dans le cas 
d’une représentation unité T dans X chaque sous-espace ME X 
est invariant relativement à T et par conséquent la représentation 
unité est irréductible seulement lorsqu'elle est de dimension f. 

I. Soit T une représentation dans un espace de dimension finie 
X ; il existe dans X un sous-espace M, M = (0), tel que la restriction 
de la représentation T à M est irréductible. 
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Démonstration. Si 7 est elle-même irréductible, alors 
l’assertion est triviale et M — X. Supposons que 7 est réductible. 
J1 existe alors dans X un sous-espace M, = (0), M, = M, invariant 
relativement à 7. Considérons la restriction de T à M,. Si cette 
restriction est irréductible, alors l’assertion est démontrée et on 
peut poser M = M,. Par contre, si cette restriction est réductible, 
il doit exister alors un sous-espace M, € M,, M, Æ (0), M; & M,, 
invariant relativement à T. Puisque dim X > dim M, > dim M, > 
>..., on obtiendra après un nombre fini d'étapes (n’excédant 
pas dim ZX) un sous-espace invariant M,, sur lequel la restriction 
de la représentation T est irréductible. 


EXEMPLES ET EXERCICES 

1. Soit G = R! (voir l’exemple 1 de 1.1). Pour chaque nombre 
complexe fixe k la fonction &« —e* sur R! satisfait aux conditions 
(2.1.4) et définit donc une représentation unidimensionelle du grou- 

e R!. 

É D'une manière analogue, Ia fonction z = x—+iy —+ eikixeikav 
sur C! (voir l’exemple 1 de 1.1) définit une représentation unidimen- 
sionnelle du groupe C!, quels que soient les nombres complexes fixes 
k, et ko. 

2. Démontrer que les fonctions (voir l'exemple 2 de 1.1): 

a) a + e“Unlal (sign a) sur R!', quels que soient le nombre 
complexe fixe Æ et le nombre & = 0 ou 1; 

b) zæeklnl:l (arg z)" sur C!, quels que soient le nombre com- 
plexe fixe À et le nombre entier n, définissent une représentation 
unidimensionnelle des groupes Ri et Ci respectivement. 

3. La fonction q —ei® sur le groupe l'! des rotations du cercle 
(voir l’exemple 1 de 1.6) pour chaque n entier fixe définit une repré- 
sentation unidimensionnelle du groupe T1. 

4. Démontrer que les représentations identiques des groupes 
GL (n, C), SL (n, C), GL(n, R), SL (n, R) sont irréductibles. 


0 
5. Démontrer que: a) la fonction matricielle a—(.) 


sur R définit une représentation 7 réductible de dimension 2 du 
groupe R!; b) il existe un sous-espace unidimensionnel M et un seul 
invariant relativement à 7. Trouver ce sous-espace M et démontrer 
que : c) la restriction de T à M est la représentation unité; d) la re- 
présentation 7 dans l’espace quotient par M, induite par la repré- 
sentation 7, est une représentation unité. 


2.2. Equivalence. Deux représentations T, S du groupe G dans 
les espaces X et Ÿ sont dites équivalentes (ce qu’on note T — S) 
s'il existe un opérateur linéaire À de XÀ dans Ÿ qui applique bijecti- 
vement À sur Ÿ et satisfait à la condition 

AT (g) = S (g) A quels que soient g€G. (2.2.1) 


3* 
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En particulier, on peut avoir Y = X, de sorte que l’on peut parler 
de représentations équivalentes d’un même espace. La condition 
(2.2.1) signifie que AT (g) zx = S (g) Az quels que soient x € X, 
g EG, i.e. si À applique x dans y (i.e. Az = y), alors À applique 
également T (g)z dans S (g)y (i.e. AT (g)xz = S (g) y). Il est 
évident que la condition (2.2.1) peut être écrite sous la forme 


T (g) = AS (g) À quels que soient g € G. (2.2.2) 


On vérifie facilement que la notion d'équivalence des représenta- 
tions introduite ci-dessus satisfait à tous les axiomes des relations 
d'équivalence. La non-équivalance de deux représentations T et S 
est notée T LS. 


I. Si X est de dimension finie et nr = n, alors l'équivalence de S 
et T implique que l'on a aussi ns = n et que les éléments matriciaux 
des représentations S et T coïncident si les bases dans X et Y sont choisies 
de manière appropriée. 

En effet, si e,, . .., e, est une base quelconque dans X, alors, 
en posant f; = Ae;, j = 1, ..., n, nous obtiendrons une base de Y. 
En appliquant aux deux membres de l'égalité (2.1.3) l'opérateur À, 
et en utilisant la condition (2.2.1) on obtient 


S (g) fr = (g) Aez = AT (g) ex — 2 Lyr (8) 4e; 2 tjn (S) fj- 


Réciproquement, si Ar =ns=n et €, ..., @n, fis + + +» fn 
sont des bases dans X et Ÿ telles que les éléments matriciaux de T 
et S coïncident relativement à ces bases, alors, en posant 
A (ce +... + ce) = fi +: +: + Cnfn (OÙ C1, - . -, ©, Sont des 
nombres complexes quelconques), nous obtiendrons un opérateur À 
qui applique bijectivement X sur Y et satisfait à la condition (2.2.1). 

En particulier, des représentations unidimensionnelles équivalentes 
se définissent par une même fonction numérique t (g). 


II. SiS = TetT est irréductible, alors S l'est aussi. 

Cette assertion découle directement des définitions de l’irréduc- 
tibilité et de l’équivalence, et sera laissée au lecteur en guise d’exer- 
cice. 


LEMME 14 (lemme de Schur). Soient T et S des représentations 
irréductibles du groupe G dans les espaces X et Y respectivement et 
supposons que À est un opérateur de X dans Ÿ qui satisfait à la condition 


AT (g) = S (g) À quels que soient g€G. (2.2.3) 


Alors ou bien À applique bijectivement X sur Y et donc T =S, ou 
bien À = ©C. 
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Démonstration. Posons L = AX; alors L est un sous- 
espace de Ÿ. Il est invariant relativement à tous les S (g), puisqu'’en 
vertu de (2.2.3) on a S (g) Az = AT (g)z € AX = L quels que 
soient g EG, x E X. Mais alors l’irréductibilité de S implique ou 
bien que L — (0) ou bien que L = Y. Dans le premier cas À = (0. 
Considérons le cas où L — Y. Alors À applique X sur YŸ. Démon- 
trons que À est bijectif. Posons M = {r: Az = 0}; il suffit de dé- 
montrer que M = (0). Remarquons pour cela que M est invariant 
relativement à T. En effet, x € M implique Az = 0. Mais alors 
d’après (2.2.3), on a AT (g) x = S (g) Az = S (g) 0 = 0, de sorte 
que T'(g)z € M également. En vertu de l’irréductibilite de la 
représentation T, on conclut que soit M = (0), soit M = X. Mais 
le deuxième cas est impossible, puisqu'il signifie que Ÿ = L — 
— AX = (0). Ceci achève la démonstration du lemme. 


LEMME 2. Soit T une représentation irréductible de dimension 
finie du groupe G dans l’espace X. Alors chaque opérateur linéaire B 
dans l’espace X qui est permutable à tous les opérateurs T (g), g € G, 
est de la forme B = À, où À est un nombre. 

Démonstration. Par hypothèse, 


BT (g) = T (g) B quels que soient g€G. (2.2.4) 


Puisque B est un opérateur linéaire dans un espace de dimension 

finie, il possède au moins une valeur propre À. Posons À = B — 1; 

alors À n’est pas une bijection sur X. D’autre part, il découle de 

(2.2.4) que l’on a AT (g) = T (g) À pour tous les g € G, i.e. À satis- 

fait à la condition (2.2.3) pour S (g) = T (g), Ÿ = X. Puisque À 

n’est pas bijectif, en vertu du lemme 1 on a À = O, i.e. B — A1 — 0, 
1. 


Donnons une autre démonstration du lemme 2, sans nous servir 
du lemme 1. Soit de nouveau À une valeur propre de l’opérateur B. 
Posons L = {x:x € X : Br = hr}; ici L#0, puisque À est une 
valeur propre de l’opérateur B. En outre L est invariant relative- 
ment à 7. En effet, six € L, alors Br = Àx. D'où l'ontire BT (g) x = 
= T (g) Bz = T (g) Àx = ÀT (g) x de sorte que l’on a également 
T (gx € L. En vertu de l’irréductibilité de la représentation T7, 
on peut conclure que ZL = X, i.e. Bx = Àx sur tout l’espace X, 
B = À. 


COROLLAIRE. Toute représentation irréductible de dimension finie 
d'un groupe commutatif est unidimensionnelle. 

Démonstration. Soit T une représentation irréductible 
d'un groupe commutatif G dans un espace de dimension finie X. 
Alors, quels que soient g,, g € G, on a T (go) T (g) = T (g08) = 
= T (ggo) = T (g)T (go), i.e. chaque opérateur T (£g,) est permu- 
table avec tons les T (g), de sorte que T (go) = À (80) 1 d’après 
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le lemme 2. Si dim X > 1, chaque sous-espace de X sera invariant 
relativement à tous les opérateurs T (g) = À (g) 1, ce qui est con- 
traire à l’irréductibilité de la représentation T'; par conséquent, 
dim À = 1. 

Ainsi, une représentation irréductible de dimension finie d’un 
groupe commutatif est unidimensionnelle, et donc elle se définit 
par une fonction numérique t (g) qui satisfait aux conditions 


t(e) — 1, t'(g1g2) = t (gi) t (ge)- (2.2.5) 


Toute fonction numérique donnée sur un groupe commutatif G et 
vérifiant les conditions (2.2.5) s'appelle caractère sur le groupe G. 


EXEMPLES ET EXERCICES 
1. Démontrer que chaque représentation de dimension finie 
d'un groupe commutatif contient un sous-espace invariant de dimen- 
sion fi. 
2. Soit G = S; et supposons que la représentation g —+ T (g) 
1 


23 
du groupe G dans C* est définie par la règle suivante: si g — ( j 1) 
((ë, j, Æ) est une permutation des nombres 1, 2, 3), alors T (g) e, = 
= €;, T (g)es = e;, T (g) es = ex. Trouver des sous-représentations 
irréductibles de la représentation T7. 

3. Démontrer que chaque représentation irréductible d'un 
groupe cyclique G d'ordre r à l’élément générateur a est de la forme 
Tim (a*) = er%mhin, où m—0,1,..., n — 1 (Th (a“) est l’opé- 
rateur de multiplication par le nombre e**"ki/n dans l'espace vecto- 
riel complexe C de dimension 1). 


2.3. Représentations adjointes. Soient X, Y deux espaces linéaires. 
On appelle forme bilinéaire sur le couple X, Ÿ la fonction numé- 
rique sur À X Y :{x, y} —æ (x, y) qui satisfait aux conditions 
suivantes *) | 


1) (ax, y) = a (x, y), 
2) (x, ay) = a (x, y), 
3) (21 + Los Y) = (rs Y) + (tes Y), 
4) (z, y + ÿe) = (&, 4) + (&, Ye), 
quels que soient x, x,, z: € X, y, Y1, Ya E Ÿ et le nombre «. En 


particulier, Ÿ peut coïncider avec X, et l’on peut alors envisager 
une forme bilinéaire sur X. Si (x, y) est une forme bilinéaire surux 


*) Nous nous écartons ici de la terminologie usuelle, selon laquelle on 
appelle forme bilinéaire une fonction (x, y) qui satisfait aux conditions 1), 
3), 4) et. à la place de la condition 2), à la condition 2’): (x, ay) = & (x, y). 
Ainsi, N. Bourbaki [1] appelle une fonction (r, y) qui satisfait à nos 
conditions 1) à 4), forme sesquilinéaire. 
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couple d’espaces linéaires X, Ÿ, on dit alors que le vecteur x € X 
est orthogonal à y € Y relativement à (x, y) si (x, y) = 0, et on le 
note x | y. Deux ensembles £ € X et ÆE, € Y sont dits orthogo- 
nauzx relativement à (x, y) et l’on écrit £ 1 Æ;, si chaque vecteur 
de E est orthogonal à chaque vecteur de Æ,. En outre, si £ un sous- 
ensemble de X, alors l’ensemble de tous les y € Ÿ orthogonaux à E, 
est dit supplémentaire orthogonal de E dans Y relativement à (x, y); 


on le désigne par E£ ou en abrégé E*, s’il est clair de quelle forme 
il s’agit. On définit d'une manière analogue le supplémentaire ortho- 
gonal Et à E, € Y dans X relativement à (x, y). Il découle des pro- 
priétés 1) à 4) que E* et E sont des sous-espaces respectivement 
dans Ÿ et X. 

Le couple X, Y muni d'une forme bilinéaire (x, y) est diten 
dualité relativement à la forme (x, y), si en plus des conditions 1) 
à 4)ona 

5) si (zo, y) = 0, alors x, = 0 pour tout yEY ; 

6) si (x, yo) = 0, alors y, = 0 pour tout x € X. 

La condition 5) signifie que Yi: — (0), et la condition 6) 
que X£ y — (0). Si (x, y) est une forme bilinéaire sur le couple 
X, Ÿ , alors la fonction (y, x), = (x, y) est une forme bilinéaire sur 
le couple Y, X 

On peut donc conclure : 


I. Si le couple X, Y est en dualité relativement à la forme (x, y}, 
alors le couple Y, X est en dualité relativement à la forme (y, x), = 
= (x, y). 

Considérons en guise d'exemple le cas des espaces X et Y de di- 
mension finie. Supposons que dim À — m, dim} —=nñn et soient 


lys - + + Em €t f1s -: - > fm des bases de À et Y respectivement. 
Alors pou rEX,yEY ona 
z= 2h y= 2 UITLS (2.3.1) 


où E;, n: sont des nombres; de là et des propriétés 1) à 4) on déduit 
que 


m ñn 


(= 2 2 ann. (2.3.2) 


=1 k=1 


où ajn = (e;, f}). Réciproquement, pour un choix arbitraire des 
nombres a;,, les formules (2.3.1), (2.3.2) définissent une forme bili- 
néaire sur le couple X, Y. Les nombres 


ajn = (es, fn) (2.3.3) 
s'appellent coefficients de la forme (x, y) relativement aux bases 
PR Oh So ee 
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Voyons maintenant à quelles conditions le couple X, Ÿ est en 
dualité relativement à la forme (2.3.2). 


Posons y9= D nÿfx. La condition 6) signifie que l'égalité 
k=1 
m n se 
2 (5 axn)E;—0 quels que soient E, (2.3.4) 
=1 K=1 
implique ni — 0, *Æ —1,...,n. Mais (2.3.4) est équivalente 
à un système d'équations homogènes 


Zanh=0, j=1,..., m. (2.3.5) 


Par conséquent, la condition 6) signifie que le système (2.3.5) pos- 
sède seulement la solution triviale. Pour cela il faut et il suffit que 
le rang de la matrice 


ii din 
a=|"%21 ::: Gen (2.3.6) 
Ami mn 


soit non inférieur à n, en particulier on doit avoir m>n. En chan- 
geant les rôles de x et y dans ce raisonnement et en appliquant la con- 
dition 5), nous concluons que l’on doit avoir également n >m. 
Ainsi r — m et det a & 0. Mais dans ce cas on peut simplifier l’ex- 
pression (2.3.2). En effet, choisissons dans Ÿ une nouvelle base 


n 
fi, fa - + +, fn Suivant les formules f, — D bynfss où 
= 1 
… bis , bin 
EE | 
bn: . ban 
est la matrice inverse de a; elle existe puisque det a = 0. Alors les 
coefficients de la forme (zx, y) relativement aux bases e,, . . .,e,; 
fi, + - -, În Seront 
n n 
ane, f)=(e, À bwufs)= 2 (ej, fs) br = 
S 5 1 si j—= %, 
Te Te lost ser 
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et donc (x, n=> E,n;, où les n; sont les coordonnées du vec- 
=1 


teur y dans Ja base f:, ..., fr. Nous avons démontré l’assertion 
suivante : 


IT. Pour que deux espaces X, Y de dimension finie soient en dualité: 
il faut et il suffit que dim X = dim Ÿ. Dans ce cas la forme (2.3.2) 
ne détermine la dualité du couple X, Y pour n = m = dim À = 
— dim Ÿ que si son déterminant est nul. 


Pour un choix approprié des bases e,, ..., en; fi; + + , fn, L’ex- 
pression (2.3.2) pour la forme (x, y) s'écrit 
n 
(x, y) à Exnk (2.3.7) 
où Ex, . . ., En €t Nu, - +. Nn sont les coordonnées des vecteurs x et 


y relativement à ces bases. 

Revenons au cas général. Soient X, Ÿ des espaces linéaires en 
dualité relativement à la forme (x, y), et soient T, S des représen- 
tations du groupe G respectivement dans X et Y. La représentation S 
est dite adjointe à la représentation T relativement à (x, y), si l'on a 


(T (g) zx, S (g) y) = (x, y) quels que soient gE€G, EX, yEY. 
(2.3.8) 
IIT. La condition (2.3.8) est équivalente à la condition 


(T (g*) x, y) — (x, S (g) y) quels que soient g EG, xEX, yEY. 
(2.3.9 


Pour la démonstration, il suffit de remplacer dans (2.3.8) x par 
T (g”?) x et de remarquer que T7 (£g) est une bijection de X sur X. 


IV. Si X et Y sont en dualité relativement à la forme (x, y), T est 
une représentation dans X et il existe dans Y une représentation adjoin- 
te à T relativement à (x, y), alors cette représentation est unique. 

Démonstration. Soient S et S” des représentations dans. 
Ÿ adjointes à T relativement à (x, y). Alors en vertu de (2.3.9) 
on a (T (g”")z, y) = (x, S (g) y) et (T (g*) x, y) = (x, S° (e) y) 
et donc O0 = (x, (S (g) — S” (g)) y) quels que soient gE€G, rEX, 
y € Y. De là et de la condition 6) de 2.3 on tire (S (g) — S” (g)) y = 
= quels que soient yEY,g€G; par conséquent, S (g) = S' (g} 
et S — S’. 

Nous déduisons ensuite de Ï que: 


V. Si S est adjoint à T relativement à (x, y), alors T est adjoint 


à S relativement à (y, x), = (x, y). 
Considérons plus en détail le cas des espaces X, Y de dimen- 
sion finie. Supposons que la représentation S dans l’espace Ÿ est. 
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adjointe à la représentation 7 dans l'espace X relativement à la 
forme (x, y). Choisissons dans X et Y des bases Ejr +: -» En Et fi, - 
> În (où nr = dim À — dim Ÿ) de manière à satisfaire aux rela- 
tions (2.3.7) (voir IT) et donc 
4 si j—=k, 


GE js) = | 0 si jæk. 


Soient t;r (£g), Sjr (g) les éléments matriciaux des représentations 
T et S relativement aux bases e,, . .., e, et f1, . . ., fn respective- 
ment, de sorte que 


(2.3.10) 


T (g)e; = à ty(g) es S(g) h= 2 Sun (g) fu  (2-3.11) 


{voir (2.1.3)). En vertu des propriétés 1) à 4) de la forme (x, y), la 
condition (2.3.9) est équivalente au système de relations 


(T (g”?) €js fn) 7 (es, S (8) fn), J; k — À, ss À, (2.3.12) 
qui se réduisent, en vertu de (2.3.10) et (2.3.11), aux relations 


tr(8 1) = Sp (g), j, k=1, 2,...,r, n=dimÀX=-dim}. (2.3.1) 
Ainsi : 


VI. Deux représentations T et S de dimension finie dans les espaces 
X et Ÿ sont adjointes relativement à une certaine forme (x, y), si et 
seulement si leurs éléments sont liés par les relations (2.3.13), les bases 
dans X et Ÿ étant choisies de manière SPPrAPRIÉE 

I1 découle de VI: 


VII. Si X et Ÿ sont des espaces de dimension finie, en dualité rela- 
tivement à la forme (x, y) et si une représentation T du groupe G dans 
Y est donnée, alors il existe dans Y une représentation unique S du groupe 
G adjointe à la représentation T. 

Démonstration. L’unicité de S a été démontrée dans 
IV; démontrons son ne Posons nr — dim À = dim Ÿ et 
choisissons des bases e,, ... et f1, .- . -, f dans X et Ÿ de manié- 
re à satisfaire à (2.3.7). Soient” t;1 (g) les éléments matriciaux de la 
représentation 7 par rapport à la base e,, ..., e, ett (8) la matrice 
correspondante. Définissons l’opérateur S (8) dans Ÿ à l’aide des 
éléments matriciaux s;, (g) relativement à la base f,, . .., f\,, en 
posant 


Sjh (g) a Lay (g7*), Î k=— 1, sn; (2.3.14) 


soit s (g) la matrice de l'opérateur S (g). Les relations (2.3.14) signi- 
fient que s (g) — t (g”!)*, où » désigne la matrice conjuguée her- 
mitienne. 
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Démontrons que l’application g —+ S (g) définit une représenta- 
tion du groupe G dans Y. En effet, 


s(e) = t(e)* = 1" =1, s(gige) = t ((gg2)71)* = 
= À (gg) = ( (857) t (81) = s (gi) s (g2). 
D'où l’on tire 


S (D —1, S '(g:82) — S (g1) S (g2). 


Enfin, les relations (2.3.14) sont équivalentes aux relations (2.3.13); 
par conséquent $ est adjoint à 7 relativement à (x, y). 
VIII. Soient deux représentations T et S de dimension finie adjoin- 
tes; T est irréductible si et seulement si S est irréductible. 
Démonstration. Soient X et Ÿ les espaces des représen- 
tations T et S, de sorte que X et Y sont en dualité relativement à 
une certaine forme (x, y) et dim À — dim Ÿ. Soit M un sous-espace 


de Ÿ, invariant relativement à S. Posons L = M. Il est évident 
que Z est un sous-espace de ZX ; en outre, L est invariant relative- 
ment à ZT. En effet, si x € L, on a (x, y) = 0 quel que soit y E M 
et donc également (x, S (g”!) y) = 0 pour tous les y € M, puisque 
par hypothèse M est invariant relativement à S. Mais alors, en 
vertu de (2.3.9), nous avons pour tous les y € M 


(T (8) x, y) = (x, S (g”!) y) = 0 


et donc également T (g) x € L. 

Supposons maintenant que 7 est irréductible; alors ou bien 
L = (0), ou bien L = X. Dans le premier cas, on a pour X et M la 
condition 5) de la définition de la dualité (voir p. 39) et il est évi- 
dent que l’on a également la condition 6), de sorte que X et M sont 
en dualité relativement à (x, y); d’après IÏ ceci est impossible 
lorsque dim M << dim Ÿ = dim X, i.e. lorsque M = Y. Dans le 
deuxième cas, si y € M, alors (x, y) — 0 quel que soit x € X, d’où 
l’on tire à l’aide de la condition 6) que y — 0; par conséquent, 
M = (0). Ainsi, si 7 est irréductible, il n'existe pas dans Y de sous- 
espaces invariants relativement à S autres que M = (0) ou M = Y. 
Par conséquent, $S est irréductible. En changeant les rôles de T7 et S 
dans le raisonnement précédent, on déduit que l’irréductibilité de S 
implique celle de T. 


REMARQUE. D'une manière analogue à ce qui précède, on peut 
introduire la dualité relativement à une forme (x, y) qui satisfait 
aux conditions 1), 3), 4) et en outre, à la condition 2”) à la place de 
la condition 2), i.e. (x, ay) = «& (x, y) (voir la note au bas de la page 
40). Une représentation $ dans l’espace X est dite contragrediente 
a la représentation 7 dans l’espace Ÿ relativement à une forme 
(x. y) définie comme ci-dessus, si l’on a (T (g) x, S (g) y) = (x, y) 
quels que soient g€G,xE X,yEY. Toutes les propositions de 2.3 
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restent vraies pour les représentations contragredientes, mais les 
formules (2.3.2), (2.3.7), (2.3.9), (2.3.13) doivent être rempla- 
cées respectivement par les formules 


(x, nez 2 ajnËj"n (2.3.2°) 
(x, y) = À Ex (2.3.7') 
(T'(g)r, y)=(zx, S (g7*) y), (2.3.9) 
taj (8) = Syn (87?) (2.3.13°) 


et toutes les démonstrations de 2.3 peuvent être répétées presque 
mot pour mot pour cette nouvelle forme (zx, y). 


EXEMPLES 

1. Soient 7 une représentation de dimension finie du groupe G 
dans l’espace vectoriel X, S une représentation du groupe G dans 
l’espace Y, adjointe à la représentation 7. Montrer que l’espace 
vectoriel LE X est invariant relativement à T si et seulement si 
le sous-espace M = Li & Y est invariant relativement à la repré- 
sentation S. (Indication: voir la démonstration de VIII.) 

2. Démontrer que chaque représentation de dimension #7 d’un 
groupe commutatif contient un sous-espace invariant de dimen- 
sion n — 1 

3. Trouver la représentation, adjointe à la représentation uni- 
dimensionnelle T du groupe G. 

4. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes d’équiva- 
lence des représentations T7 et T*, où Test une représentation uni- 
dimensionnelle du groupe G, tandis que T* est la représentation 
adjointe à 7. 

5. Soient G un groupe de matrices, et 7 sa représentation identi- 
que. Dire si la relation T = T* est vraie (T* étant la représentation 
adjointe à 7) lorsque G est le groupe: 


a) GL(n, R);,b) SL (n, R;c)U(n); d\)O(n);e) SU (n); f) SO (n). 
2.4. Somme directe de représentations. Soient X1, X2, ..., Xn 


des espaces linéaires et À = X, +... + X, leur somme directe, 
de sorte que chaque vecteur x de X se met uniquement sous la forme 
Z=T+...+zm, où rx E X8 (voir, par exemple , A. Kurosh 
[1}). Supposons donnée dans chaque X, une représentation T* d’un 
même groupe G. Définissons l’opérateur linéaire 7 (g) dans ZX en 
posant 


T (gd ni +...+<zn) = T'(ga +...+ TT (g)zm. (2.4.1) 
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Il est évident que 
T(e) = 1, T'(g1ga) = T (g1) T (82), 


de sorte que l’application g — T (g) est une représentation du grou- 
pe G dans l’espace X. La représentation 7 dans l’espace X = X, +... 
... + XÂm définie par la formule (2.4.1) s’appelle somme directe 
des représentations T!, ..., T"; on la désigne par T'+...+ T", 
Il est évident que chaque X}, est un sous-espace de X, invariant rela- 
tivement à 7, et la restriction de T à X, est T”. 

Considérons plus en détail le cas où les espaces X,, k = 1, ..., m, 


sont de dimension finie. Soit eh, . .., en, une base de X, et soient 


(8), j, L—=1,...,n, les éléments matriciaux de la représen- 
tation T* relativement à cette base; soit #* (g) la matrice corres- 
pondante. Alors la réunion de toutes ces bases est une base dans 


X = Xi+...+X, et en vertu de (2.4.1) et (2.1.3) 


Tee =T (8 = À tv (ges. 


Par conséquent, si l’on dispose les bases et, ..., Co par ordre de 


croissance de l’indice X, la matrice de l'opérateur T (g) relativement 
à la base obtenue de l’espace X sera 


lin (g) +. lins(g) O0  ... 0 sas. 0 ses A0 


tra (E) se. Éruns (8) O  ... 0 EC 
O0 ... oO t11 (8) --- fine (g) -.. 0 RE | 
L 0 0 tot (g) Fe se (g) 0 0 | 


0 ... O0 0 ... 0 ... 611 (8) -.. linm (©) 


D 335 0 0 ... 0 ss nt (E) 263 Loone (8) 


(2.4.2) 
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ou, dans une notation plus concise, 


t1(g) 
t? (g) 


t (8) = | (2.4.3) 


t" (8) 
où les éléments non indiqués sont tous nuls. Ainsi, 


I. Soit T la somme directe des représentations T!, ..., T" dans 
les espaces X1, ..., À de dimension finie. Si Ces eh est une 


base de X*, alors, en disposant ces bases par ordre croissant de l'indi- 


ce k, on obtiendra une base de À = X, se ons de Xm pour laquelle 
la matrice de l'opérateur T (g) aura la forme quasidiagonale (2.4.3), 


et les matrices t* (g) des représentations X* relativement aux bases 


Eh, en, se disposeront le long de la diagonale. 


Revenons au cas général. Une représentation T dans l’espace 
X est dite complètement réductible, si T est la somme directe d’un 
nombre fini de représentations irréductibles. On dit également que T 
se décompose en une somme directe de représentations irréductibles. Nous 
n’excluons pas ici le cas où la somme directe est constituée par 
un terme unique, en ce sens les représentations irréductibles sont 
également considérées comme complètement réductibles. La repré- 
sentation 7 est appelée multiple de la représentation irréductible T\, 
ce que l’on écrit T = nT!, si elle est la somme de nr représentations 
qui sont toutes équivalentes à une même représentation irréductible 
1*. En général, si une représentation complètement réductible T 
est la somme directe de représentations irréductibles, parmi lesquel- 
les 7, sont équivalentes à T1, n, équivalentes à T°, ..., nr} équi- 
valentes à TP et il n’y a aucune autre représentation irréductible, 
on écrit alors 


Tan Tin TA ns Ln,TP 


et l’on dit que T° participe à (ou est contenu dans) T avec multipli- 
cité n, (j = 1, -.., p). 

On comprend sans peine qu’il existe des représentations réduc- 
tibles (et même de dimension finie) qui ne soient pas complètement 
réductibles. Il] suffit de considérer la représentation de dimension 
2 «a —T (œ) du groupe R! (voir l’exemple 1 de 2.1) dans l'espace 
X = C°, qui a pour matrice 


=] (| acR! (2.4.4) 
al : à. 
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Les conditions 1), 2) de la définition d’une représentation sont ici 
satisfaites puisque 


1 0 
0 


Æ de 1 
& 1 Go 1] [aa 1 


Puisque cette représentation est de dimension 2, chacun de ses 
sous-espaces invariants non triviaux, différents de (0) et de l’espace 
tout entier, est unidimensionnel. Soit M un tel sous-espace unidi- 


t (@4) £ (es) = | = + (ai +). 


ë : 
mensionnel et x — È un vecteur de M. Puisque M est invariant, 


S2/ 
on a {(æ)zx — À (a) x, où À (œ) est une fonction numérique, i.e. 
en vertu de (2.4.4), on a 


Es |- EL | 
a +el—*@le Fe 
Mais (2.4.5) signifie que 
En — A (a) Én Gr + Es = À (a) Ec. (2.4.6) 


I] découle de la première relation (2.4.6) que l’on a soit E, — O, 
soit À (&œ) = 1. Mais le deuxième cas nous ramène à nouveau au 
premier, puisque la deuxième relation (2.4.6) implique alors 
GE, + Es = E, et donc &Ë, — 0 quel que soit &, de sorte que &, = 0. 
Ainsi, l'unique sous-espace non trivial invariant de la représen- 


tation donnée est M — { : sec}, donc cette représentation 


Ë 


ne peut être une somme directe de représentations irréductibles. 

Pour effectuer une décomposition d’une représentation complè- 
tement réductible il est souvent utile de se servir de la proposition 
suivante : 


IT. Soit T une représentation du groupe G dans l’espace X, et soit 
Mi, Mo, Mas, . . - une suite de sous-espaces de X qui satisfait aux 
conditions suivantes: 

1) chaque M, est invariant relativement à T: 


2) les restrictions T° de la représentation T à M, sont irréductibles. 


Alors on peut choisir dans la suite M;, M2, M3, . .. des sous- 
espaces My, Mx,, . . . lels que: 
a) Mn, Mhn,, . . . sont linéairement indépendants; 


b) 2 Mi, = 2 Mn. 


En particulier. si D M,=X, alors on a également DM à, = À. 
R j 
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Démonstration. Construisons M4, par récurrence. Po- 


sons k, — 1, de sorte que M;, = M,. Supposonsïque nous avons 
déjà construit des espaces linéairement indépendants W,,, ... 
... Mn qui satisfont à la condition 


Mit eee Min =Mi+Mot se. + Man (2.4.7) 


‘et considérons le sous-espace M = (M, +...+ M:,)f) M, pour 
k >> kh. Il est invariant relativement à 7 et contenu dans M;. 
D’après la condition 2) on a soit M = (0), soit M — M,. Si le 
premier cas a lieu pour un certain k => k,, nous pouvons poser 
kh +1 égal au plus petit de ces 4. Si par contre pour tous les k > k,, 
On a 


Mh CMn+ Min pour k=>4,, 
‘et alors en vertu de (2.4.7) on obtient Mas + ce Min =D M. 
À 


EXEMPLES ET EXERCICES 

1. Démontrer que la représentation 7 (voir l'exercice 2 à la 
page 38) peut être décomposée en une somme directe de deux repré- 
sentations irréductibles. 

2. Démontrer que pour qu'une représentation 7 puisse être. 
décomposée en une somme directe des représentations 7 et T', 
il faut et il suffit que la représentation adjointe T* soit décomposable 
en une somme directe des représentations T'h#* et T(%, 

3. Démontrer qu’une représentation de dimension finie d’un. 
groupe commutatif fini se décompose en une somme directe de 
représentations unidimensionnelles. 


2.5. Somme semi-directe (enlacement) de représentations. On. 
appelle une représentation 7 du groupe G dans l’espace X somme semi- 
directe (ou enlacement) des représentations T* dans les espaces X;, 
k —1,...,m,et l'on écrit T=T' TT... TT". 
s’il existe dans XÀ un système de sous-espaces M, € M,c... 
...-<©e Mn = X invariants relativement à 7, tel que la restriction 
de T à M, est équivalente à T}, la représentation T°, engendrée par: 
la représentation T sur M./M, (voir 2.2) est équivalente à T?, la 


représentation T° induite par la représentation T sur M;/M, est. 


équivalente à T°, ..., la représentation 7” induite par la repré- 
sentation T7 sur X/M,,, est équivalente à T. 

Il est évident que lorsque T est la somme directe des représen- 
tations T1, ..., TM (ie. T = T'+...+ T"), alors T est éga- 
lement une somme semi-directe de ces représentations (i.e. T = 
= TT >... T"); en guise de sous-espaces M,, M, ... 


... Mn 0n peut prendre M, = X;, M: = À: “. Ass: 4 M; — 
= À, +... + Xh = X. La réciproque est généralement fausse. 
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Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la représentation T 
de l'exemple donné à la fin de 2.4. En vertu de (2.4.4) cette repré- 
sentation est définie par la formule 


Ë1 
T (a) 4 + (2.5.1) 
Dans l’espace X de cette MID il existe un seul sous-espace 
non trivial invariant A — ( e, |l° Es € C! L: pour È = € M 
on a 
T'(a)E = E, 


ie. T (œ) = 1 sur M. Chaque vecteur Ë de l’espace quotient C°/M 


ë - 
est l’ensemble de tous les | | , où ë, est fixe, tandis que &, parcourt 


se 
tout le C'. Ceci étant, on déduit de (2.5.1) que la représentation T 
induite dans C*/M par la représentation T se détermine par la for- 
mule 7 (&) = 1. Par conséquent, la représentation donnée 7 est la 
somme semi-directe de deux représentations unité du groupe R!, sans 
être leur somme directe. 


Considérons le cas des sommes semi-directes des représentations 
de dimension finie T1, ..., T®. Soit e*. ..., Ce une base dans À4 


et soient à, (g) les éléments matriciaux de la représentation T* 
relativement à cette base (k—1, ..., m). Par hypothèse, la repré- 


sentation 7* induite par la représentation T dans X,—M,/M 
(&=1,...,m, X,=M:) est équivalente à la représentation je 
par conséquent (voir Ï de 2.2), on peut choisir une base fx, 

;, ns dans X, de manière à ce que les éléments matriciaux 
de la représentation 7* relativement à cette base coïncident avec 
li, (g ). Soient f*, ..., 7 les éléments de M, qui sont des repré- 
sentants des classes fr, à et pour Æ>2, et fi=f}, ee fi, = 
= fl. Alors tous Îles fi, v=1, es na; k —1, …, M, forment une base 
dans À. En effet, soit 12.0 et supposons que x est l’image de l'élément 
z hr l'application canonique X > X/Mn. Alors r€zx. Puisque 

+ frm est une base dans X/M, 1, on a z=amfn + Ce 
EL nm Pour certains nombres a", ...,ær,. D'où l’on tire 
2 = amfm + + af HUmis OÙ Ym1EMm1. En appliquant 
le boinement précédent à Ym1i et à Mm-1/Mm2 (à la place de z 
et À/Mh»-1), nous voyons que Ym = ar if... +an tfm-i L 


nm-1" nm! 
+ Um=es OÙ YmCMm. En répétant ce raisonnement, nous ob- 


4— 0883 
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tiendrons en un nombre fini d’étapes la relation 


TR 


m 
z= 2 D'aif. 


j=1 


Il reste à démontrer que les fi, = li: nn: LÀ = 1:10 
sont linéairement indépendants. Soit 


> 


TR 


| Gifs = 0 (2.5.2 


et il faut démontrer que tous les a; sont nuls. 
En appliquant aux deux membres de (2.5.2) l'application cano- 
nique X —+> X/Mh_,, nous obtenons 


nm 


Jj= 
Puisque f7, j=1,...,n», est une base dans X/W,,-1, on peut 
déduire de (2.5.3) que am—0, j—=1,...,n,. On peut donc écrire 
(2.5.2) sous la forme 


m1 7% 
D D af; =0. (2.5.4) 
R=1 j=1 , 
En appliquant maintenant à (2.5.4) l’application canonique M,,-,— 
— Mm-1/Mm-a et en reprenant le raisonnement précédent, nous 
obtenons également que am! —0, j=1,...,ñr»-1. Après un nombre 
fini de telles étapes, nous démontrerons que tous les a? sont nuls. 


. - k 3 
Ainsi, tous les f, forment une base dans X. Disposons les fh 
de la manière suivante : 


Fos re Res Jos ee LOS 


et trouvons la matrice t (g) de l’opérateur T (g) relativement à cette 
base. Par hypothèse, les éléments matriciaux de la restriction de 
la représentation T à M, relativement à la base fi, ..., f} coïn- 
cident avec f}, (g), de sorte que 


ni 


T (g)fk= à tr (g) f}. (2.5.6) 
= 

Ensuite les éléments matriciaux de la représentation T* relative- 

ment à la base ff, . .., fn, coïncident avec f, (g), de sorte que 


n2 


T (9) fi = > th (g) F2, 


J= 
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d'où l’on tire 
T (g) f=2 (sg) fÈ+ur, EM: (2.5.7) 


J= 


En reprenant ce raisonnement nous obtenons qu'en général 


ny 


T (g) fx — à bi (8) f5 + Yv-19 
où 


yon EMyn V=l,...,m, yo=0. (2.5.8) 


Mais cela signifie que la matrice t (g) de l'opérateur T (g) relative- 
ment à la base (2.5.5) est de la forme 


L(8) = 
thi(g) ...tini(g) 0 ss. 0 c55 0 ss. 0 


ti (8)... thing) 0 0 ds (0 35 © 
. _... « 111 (8) +. lin2(g) +. O0 ... 0 


* * tri (8) Lee (g)... 0 (® | 
" ES * * ti (g) TEE (g) 
6 ue ne ne si 


(2.5.9) 


où « désigne certains éléments matriciaux, ou, dans une notation 
plus concise 

1 

Lt (8) 


@=| * F@ (2.5.10) 


& “ ... EL (g) 


où À (g) est la matrice de la représentation T* relativement à la 
base e*, . .., e* , est « désigne toujours certaines matrices (qui 
dépendent généralement de g) et tous les éléments non indiqués 
sont nuls. 

Ainsi : 

I. Si l’on a T=T'T +... T", où les T\,..., T” 
sont de dimension finie, alors on peut choisir une base dans l’espace 
de la représentation T de manière à ce que la matrice de T relativement 
&* 
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à cette base soit de la Li (2.5.10), où &* (g) sont les matrices des 
représentations T*, k—=1,...,m, et « désigne certaines matrices, 
tandis que tous les éléments non indiqués sont nuls. 

Dans le cas d'une somme directe de représentations, la base 
peut être choisie de manière à ce que toutes les matrices désignées 
par un astérisque soient nulles (voir I de 2.4). Dans le cas général 
des sommes semi-directes de représentations, on n'arrive pas à le 
faire (voir l’exemple précédent). 


REMARQUE. D'une manière analogue à la somme semi directe 
TT +... —T" introduite ci-dessus, on peut aussi définir 


la somme semi-directe 7T1+— T°... T". C'est ainsi que 
l’on appelle la représentation T, s’il existe dans l’espace ZX de cette 
représentation des sous-espaces M, € Mh1S...cM, = M in- 


variants relativement à 7 et tels que la restriction de la représen- 
tation T à M, est équivalente à 7”, tandis que la D 
T*, induite par la représentation T dans Mi/Myan k=1,.. 

., n — 1, est équivalente à T*. Il est évident que cette somme 
semi-directe diffère de la somme semi-directe T1 —+ T? +...» 7" 
par la numération des sous-espaces invariants seulement. Nous: 
laissons au lecteur le soin de démontrer que T = Ti+ T°... 

. <— TT implique, pour un choix approprié de la base, que Ja. 
matrice { (g) de la représentation T s'écrit sous la forme 


tl(g) =  ... * 
E(8) -.. “le 2.510 


LT (g) j 

e. ee +. ee + ee ee ee ee ee ee | 

où tl(g), &(g), ..., {" (g) sont les matrices des représentations! 
1 T2 


- 
|] 9 +. ee LA | e 


EXEMPLES ET EXERCICES 
1. Démontrer que la somme semi-directe des représentations 


T® (g) A(g) 


0 T® (g) 
seulement s’il existe un opérateur linéaire À de l’espace de la repré- 
sentation 7° dans l'espace de la représentation 7‘ qui satisfait, 
pour un certain nombre À, à l'égalité T(g) Y — YT® (g) = 
— À4 (g), quel que soit g€G. 

2. Montrer qu'une représentation de dimension finie d'un groupe 
fini n'est jamais une somme semi-directe non triviale de représen- 
tations unidimensionnelles. 

3. Montrer que la somme semi-directe des représentations irré- 
ductibles de dimensions finies non équivalentes T, T'*? n'est en 
général pas décomposable en une somme directe des représenta- 
tions 7, TA, 


est décomposable en une somme directe si et 
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2.6. Produit tensoriel de représentations de dimension finie. 
Soient T!, T° des représentations du groupe G dans des espaces de 
dimension finie À, X:. On appelle produit lensoriel T' @ T° des 
représentations T?, T?, une représentation T dans l'espace X — 
= X, @ ÀX2 (voir Zamanski {(1]) telle que les opérateurs T (£) 
sur les vecteurs x, @ 22, m1 € X,, 2° € ZX, sont donnés par la for- 
mule 


T (g) (x1 © Te) = TT (8) x1 © T* (8) ze. (2.6.1) 


Remarquons tout d’abord que la formule (2.6.1) définit complète- 
ment l’opérateur T (g), et ensuite que l'application g — T (g) est 
effectivement une représentation, puisque 


T (e) (x1 © te) = T'(e) x © T'(e)ra— 71 @ T2, (2.6.2a) 
T (g1g2) (T1 © Te) = T' (gige) T1 © T° (g182) te — 
= Ti (g1) T' (ge) z1 © T° (82) T° (82) Te = 
= T (g1) (T' (ge) ti © T' (ge) te) = T (81) T (ge) (x Q Te), (2.6.2b) 
d'où l’on déduit que T'(e) = 1, T (g,g2) = T (g) T (g:). Soient 


n, = dim À, et n. — dim X., et supposons que ei, ..., en, et 
ei, ..., en, sont des bases de X, et X.. En posant 

Ejh = e} (07e) eR, (2.6.3) 
nous obtiendrons alors une base e;,, j = 1, Un, =, 


.., Ro, dans À, @ X2. Les éléments de cette base étant détermi- 
nés par un indice composé, comprenant deux nombres j, k, les élé- 
ments matriciaux de la représentation T!' @ T° auront pour indice 
deux indices composés, c'est-à-dire les quatre nombres j, À, Lu, v 
Désignons par t,,5 (g) les éléments matriciaux de la représentation 
T=T © T° relativement à la base e;, — ei @ ei. Pour les cal- 
culer, remarquons qu'en vertu de (2.6.1) et (2. 6. 2)on a 


T(gen=T'(e)e @ T°(e) = ( à th; (8) eù) @ (ta (e) à) = 


ni n2 n4 N°2 


= À, 2 ti (8) fin (8) (eu @ &) = À, 2 th (8) Aa (8) env 


et donc 
luvyr (g) = tj (8) Évr (g). (2.6.4) 


On détermine d’une manière analogue le produit tensoriel d’un nom- 
bre fini quelconque de représentations de dimension finie. On appel- 
le produit tensoriel T' @ T° @ ... @ T” des représentations de 
dimension finie T!, ..., T" du groupe G dans les espaces X;,, ... 

*. Âm; Une représentation TZ dans l’espace X, Q X: @ . .. 
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. © À» dont les opérateurs T (g) prennent sur les vecteur 


TQ te D... Q Im TE À --. TImE Âms les valeurs dor- 
nées par la formule 


T (8) (x © -.. © Tm) = T' (8) ri © ... © T(g)zm. (2.6.5) 


En reprenant les raisonnements précédents nous obtenons: 
I. Soient T', ..., T” des représentations du groupe G dans le 
espaces X;1, ..., X,, de dimensions finies n;, ..., Nm, et f#, 
: ER une base dans Xr; soient 1%; (g) les éléments matriciauz de 


la représentation T* relativement à cette base (k = 1, ..., m). Alors 
les éléments matriciauxz tin... .vmis...5m @ du produit tensoriel 


T = T'@...@T" des représentations ie ., TM sont données 
par la formule 


dv. mie im () = 65, (8) F5, (8) +. fv,5, (8). (2.6.6) 

EXEMPLES ET EXERCICES 

1. Soient #1, %- des caractères du groupe G. Montrer que 
(x © X2) (8) = % (8) X2 (8). 

Soient 7, T® des représentations de dimension finie du 
groupe G dans les espaces À et Ÿ respectivement. Soit L l’espace 
linéaire de toutes les applications linéaires À de l'espace linéaire 
Y” (adjoint à Y) dans l’espace X. Définissons dans L la représenta- 
tion g —+S (g) en posant S (g) À = T® (g) À (T'® (g))’ pour tous 
les À € L. Démontrer que la représentation S est équivalente au 
produit tensoriel 7% @ T'‘*. 

3. Démontrer que la représentation unité du groupe G est une 
sous-représentation du produit tensoriel des représentations irré- 
ductibles de dimension finie 7‘ et T® du groupe G si et seulement 
si T7 et T® sont adjointes. 


2.7. Représentations de dimension finie d’un produit direct de 
groupes. Soient G — G; X G; le produit direct des groupes G,; et G», 
T! la représentation de dimension finie du groupe G, dans l’espace 
X, et T° la représentation de dimension finie du groupe G, dans 
l’espace X,. À partir de ces deux représentations on peut construire 
une représentation 7 du groupe G dans l’espace À = X, @ X:, 
en posant 


T (8) (mn ® ze) = T'(g) 1 © T'(g) za pour ges g1 X 82. 
(2.7.1) 


On vérifie facilement que l’application g — T (g) est une repré- 
sentation du groupe G. On la désigne par T&, @ T6, Considérons 
le cas G, = G, où T'et T° sont des représentations d’un même grou- 
pe G,. Le groupe G contient le sous-groupe G, constitué par tous les 
£ = 81 X En &1 € G1, qui est évidemment isomorphe au groupe G:. 
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Par conséquent, la restriction de la représentation Te) © TG 
groupe G, est une représentation du groupe G;. D'autre part, (2: 7. 4) 
implique 


T (g) (&i ® ze) = T'(g1) 1 © T*(g&1)z2 pour 
£ = & X 81 E Go, (2.7.2) 
ce qui donne, en comparant avec (2.6.1): 
I. La restriction de la représentation Tt, @ T6, du groupe G X G 


au groupe G de tous les g, X g, & € G;: coïncide avec le produit 
tensoriel T' @ T° des représentations T\, T° du groupe G. 


Il est évident que la proposition Î reste vraie pour un produit 
direct G—=G XX... X G d’un nombre quelconque de copies du 
groupe G. Dans ce cas le rôle du groupe G, est joué par tous les 


& X Ba X --. X Bu 81 € Gi- 
II. Chaque représentation unidimensionnelle 


D X La Xe. X En FT (Bis Les + + +» En): 


1 E Gi, . En € Gn, 


du produit direct GX GX ... X G, des groupes Gi, ..., Gn 
se définit par la formule 


Î (8: B2 sr. 7 4 £n) — fa (81) fe (g2) rs fn (gn), (2.7.4) 


8 fi (gs), 8: EGx j = 1,02, ,N, (2.7.5) 


sont des représentations unidimensionnelles des groupes ve Gr dias Gr 

Réciproquement, chaque fonction f (g1, - - ., £n) de la forme (2.7. 2), 

où gy fs; (g;), 83 E Gi, sont des représentations unidimensionnelles 

des groupes G, . . ., Gh, détermine une représentation unidimension- 

nelle du groupe G. La représentation f est unitaire *) si et seulement 

si chacune des représentations f;, j = 1, ..., n, est unitaire. 
Démonstration. Posons 


fi (gi) = f (Bis €er + - +, En), fe (Se) = Pers Los Es - + +, En), + + + 
- 1 În (En) = Ÿ (Es ss + + +; En1s En), (2.7.6) 
où e; est l’élément neutre de G;. Alors 
fa (ei) = f (ei, €, +. ., en) = 1 
et pour g, gg EG ona 
fi (gags) = F (gSis ee, - . + en) — 
= À (Lis €os + + +, En) Ÿ (is Eos + + +, En) = fa (82) fa (85), 


(2.7.3) 


où 


*) La définition d'une représentation unitaire est donnée plus loin dans 2.8. 
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et par conséquent g, —+ f, (g,) est une représentation unidimension- 
nelle du groupe G. On démontre d’une manière analogue que chaque 
8 —f; (85), 83 E Gi, est une représentation unidimensionnelle du 
groupe G;. En outre, 


fa (81) fa (g2) ++ În (En) = 
Î (81 Eggs ee en) Î (er, Bar...) en) pee Î (er, e + +, Cnel: En) _— 
= Î (81, B2 3 En). 


Ceci démontre la première assertion de la proposition IT; la réci- 
proque est évidente. Le fait que la représentation (2.7.3) est unitaire 
entraîne |f(g,,..., gr) | = 1, d’où l’on tire, en vertu de (2.7.6), 


que 
[hi (en) 1 = 1, ..., fa (en) | = 1. (2.7.7) 


La réciproque découle de (2.7.4) et (2.7.7). 


III. Chaque représentation irréductible T de dimension finie du 
groupe G = G; X G, est équivalente au produit tensoriel des repré- 
sentations irréductibles T; et T, des groupes G; et G, respectivement, 
et en même temps T; et T, sont des sous-représentations des restrictions 
de la représentation T aux groupes G, = G, X {e.} et G, = {e,} X G: 
respectivement, où e,, e, sont les éléments neutres des groupes G, et G2. 

Démonstration. Soient T,, T, des représentations des 
groupes G, et G:; le lecteur vérifiera sans difficulté que la repré- 
sentation 7 = T, @ T, du groupe G = G;, X G, est irréductible 
si et seulement si 7, et 7, sont irréductibles. Montrons que toute 
représentation irréductible T7 du groupe G, X G, dans un espace E 
(de dimension finie) est équivalente à une représentation de la forme 
T; X T:, où T, et T, sont des représentations irréductibles des 
groupes G, et G, respectivement. Soient S,, S. des représentations 
dans l’espace £ des groupes G, et G; respectivement, définies par 
les formules S; (81) = T ((g1, e2)), Se (ge) = T ((e1, g2)). Soit Ti 
la restriction de la représentation S, à un sous-espace Æ;, invariant 
et irréductible relativement à la représentation S,. Soit x un vecteur 
non nul du sous-espace £Æ,. Désignons par ÆE, le sous-espace de E 
constitué par des combinaisons linéaires finies des vecteurs de la 
forme S, (g2) T, £a E G+. Le sous-espace £, est invariant relative- 
ment à la représentation S.; désignons par 7, la restriction de la 
représentation $. au sous-espace ÆE,. Définissons l'application À 
du produit tensoriel E, @ £E, dans E de la manière suivante. Soit 
z21@27: € E, © E;; alors on peut représenter x, et z. sous la forme 


n= à ApT1(EP)z, Ze= 2 UaTo (89) x, où gP CG, D EG, 


$ 2] NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS 57 


où À», Ua Sont des nombres. Posons 


m 


À (xr1 @ Le) = À D À par ((g@P), gi) T. 


Puisque (g1, €+) (ex, £e) = k. * (Lis €e) = (gr, 82) dans G; X G:, 
On a 


Si (81) Se (La) Y = Se (Le) S1 (81) Y = T ((&1, L2)) y (2.7.8) 


quels que soient g, € G1, g EG:  yEE. 

En se servant des relations (2. 7. 8) et de la définition des repré- 
sentations 7, et 7, le lecteur pourra vérifier sans difficulté que 
l'application À est définie correctement et peut être prolongée par 
linéarité à une application de Æ, @ E: dans E, et l'on a 
À (Ti (81) 21 © To (ge) Te) = T (81, 82) À (r1 @ T2) quels que soient 
Z ÉEi, re € Eo, 81 E G1, 8e EG; l'application À est un opérateur 
qui réalise l’équivalence des représentations 7 et T7; @ T:. Puis- 
que T est irréductible, la représentation 7, l’est aussi. 


2.8. Représentations unitaires. Une forme bilinéaire (x;, x.) sur 
un espace linéaire X est dite hermitienne si l’on a (x,, z1) = (x, Z2); 
une forme bilinéaire hermitienne (x,, x.) sur À est dite non négative 
si l’on a (x, x) > 0 pour tous les x € X, elle est dite positive si l’on 
a (x, x) > 0 pour x # 0. Une forme bilinéaire positive sur X s’ap- 
pelle aussi produit scalaire sur X. Un espace linéaire X, muni d’un 
produit scalaire, est appelé espace préhilbertien. Un espace préhil- 
bertien de dimension finie s’appelle espace euclidien. Si X est un 
espace préhilbertien, alors (x, y) désignera toujours (si le contraire 
n'est pas indiqué) le produit scalaire donné sur ZX ; par orthogonalité 
sur À on entend l'’orthogonalité relativement à (x, y). Il est évident 
qu'un espace préhilbertien X est en dualité avec lui-même relative- 
ment à (x, y) (voir 2.3). Un opérateur linéaire À dans un espace pré- 
hilbertien X est dit unitaire, si À applique bijectivement X sur X 
et si l’on a 


(Az, Ay) = (x, y) quel que soient zx, y € À. (2.8.1) 


La représentation 7 du groupe G dans un espace préhilbertien X est 
dite unitaire, si tous les opérateurs de la représentation sont unitai- 
res. Puisque les opérateurs de la représentation dans X appliquent 
toujours bijectivement X sur X (voir 2.1), on trouve en vertu de 
(2.8.1) que l’unitarité de la représentation T est équivalente à la con- 
dition 
(T (g) x, T (g) y) = (x, y) pour tous les g € G, x, y € À. 
(2.8.2) 


En comparant (2.8.2) et (2.3.8) on peut conclure: 
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I. Si la représentation T dans un espace préhilbertien X est unitaire, . 
elle est adjointe à elle-même relativement à (x, y). 

Ensuite, en raisonnant comme on l’avait fait pour obtenir (2.3.9), 
on voit que la condition (2.8.2) est équivalente à la condition sui- 
vante : 


(T (g7*) x, y) = (x, T (g) y) pour tous les g € G, x, y € X. 
(2.8.3) 


IT. Si T est une représentation unitaire du groupe G dans un espace 
préhilbertien X et M est invariant relativement à T, alors M est éga- 
lement invariant relativement à T. 

Démonstration. Soit y E M1. Pour chaque xE M on 
a également T (g-!)z € M, puisque M est invariant relativement à 
T et donc y 1 T (g-!) x. Mais alors, en vertu de (2.8.3) 


(x, T (8) y) = (T (g”) x, y) = 0; 


et donc T (g)y 1 M,T (g) y E M1. Cela signifie que M1 est inva- 
riant relativement à 7. 


Si À est un espace euclidien et dim À = n, alors on peut choisir 
dans À une base e,, ..., e, qui satisfait aux conditions 


1 pour j =k#, 
es e)=) 0 pour j #k. 


Une telle base est dite orthonormée. Soient t;; (g) les éléments matri- 
ciaux de la représentation 7 pour cette base. La condition (2.8.2) 
d’unitarité est équivalente aux conditions 


(2.8.4) 


1 pour j=k, 
(T (ge, T (g)e:) =(e;, ex) = | 0 pour j Æk. 


Mais en vertu de (2.1.3) et (2.8.4) on a 


(2.8.5) 


(Ter (8e) = (2 trs (8) en À fun (8) eu) = 
n n 
= : 2. lv, j (8) lun (8) (Ev, eu) = à Lvy (8) tvn (8) ; 
par conséquent la condition (2.8.2) est équivalente aux conditions 


n a 1 si j =, 
21 ts (8) tv @-| Osijæk 


Il est évident que la condition (2.8.3) signifie 


1* (g) t (g) = 1, (2.8.7) 


(2.8.6) 
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où t* (g) est une matrice conjuguée hermitienne à £ (g) (voir 2.3); 
Ja matrice { qui satisfait à la condition t*{ — 1 est dite unitaire; 
ainsi : 

III. La matrice d'une représentation unitaire de dimension finie 
relativement à une base orthonormée est unitaire. 

La relation (2.8.6) signifie que 


2e (g) = ( (8). (2.8.8) 
D'autre part, T (g-!) = (T (g)) !, et donc (t (g))"! = t(g”!). Par 
conséquent, on peut écrire (2.8.8) sous la forme 


t (g7*) = t* (g) (2.8.9) 
ou, en éléments matriciaux, 
Lu (871) = ta; (8). (2.8.10) 


IV. Soient T une représentation unitaire dans l’espace euclidien 
X, M un sous-espace de X invariant relativement à T, et P un projec- 
teur *) orthogonal de X sur M. Alors P est permutable avec tous les 
T (g), g€G. 

Démonstration. Soit xE X. Alors Pr EM; par con- 
séquent, on a aussi T (g) Pr € M puisque M est invariant. On ob- 
tient donc PT (g) Pz = T (g) Pxz quel que soit x € X, i.e. 


PT(2 P=T(eP. (2.8.11) 


En substituant g”! à g dans (2.8.11) et en prenant en considération 
les égalités T (g”!) = (T (g))-! = T* (g), on obtient PT* (g) P — 
= T* (g) P. Mais alors (PT* (g) P)}* = (T* (g) P}*,i.e. PT (g) P = 
= PT (g). Si l’on compare la dernière égalité avec (2.8.11), on ob- 
tient 7 (g) P = PT (£g), ce qu'il fallait démontrer. 


V. Une représentation unitaire T dans un espace euclidien X est 
irréductible si et seulement si chaque opérateur À € L (X), permutable 
avec tous les T (g), est un multiple de l'opérateur unité: À = M. 

Démonstration. Soit T une représentation irréductible 
et supposons que À de L (X) est permutable avec tous les T (g); 
alors À = À en vertu du lemme 2 de 2.2. Réciproquement, suppo- 
sons que chaque opérateur À de L'(X), permutable avec tous les 
T (g), est multiple de l'opérateur unité, et supposons que M est un 
sous-espace de X invariant relativement à T, tandis que P est un 
projecteur dans X appliquant X sur M. Mais alors P est permutable 
avec tous les 7 (g) en vertu de IV et donc par hypothèse, P = À. 
Mais cette dernière égalité n’est possible que lorsque À = 0 ou À = 1, 
i.e. lorsque P = 0 ou P = 1, i.e. pour M = (0) ou M = X. Cela 
signifie que 7 est irréductible. 


*) Rappelons qu'on appelle projecteur tout opérateur P vérifiant la con- 
dition P* = P;ilest dit projecteur sur M si PX = M. 
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Deux représentations T, S du groupe G dans des espaces préhil- 
bertiens X, Ÿ sont dites unitairement équivalentes, s'il existe un opé- 
rateur linéaire À de X dans Y , qui satisfait aux conditions suivantes: 


A est une bijection de X sur Y ; (2.8.12) 
(Ax,, Az) = (x,, z.) quels que soient x,, x, € X ; 
(2.8.13) 
AT (g) = S (g) À quels que soient g € G. (2.8.14) : 


Ainsi, l’équivalence unitaire diffère de l’équivalence simple par le 
fait qu'on ajoute encore la condition (2.8.13) stipulant l’isométrie : 
de l'opérateur À. 


VI. Si deux représentations unitaires T, S d'un groupe G dans des : 
espaces euclidiens sont équivalentes, elles sont également unitairement 
équivalentes. | 

Démonstration. Soit À un opérateur linéaire de X dans 
Ÿ qui satisfait aux conditions (2.8.12) et (2.8. 14). Alors À = UB, 
où B est un opérateur hermitien dans X qui applique bijectivement | 
X sur X, tandis que ÜU applique isométriquement X sur Y (voir. 
Gantmaher [1]), de sorte que 


(Uz:, Uz:) = (T4 To). (2.8.15) 
En substituant À = UB dans (2.8.14) on obtient 
UBT (g) = S (g) UB. (2.8.16) 


En substituant g-! à g dans (2.8. 16) et en prenant en considération 
l'égalité T (g”1) = T* (g), on arrive à UBT* (g) = S* (g) UB; 
par conséquent (UBT* (g))* = (S* (g) UB})*, ï.e. 


T (g) BU”! — BU*S (g). (2.8.17) 
Ce qui entraîne, en vertu de (2.8.16), 
T (g) B* =T (g) BU*UB = BU*S (g) UB = BU*UBT (g) = 
— B°T (g). 


Ainsi B°, et donc B, est permutable avec tous les T (g). Mais alors 
(2.8.11) peut s'écrire sous la forme 


UT (g) B = S (g) UB. (2.8.18) 


En multipliant les deux membres de (2.8.18) à droite par B-1, nous 
obtenons l'égalité UT (g) = S (g) U, qui signifie avec (2.8.15) que 
T et S sont unitairement équivalents. 


VII. Deux représentations unitaires T, S d’un groupe G dans des 
espaces euclidiens X, Y sont équivalentes si et seulement si on peut trou- 
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ver dans X et Y des bases orthonormées relativement auxquelles les élé- 
ments matriciaux des représentations T et S coïincident. 

Démonstration. Si T et S sont équivalentes alors, en 
vertu de VI, elles sont également unitairement équivalentes. Soit 
À un opérateur de X dans YŸ satisfaisant aux conditions (2.8.13), 
(2.8.14) et supposons que e,, . .., e, est une base orthonormée quel- 
conque de X. Posons f, = Ae, ..., f, = Ae,; alors, en vertu de 
(2.8.12), (2.8.13), f1, - . ., fn est une base orthonormée de Y. En 
nous servant ensuite de la condition (2.8.14) et en reprenant le rai- 
sonnement employé dans la démonstration de la proposition Ï de 
2.2, nous déduisons que les éléments matriciaux des représentations 
T et S relativement aux bases e,, . . ., e, et f1, . . ., fn Coïncident. 
La réciproque découle de Ï de 2.2. 

Nous aurons également besoin de la proposition simple suivante. 


VIII. Si X est un espace euclidien et M son sous-espace différent 
de X, alors M1 = (0). 
Démonstration. Supposons que dim À — n, dim M — 


= m. Puisque M = X, on a m< n. Supposons que e, ..., e, est 
une base dans X et f,, ..., fn une base dans M. Choisissons un élé- 
ment z = ae + ... + ae, Æ 0 et x E M1; pour cela il suffit 


d'avoir (x, fr) — 0, k — 1, ..., m, ou de manière plus détaillée : 
On (eus fn) + - -. + an (en, fx) = 0, k = 1,...,m.  (2.8.19) 


Mais (2.8.19) est un système de m équations homogènes relativement 
à Œ - - 1, Ans AVEC M << n, donc (2.8.19) possède une solution non 
triviale «@°, ..., &. En posant x = ae, + ... + aïe,, nous 
obtiendrons un vecteur zÆ0,zEM!; par conséquent, M1 (0). 

Une représentation T dans l’espace X est dite équivalente à une 
représentation unitaire, s’il existe dans X un produit scalaire (x, y) 
relativement auquel 7 est unitaire. 


IX. Si une représentation de dimension finie est équivalente à 
une représentation unitaire, elle est complètement réductible. 

Démonstration. Soit 7 une représentation dans l’espace 
X et supposons que (zx, y) est un produit scalaire relativement auquel 
T est unitaire. En vertu de ÎÏ de 2.1, il existe dans X un sous-espace 
M, = (0), invariant relativement à T, sur lequel la restriction de 
T est irréductible. Si M, = X, la proposition IX est démontrée. 
Lorsque M, Æ X, alors on a M1 - (0) en vertu de IV et M} est in- 
variant relativement à 7 en vertu de Il. En appliquant à nouveau 
Ï de 2.1 à la restriction de 7 à M1, nous trouvons qu’il existe dans 
M1 un sous-espace MW, invariant relativement à T, sur lequel la 
restriction de T est irréductible. Par construction M, ML et donc 
M; L M..Ïlest évident que M, + M, est invariant relativement à 
T.SiM, + M; = X, la proposition IX est démontrée, mais si M, + 
+ M, 5 X, on applique à nouveau le raisonnement précédent en 
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remplaçant M, par M, + M. Mais puisque X est de dimension finie, 
après un nombre fini de telles étapes, nous aboutissons à l'égalité 
X=Mi +... + Mar, où M,,..., MX sont des sous-espaces 
orthogonaux entre eux, invariants relativement à T7, et tels que la 
restriction de 7 sur chacun d'eux est irréductible. 


REMARQUE. Dans la démonstration précédente, nous avons établi 
le fait que la représentation donnée est décomposable en représenta- 
tions irréductibles. La recherche pratique d'une telle décomposition 
peut présenter de sérieuses difficultés, et s'avère être une des questions 
les plus importantes de la théorie des représentations de dimension 
finie. 

2.9. Caractères d’une représentation de dimension finie. Rap- 
pelons que l’on appelle trace tr a d’une matrice a = (a;;j), i,j — 
= 1,..., nr, la somme de ses éléments diagonaux 


tra = Guy + Goo + . . . + Ann. (2.9.1) 
Ï. La trace tr a possède les propriétés suivantes : 
1) tr (œa) = atr (a), 
2) tr(a + b) = tra + tr b, 
8) tri = n, (2.9.2) 
4) tr (ab) = tr (ba), 
5) tr (b-! ab) = tra, 


si b”! existe. Ici & est un nombre, a, b sont des matrices d’un même ordre, 
et n est l’ordre de la matrice 1. 

Démonstration. Les propriétés 1) à 3) sont évidentes; 
la propriété 4) découle des égalités 


ñn 


tr(ab)= D (ab),;= À aybr; = 
J=1 j, R=1 


n 


= 2 oubu=Z (ba)y=tr (ba), (2.9.3) 


Je 


où r est l’ordre des matrices a et b. Maintenant la propriété 5) dé- 
coule de 4). En effet, tr (b-!ab) = tr (bb-!a) = tr a. 


II. La trace d’une matrice est égale à la somme de toutes ses valeurs 
propres où chaque valeur propre figure autant de fois qu'est sa multi- 
plicité dans l’équation caractéristique de cette matrice. 

Démonstration. Il est bien connu (voir, par exemple, 
I. Guelfan d [1]) que chaque matrice a peut être représentée 
sous la forme a — b”la,b, où a, est la forme de Jordan de la matrice 
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a: 
A 1 


Es = . 1 , 


les valeurs propres de la matrice étant disposées le long de la diagonale, 
chacune un nombre de fois égal à sa multiplicité dans l'équation 
caractéristique de la matrice a, tandis que les endroits laissés vides 
sont occupés par des zéros. Ce qui démontre, conjointement avec la 
propriété 5, la proposition II. 

Soient maintenant X un espace linéaire de dimension finie, n = 
= dim X,ete,, ..., e, une base de X. Chaque opérateur linéaire 
À dans À est déterminé par sa matrice a = (a;;) relativement à 
cette base. On appelle trace tr À de l’opérateur À ]a trace de la matri- 
ce. Cette définition ne dépend pas du choix de la base. En effet, lors- 
qu'on passe de la base e,, ..., e, à une autre base, f,, ..., fn, 
la matrice de l'opérateur À se transforme dans la matrice b-!ab, où 
b est la matrice de transformation de la base e,, ..., e, dans la 
base f,....,f,. En vertu de la propriété 5), la trace restera invariante. 


III. Soient À un opérateur linéaire dans un espace X de dimension 
finie, M un sous-espace de X invariant relativement à À, et P un pro- 
jecteur (pas nécessairement orthogonal) de X sur M, et enfin A,, la 
restriction de l'opérateur À à M. Alors 


tr (4) = tr (AP). (2.9.4) 
Démonstration. Posons 

N = (1 — P) X. (2.9.5) 
Soient €, ..., em une base dans M et e,»+1,, - . ., e, une base dans 


NV. Il découle de la définition du projecteur que e, . .., €, est une 
base dans X. On a alors, en vertu de (2.9.5) et par définition d’un 
projecteur, 


Aer = Ayer pour k—1,...,m, 


APe: = (2.9.6) 


(0 pour k—=m+i,...,n, 
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et par conséquent la matrice a de l'opérateur AP relativement à 


la base e,, . .., e, est de la forme 
Am 0 _ 
a = : 0 | ‘ (2.9.7) 


où am est la matrice de l'opérateur À,, pour la base e,, .. 
Ceci implique (2.9.4). 

On appelle caractère 7 (g) d’une représentation de dimension 
finie T la trace de l'opérateur 7 (g) de cette représentation: 


xr (8) = tr (T (g)). (2.9.8) 


Si aucune confusion n'est possible, on écrit #% (g) à la place de #r (8). 
Ainsi, en vertu de (2.9.1) et (2.9.2), 


Xr (8) = ta (8) + ta (8) + - + + + tan (8); (2.9.9) | 


où les t;, (g) sont les éléments matriciaux de la représentation T' 
relativement à une certaine base, et nr est la dimension de cette re- 
présentation. Si le groupe G est commutatif et .7 est unidimension- 
nel, alors y+ (g) coïncide avec le caractère sur le groupe G (voir 2.2). 


°9 Em: 


IV. Le caractère d'une représentation de dimension finie possède 
les propriétés suivantes: 

a) les caractères des représentations équivalentes coïncident ; | 

b) ux caractère est constant sur chaque classe d'éléments conjugués; 

c) si T et S sont adjointes, on a Y%s (g) = %r (g”!); 

d) si T est unitaire, on a %r (8!) = r (£); 

e) le caractère d'une somme semi-directe, en particulier d'une 
somme directe, d'un nombre fini de représentations est égal à la somme 
des caractères de ces représentations ; 

f) Le caractère du produit tensoriel d'un nombre fini de représenta- 
tions est égal au produit des caractères de ces représentations. 

‘Démonstration. Supposons que les représentations 7 
et S dans les espaces X et Ÿ sont équivalentes. En vertu de I de 2.2, 
on peut choisir des bases dans X et Ÿ de manière à ce que les éléments 
matriciaux de 7 et S coïncident relativement à ces bases. D'où l’on 
déduit, en attirant (2.9.9), la propriété a) *). 

Si ge et g, sont conjugués, alors g, = g7'#,8 pour un certain 
g EG (voir (1.7.5)). D'où l’on tire à l’aide de la propriété 5): 


x (ge) = 4 (8 gg) = tr (T (g'mi1g)) = 
= tr ((T (8) TT (8) T (g)) = tr (T (&)) = x (a). 


*) Nous verrons par la suite que la réciproque est également vraie dans 
nombre de cas. 
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Si S et T sont adjointes, alors, pour un choix approprié de bases, on a 


Sn (8) = {ny (87°) 
(voir (2.3.13)). D'où 
Xs (g) = Ss1 (g) +. + Snn (g) = 11 (8°!) +.  Flnn (1) =%Xr (g"*). 


La propriété d) découle maintenant de la propriété c), puisque l'uni- 
tarité de T entraîne que cette représentation est adjointe à elle- 


même (voir I de 2.8) et donc yr (g) = #r (g”!). D'où l’on tire 
Xr (87*) = 4r (8). 


Supposons que T = T' T° +... —+T"; alors, pour une base 
appropriée, la matrice t (g) de la représentation 7 aura la forme 
tii(g) -..tins(g) 0...0 O0 … 0 
tni1 (8) tnins (8) 0 0 0 0 
* Bu De ue PER SU OU , 
# ... $ « Li1(8) ... Linm (8) 
.  ... s + + (nm1(8) --- {nmnm (8) 


où t*, sont les éléments matriciaux de la représentation T*, k — 
= 1, ..., n (voir (2.5.9)). D'où l'on tire 


Ur (8) = ta (8) + + 0 + thans (8) + ta (8) +: + + tone (8) +... 


+ E (8) + ++ + fnmnm (8) = | 
= {71 (8) + Xe (S) + +. +'Aym (8).  (2.9.10) 


En particulier, (2.9.10) est vérifié pour T = T! Tr à 17: 
Enfin, supposons que T = T' @ T“ et soient X,, X, les espaces des 
représentations T!, T* et ei, ..., en, ; ef, ..., en, des bases dans 


X,, X2:. Alors les éléments matriciaux de la représentation 7 rela- 
tivement à la base e;, — ei @ ei seront de la forme 
luvjh (g) — ue Ur, (g) RTS (g) 
(voir (2.6.4)), en particulier les matrices diagonales seront 
Lynn (8) = tj (8) tr (8) 
et donc 
nt n2 


Inge(8 = À 2 635 (8) thx @=ù t}; (8) : the (8) = Xri (8) Xre (8) 


5—-0883 
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En appliquant un raisonnement analogue à la formule (2.6.6), nous 
obtenons 


Xri@… gr (E) = Xri (8) - -. Xym (8). (2.9.11) 


EXEMPLES ET EXERCICES 

1. Trouver les représentations irréductibles des groupes S3, S;, 
P;, et P, et calculer leurs caractères. 

2. Donner des exemples! de représentations non équivalentes 
d'un groupe (infini) qui possèdent des caractères égaux. 


2.10. Opérateurs d’entrelacement. Soient T7, S des représenta- 
tions du groupe G dans les espaces X et Y. Un opérateur linéaire À 
de X dans YŸ s'appelle opérateur d'entrelacement entre T et S, si 


AT (g) = S (g) À quel que soit g€G. (2.10.1) 


En particulier, si l’on a À = Y et T = S, alors la formule (2.10.{) 
se met sous la forme 


AT (g) = T (g) À quel que soit g EG (2.10.2) 


et l’on dit alors que À est permutable avec la représentation 7 (com- 
parer avec (2.2.3)). 

La notion d'opérateur d'entrelacement généralise celle d’équi- 
valence des représentations. En effet, si À est un opérateur d'’entre- 
lacement entre T et S qui applique bijectivement X sur Ÿ, alors les 
représentations 7 et S sont équivalentes (voir 2.2). 

L'ensemble des opérateurs linéaires À d’entrelacement entre T 
et S est désigné par Hom (7, S) ou bien Hom, (7, S). 


I. Hom (T7, S) est un sous-espace linéaire de l'espace des 
opérateurs linéaires de X dans Y. 
En effet, À,, A: € Hom (7, S) entraïne 


(A1 + 42) T (eg) = A1T (e) + AT (8) = 
= S (g) 41 + S (g) Ae = S (8) (41 + À:) 


quel que soit gÆ£G, ïi.e. A1 + 4, € Hom (7, S); mais si 
À E Hom (T7, S), alors pour un nombre quelconque À, on a 


(AA) T (8) = À (AT (g)) = À (S (g) 4) = S (g) (A4) 


quel que soit g € G, donc ÀA € Hom (7, S). 
La dimension de l’espace linéaire Hom (7, S) est appelée rombre 
d’entrelacement des représentations T et S. 


II. Si S —T, alors l’ensemble Hom (T, T) est une sous-algèbre 
(voir 2.1, chap. IT) de l’algèbre L(X) des opérateurs linéaires 
dans l’espace X. 


& 2] NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS 67 


En effet, Hom (7, T) est un sous-espace linéaire dans L (X) et, 
quels que soient À, B € Hom (T7, T),ona 


ABT(g) = AT (g) B = T (g) AB quel que soit g€G, 
et donc AB € Hom (7, T). 


III. Si À E Hom (7, S), L est le noyau de l'opérateur A (ï.e. 
L= {z:r € X, Az = 0})et M est l’image de l'opérateur À (i.e. M — 
= {y: y = Az pour un certain x € X}), alors L est invariant relative- 
ment à T et M est invariant relativement à S. 

En effet, sil’on'a x € L, i.e. Az = 0, alors AT (g) x = S (g) Az = 
= $ (g) 0 = 0 quel que soit g EG, i.e. T (g)xz E L quel que soit 
gEG; si yEM, ïi.e y = Az pour un certain zEX, alors 
$ (e) y — S (g) Az = A (T (g) x), i.e. S(g) y E M quel que soit 
8EG. 


IV. Si A € Hom (T7, S), L est le noyau de À, et M l'image de À, 
alors la représentation T induite par la représentation T dans l'espace 
quotient X/L est équivalente à la restriction S|,,; de la représentation 
S à M. 

En effet, l'opérateur À détermine l'opérateur À, qui applique 
X/L sur M bijectivement, selon la formule À (x + L) = Az, x € X. 


Alors, si Z est la représentation induite par T dans l’espace quo- 
tient X/L, on a 


AT (eg) (x + L) = À (T (g) x + L) = AT (g) x — 


= S (8) Az = S (g) À (x + L) 
quels que soient xE X, 8€ G; mais À (+ L)EM, donc 
S(g A(z+L)=S (8) | x À (z + L), où S (8) lu est la restric- 
tion de l’opérateur S (£g) à M; par conséquent AT (g) = S (8) Is À 
quel que soit gEG,et TS |. 


V. Soient T une représentation irréductible de dimension finie d'un 
groupe G dans un espace linéaire X, et S une représentation de dimension 
finie du groupe G dans un espace Y, multiple de la représentation irré- 
ductible T,, i.e. S = nT;. Alors 


dim Hom (7, S re 2.1 
im Hom (7, S)— A ToT, (2.10.3) 
Démonstration. Soit Y=Y,+ Te Lv. où chaque sous- 


espace Ÿ; & Ÿ est invariant relativement à S, et la restriction de la 
représentation $ à chaque sous-espace Ÿ ; est équivalente à la repré- 
sentation T,. Désignons cette restriction par S;. Soit P; l'opérateur 
linéaire dans l’espace Y qui fait correspondre à chaque élément 
5* 
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y=Y+... +yn (y EYi i=1,...,n) l'élément y: ET, 
i.e. P;y = y;. Par définition même de la somme directe des repré. 
sentations, l'opérateur P; est permutable avec la représentation $, 
i.e. P;S (g) = S (g) P; quel que soit g € G. D'où l’on tire que À € 
€ Hom (7, S) entraîne 
P,AT (g) = P;(S (g) À) = S (g) P;A quel que soit g€G, 
(2.10.4) 
i.e. l'opérateur P;A est un entrelacement entre 7 et S. Puisque 
l’image de l'opérateur P;A4 est contenue dans l’espace Y'; de la sous- 
représentation S;, l’opérateur P;A, envisagé comme un opérateur 
linéaire de X dans Ÿ ; = P;Ÿ est un entrelacement entre 7 et S. 
Mais S; est équivalent à 7,, donc P;A = 0 pour T < T;, en vertu 


du lemme de Schur; mais alors Az — > P;Az = 0 quel que soit 


im 
zEX,i.e. À = t(. 

Soit maintenant T = T,; alors S; est équivalent à T7. Soit 
B; un opérateur linéaire de X dans Ÿ'; qui réalise l’équivalence entre 
T et S ;: 


B;T (£) = S;(e) BP, quel que soit g€G. (2.10.5) 
Puisque B; est un isomorphisme de X sur Y; (par définition de l’équi- 


valence), il existe un opérateur inverse B;!; en multipliant (2.10.5) 
à gauche et à droite par B;!, nous obtenons 


T (g) B;t = B7'S, (g) quel que soit g€G. (2.10.6) 
On déduit de (2.10.4) et (2.10.6) que 
P;ABTS, (8) = P;AT (g) Br — S; (eg) P;AB3", 


ïi.e. l'opérateur P,4B' est permutable avec la représentation irré- 
ductible S; de dimension finie du groupe G; par conséquent (voir 
le lemme 2 de 2.2) 


P,AB:1 = À;1, où À, est un nombre, 


alors P;A = À.;B;, où les B; sont des opérateurs de X dans Y. Puis- 
quey = Piy+...<+ P,y pour tous les y € Y (par définition de P;), 
on a 


n n 
A= À P;A= D li, 
1=1 1zm{ 
i.e.| tout opérateur d’entrelacement À entre T et S est une combinai- 
us linéaire des B;. Réciproquement, chaque opérateur À de la forme 


> À.B; est un entrelacement entre T et S. En effet, en vertu de I, 


il suffit de montrer que B; est un entrelacement entre T et S ; mais 
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Ja formule (2.10.4) est équivalente à la relation B;T (£g) = S (g) B; 
pour tous les g € G, de sorte que l’image de l'opérateur B; est con- 
tenue dans Ÿ;. Ainsi À € Hom (T7, S$S) si et seulement si À — 


= Ÿ À,B;. Mais puisque chaque opérateur B; est un isomorphisme 


de X sur Y;,on a S À:B; = 0 si et seulement si tous les À; — 0, 


ESS | 
i=1,..., n, et donc la correspondance À — 2 MB; + (h, 


À,) est un isomorphisme des espaces linéaires Hom (7, 9: et 
Cr, et par conséquent dim Hom (7, S) = n. 


VI. Soit T une représentation irréductible de dimension finie d'un 
groupe G dans un espace linéaire X; soit S une représentation 
de dimension finie du groupe G, décomposable en somme directe: S — 
= mI+ ... + n)TP, où T',..., TP sont des représentations 
irréductibles du groupe G. Alors 
a ns si T est équivalent à T*, 

nome) O si T n'est pas équivalent à T1, ..., TP, 
(2.10.7) 


i.e. la dimension de l’espace Hom (T, S) des opérateurs d’entrelacement 
est égale à la multiplicité dans S de la représentation irréductible cor- 


respondante. 

Démonstra t ion. Soit Y l’espace de la représentation S 
te Y =}; Re Yp, où Y, est l’espace de la représentation 
nT*. Soit P, l' opérateur linéaire dans l’espace Ÿ qui fait corres- 
pondre à l'élément y = y, + ... + yn (y EYn k = 1,..., P) 
l'élément y, EYE Y, i.e. P,y - = ÿz, il est évident que P, er Re 

. + P, = 1. De même que dans la démonstration de V, on véri- 


fie que À € Hom (7, S) entraîne P,4 € Hom (T7, S) et que P,AE€ 
€ Hom (7, S*), si S* est la restriction de S à Ÿ,. Ainsi 
A=PA+...+P,A, (2.10.8) 


où P,A € Hom (7, S*). Le lecteur vérifiera sans difficulté que si 
À est un opérateur linéaire de X dans Y tel que P,4 € Hom (7, S* ), 
alors À € Hom (7, S). Mais, en vertu de V, nous avons 

dim Hom (7, S*) = 0, si T L T*, 

dim Hom (7, S*)= n, si T= T*. 
Donc, si 2 & Ti, ..., T L TP, on a P,A — 0 pour chaque A € 
€ Hom (7, S); par conséquent, À = 0, i.e. Hom (7, S) = {0}: 
mais si T = T*, alors T  T? pour j Æ k:; par conséquent, pour 
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chaque À € Hom (T, S), nous avons P?A = 0 lorsque j  k et 
(2.10.8) implique À — P*A; par conséquent Hom (7, S) est iso- 
morphe à Hom (7, S*) qui est de dimension r», en vertu de V 


EXEMPLES ET EXERCICES | 

1 Soient 7, S des représentations irréductibles de dimension 
finie du groupe G. Les conditions suivantes sont équivalentes: a) 
Hom (T7, S) 0, b) dim Hom(T, Sj=1;c)T-S 

2. Si T est une représentation de dimension finie du groupe G, 
alors, pour certaines représentations irréductibles S, S, du groupe 
G on a les relations Hom (T7, S) = 0, Hom (S,, T) Æ 0. 


3. Soient T=mTt+... +m IP, S = mTi+... + npTP 
des décompositions des représentations T et $S de dimension finie en 
sommes directes de représentations irréductibles du groupe G. Alors 
dim Hom (7, S) = min, + . + Mplp. 

4. Soient X, X” des espaces linéaires : Y, Ÿ” des espaces linéaires 
en dualité avec X, X” respectivement relativement aux formes (zx, y) 
et (x’, y‘)’. Soient T7, T’ des représentations du groupe G dans X, X 
respectivement ; S, S’ des représentations adjointes à T, 7’. 

a) Soient À un opérateur linéaire de X dans X”, et B un opéra- 
teur linéaire de Ÿ” dans Ÿ tels que (4x, y’) = (x, By’) quels que 
soient x E X, y’ E Y'. Dans ces conditions À est un opérateur d'’en- 
trelacement entre T et T” si et seulement si B est un opérateur 
d'entrelacement entre S” et S. 

b) Si X et X” sont de dimension finie, alors les espaces linéaires 
Hom (7, T') et Hom (S”, S) sont isomorphes. 

5. Soient T, $ des représentations de dimension finie du groupe 
G. En règle générale dim Hom (T7, S) dim Hom (S, T7). ([nd:i- 
cation: envisager en guise de 7 ou S une somme semi-directe de 
représentations irréductibles.) 


CHAPITRE II 


REPRÉSENTATIONS DES GROUPES FINIS 


$ 1. Théorèmes fondamentaux de la théorie des représentations 
des groupes finis *) 


1.1. Moyenne invariante sur un groupe fini. Soient G un groupe 
d'ordre N,g, =eet g:, ..., gN tous ses différents éléments. Nous 
allons considérer des fonctions numériques f (g) sur G, i.e. des famil- 
les de N nombres f (g1), ..., f (gx). Soit f une telle famille, et 
h € G, de sorte que h est un des éléments g,, . .., g,. La fonction 
f\ définie par la formule 


În (eg) = f (gh) (1.1.1a) 


est dite translatée à droite par h de la fonction f. D'une manière analo- 
gue, la fonction f* définie par la formule 


f" (ge) = f (he) (1.1.1b) 


est dite translatée à gauche par h de la fonction f. 

Une des méthodes fondamentales de l'étude des représentations 
d'un groupe fini G fait appel au calcul de la moyenne invariante sur 
G. La moyenne arithmétique des valeurs d’une fonction numérique 
f sur le groupe G d'ordre W s'appelle moyenne invariante de la fonction 
f sur G; on la désigne par M (f), de sorte que, par définition, 


N 
M P=+ S f(ex), (1.1.2a) 
k=1 


ou, dans une notation plus concise, 


M (= D f (8). (1.1.2b) 
On écrit parfois M (f (g)) à la place de M (f). 


J. La moyenne invariante M (f) possède les propriétés suivantes: 
1) M (1) = 1, où le 1 du premier membre est la fonction f = 1 sur G. 
2)MP=M6); 

*) Partout dans ce chapitre, nous ne considérons que les groupes finis et 


leurs représentations de dimension finie, sans le mentionner explicitement à 
chaque fois. 
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A 
fe) = M (h) + M (f2); 
— aM (f), où «a est un nombre; 
ne et M(f") = M (f); 
) = M (f (g)). 

Démonstration. Les propriétés 1) à 5) découlent immé- 
diatement de la définition (1.1.2). Pour démontrer la propriété 6), 
il suffit de remarquer que pour un élément donné h € G, l’ensemble 
Eh, &oh, . . ., gNh coïncide avec G, de sorte que les g.,h, g.h, 
..., £\h sont les mêmes éléments g,, . .., £g,, éventuellement écrits 
dans un ordre différent. Par conséquent 


— 
LE: 
Q 
. 
6 
S 


N N N 
M(n=+ D fa)=+ D f(eh)=+ D f (8) = M (f). 
k=1 k=1 k—1 
On démontre d’une manière analogue que M (f*) = M (f). C'est 
précisément à cause de cette propriété d’invariance de M (f) relati- 
vement aux translations de la fonction f que le nombre M (f) s'appelle 
moyenne invariante. De même que la moyenne invariante d’une 
fonction numérique, on peut introduire les moyennes invariantes des 
fonctions vectorielles et opératoires *) sur un groupe fini. Soit 
z = x (g) une fonction vectorielle sur le groupe G = {g,, g:, ... 

.., &N} à valeurs dans un espace linéaire X donné. Si X est de di- 
mension finie, alors (x); désignera la j-ième coordonnée du vecteur 
x relativement à une base donnée de X. On appelle moyenne invariante 
de la fonction vectorielle x sur le groupe G le vecteur 


N 
M(D=+ Y z (ex). (1.1.3) 


k=1 
On écrit parfois M (x (g)) à la place de M (x). 


IT. La moyenne invariante M (x) possède les propriétés suivantes: 

a) M (c) = c, où le c à gauche est la fonction x (g) = c,et lcaà 
droite est un vecteur qui ne dépend pas de g; 

b) Mn + zx) = M (2) + M (x), où x (8), x (8) EX; 

c) M (ax) = aM (x), où « est un nombre; 

d) M (Az) = AM (x), où À est un opérateur linéaire dans X 
défini pour chaque point de X et indépendant de g; 

e) M (z,) = M (x) et M (7) = M (x), où zx, (g) = z(gh) et 
z" (g) = x (kg); 

f) (M (x)); = M ((x);), où les coordonnées à gauche et à droite sont 
choisies relativement à une même base de X 

Toutes ces propriétés découlent immédiatement de la définition 
(1.1.3) de la moyenne M (x); en particulier, la propriété e) se démon- 


*) Ie. à valeurs dans un espace d'opérateurs. 
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tre comme la propriété 6) dans Ï ; la propriété d) découle des égalités 


N N 
M(41)=7 D) Az(ex) = A (+ Ÿ z(8x)) = 4M (a). 
R=1 


Passons à la moyenne invariante des fonctions opératoires. Par 
la suite, X, Y, Z désigneront des espaces linéaires, L (X) l’ensemble 
de tous les opérateurs linéaires sur X partout définis sur X, L (X, Y) 
l’ensemble de tous les opérateurs linéaires de X dans YŸ, définis en 
chaque point de X. Si X et Ÿ sont de dimension finie, alors e,, ... 

., En €t f1s - - -: fm Sont des bases données de X et Y ; si AE 
€ L(X, Y), alors on désignera toujours par (4),;; les éléments matri- 
ciaux de l'opérateur À relativement aux bases données. Soit À — 
— À (g) une fonction opératoire sur le groupe G = {g,, gs, ... 

.., £x} à valeurs dans L(X, Y). On appelle moyenne invariante de 
la fonction opératoire sur le groupe G l'opérateur 


M (4)=+ s A (&). (11.4) 


k=1 
On écrit parfois M (4 (g)) à la place de M (4). 


III. La moyenne invariante M (A) d'une fonction opératoire À — 
— À (e) À (g) L (X) , possède les propriétés suivantes : 
a’) M (4) = À si À € L(X, Y) ne dépend pas de g 
b') M (4; + Lu = M (41) + M (42), où À; e), A2 (8) € 
EL(X, Y); 
c') M (aA) = a (M (4)), où a est un nombre; 
d') M (BA) = B(M (4)), M (AC) = M (A)C si BEL(Y, 2), 
CEL(Z, X)et Bet C ne dépendent nb de g, A (g) €EL(X, Y); 
ne M (4») = M (4) et M (4°) = M (4), où À, (8) = À (gb) 
et À" (g) = À (hg); 
: f") tr (M (4)) = M (tr (4)) si À (g) E L (X) et X est de dimension 
inie ; 
g') (M (A});x = M ((A);x), où les éléments matriciaux à gauche et 
à droite sont choisis relativement aux mêmes bases de X et Y. 
Démonstration. Les propriétés a’) à d’) se déduisent 
immédiatement de (1.1.4) et de la linéarité des opérateurs B et 
À (£); les propriétés e”’) et g’) se démontrent d’une manière analogue 
aux propriétés 6) dans I et f) dans IT. Enfin, la propriété f’) s'obtient 
des égalités 


N N 
tr(M(4)=tr(+ A(&))=+ S' tr(4 (gx) =M (tr À) 
k=1 i=1 


(voir 1) et 2) de Ï, 2.9, chap. I). 
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1.2. Réductibilité complète des représentations d’un groupe fini.*) 
THÉORÈME 1. Toute représentation d'un groupe fini est équivalente 
à une représentation unitaire. 
Démonstration. Soient 7 une représentation d'un groupe 
fini dans un espace de dimension finie X, et (x, y), un produit scalaire 
n 


dans X, par exemple (x, y), = D Eyn;, n = dim X, où E;, n, sont les 
j=1 


coordonnées des vecteurs z, y € À relativement à une certaine base 
de X. Définissons la forme (zx, y) dans X en posant 


f (e) = (T (g)z, T (8) y (1.2.1) 
(x, y) = M = M\(T (8) z, T (8) yh); (1.2.2) 


la forme (x, y) est un produit scalaire dans X. En effet, (x, y) est bili- 
néaire en vertu des propriétés 1), 4), 5) de la moyenne M (f), de la 
linéarité des opérateurs T (g) et de la bilinéarité de la forme (x, y). 
Ensuite, puisque (x, y), est hermitienne, on a en vertu de 2), Ï, 1 


(y, 2) = M((T (g)y, T(g)z1) = M ((T (g)z, T (8) y)1) = (x: y), 


donc (zx, y) est également hermitienne. Enfin, (T (g) x, T (g) x), > 0, 
car (x, y), est un produit scalaire. D'où l’on tire, à l’aide de 3), I 


(x, z) = M((T (8) x, T (eg) zh) > 0, 


l'égalité ne pouvant ici avoir lieu que lorsque (T7 (g) x, T (g) x), = 
— 0 quel que soit g € G. En posant ici g = e, nous obtenons (x, x), = 
— 0; par conséquent, z = 0. Ainsi (x, x) > 0, et (x, x) = 0 seule- 
ment six = 0. Nous avons donc démontré que (zx, y) est un produit 
scalaire sur X. Pour terminer la démonstration du théorème, remar- 
quons maintenant qu’en vertu de 6) de I, 1.1, et de (1.2.1) et (1.2.2), 
nous avons pour chaque k € G 


(T')z, T(hy) = M(T(&)T()z, T (8e) T (h) y) — 
= M(T (8h) x, T (gh) y) = M G:) = M () = G, y), 


ce qui signifie que 7 est unitaire relativement à (x, y). Notons enfin 
que chaque représentation de dimension finie, équivalente à une re- 
présentation unitaire, est complètement réductible (voir V de 2.8, 
chapitre Î); nous pouvons donc conclure que 


THÉORÈME 2. Toute représentation d'un groupe fini est complè- 
tement réductible. 

Les problèmes fondamentaux de la théorie des représentations 
des groupes finis sont les suivants: 


*) Rappelons que nous considérons dans ce chapitre les representations 
de dimension finie seulement. 
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1. Recherche de toutes les représentations irréductibles d’un 
groupe fini donné. 

2. Décomposition d'une représentation donnée de dimension 
finie d'un groupe fini en ses représentations irréductibles. 

À l'alinéa 1.8 nous verrons que le deuxième problème se résout 
lorsqu'on sait résoudre le premier. Quant à la solution du premier 
problème, elle n’est connue que pour un nombre assez restreint de 
groupes finis. 


1.3. L'espace L° (G); représentations régulières. Désignons par 
L° (G) l’ensemble de toutes les fonctions numériques f (g) sur le grou- 
pe fini G = {g,, ..., g,}. Chaque f (g) est tout simplement une 
famille de N nombres f (g;), f (g:), . .., f (gw). Définissons dans 
L° (G) la somme et le produit par un nombre comme des opérations 
correspondantes sur les fonctions. L* (G) devient alors un espace 
linéaire de dimension NV. Définissons enfin dans L* (G) une forme 
bilinéaire (f,, f.) par la formule 


s 
(Pis 1) = M (fu fs) =-7 D fi(en) fe en. (1.3.1) 


k=i 
Il est facile de voir que la forme (f,, f.) est hermitienne et définie 
positive, donc elle est un produit scalaire dans L* (G). Par consé- 
quent, L* (G), muni des opérations somme, produit par un nombre 
et produit scalaire, est un espace euclidien de dimension NW. 
Définissons maintenant les opérateurs T (g), g € G, en posant 
pour chaque k€ G 
T'R)f=fn, ie. T (h) f (8) = f (gh). (1.3.2) 
Il est évident que T (h) est linéaire. En outre, l’application k — 
— T (h) est une représentation du groupe G; désignons-la par T. 
En effet, pour hk,, A, EG,ona 
T (1) T (he) f (8) = T (a) (T (he) f (8)) = T (ui) O (gh2)) = 
= f ((ghu) he) = f (g Gaihe)) = T (huh) f (8) 
et évidemment 7 (e) f (g) = Î (g). Cette représentation est unitaire. 
En effet, en posant f = f,f., nous aurons en vertu de 6) de Ï, 1.1 : 


(T Gifs TR) fe) = M Grnfen) = Mn =MD= 
=M (fifo) = (Fifa). 


La représentation unitaire 7 construite dans L? (G) s'appelle repré- 
sentation régulière à droite du groupe G. On définit d'une manière 


analogue la représentation régulière à gauche T du groupe G dans 
L? (G) à l’aide de la formule] 


T'nf (g) = f (h”!g). (1.3.3) 
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La représentation T est unitaire; cela découle de l’invariance à 
gauche de la moyenne M (f) (voir (1.1.1b) et 6), I, 1.1). 


I. Les représentations régulières à droite et à gauche sont unitaire- 
ment équivalentes. 
Démonstration. Faisons correspondre à chaque fonction 


fEL*°(G) la fonction 
jf (8) = f (g). (1.3.4) 


L'opérateur W : f — f” est évidemment linéaire. En outre, il découle 
de (1.3.4) que 
W° = 1 


et donc W applique L* (G) sur L* (G). D'autre part, en vertu de 7) 
de I, 1.1, pour f,f, EL‘ (G)ona 


(W, Wi)=(", 1)=M(f (8) f1@)= M (f (8) hi (@)=(f, fs), 
donc W est unitaire. Enfin 
(WT (h) f) (eg) = (WP) (gh) = f (g”'h}, 
(TG) WN (e) = T @)f' (e) = TU) f (ge?) = f (he) = 
= f (g7h), 
d’où l’on tire WT (h) = T (h) W, i.e. W applique T7 (h) sur T (h). 


1.4. Relations d’orthogonalité. En vertu du théorème 1 de 1.2, 
toute représentation 7 du groupe fini G est équivalente à une repré- 
sentation unitaire. Par conséquent, nous pouvons admettre, et nous 
admettrons par la suite, que l’espace X de cette représentation est 
déjà muni du produit scalaire (x, y) relativement auquel 7 est uni- 
taire. En outre, nous supposerons par la suite que les t;, (g) sont les 
éléments matriciaux de la représentation relativement à une base 
orthonormée dans X pour la forme (x, y), de sorte que la matrice 
t (g) de la représentation 7 est unitaire (voir III, 2.8, chap. Î). 


THÉORBME 1. Soient T! et T° deux représentations irréductibles 
d’un groupe fini G, et t} (g), tx (g) leurs éléments matriciaux. Alors 


(th (g), t20(8)=0 si T' LITE (1.4.1) 
0 ij#poukzÆa, 


Â/n, si j— pet k—g, (ee) 


(Lx (&), épa (8) = 


où n, est la dimension de la représentation T' et ( , ) le produit scalaire 
dans L* (G). 

Démonstration. Soient X et Ÿ les espaces des représenta- 
tions 7! et T°, et supposons que BE L(Y, X). Posons À (g) — 
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1 


= T'(g) BT* (87) et 


C = M (A (@)) = M (T! (e) BT® (g-1)). K1.4.3) 
Il est clair que CE L(Y, X). En outre 
T'(h) C = CT“ (h). (1.4.4) 


En effet, en vertu des propriétés d’) et £f’) de III, 1.1, on a 
T'(h)C = T'(h) M (4 (g)) = M (T° (h) À (eg) T° (7) T° ()) = 
= M (T° () T° (g) BT* (g*) T° (h”)) T° (h) = 
= M (T° (he) BT* (hg)") T° (h) = M (A (hg)) T° (h) = 
— M (4 (g)) T° () = CT* (h). 
Supposons que 7! et T° ne sont pas équivalentes; en appliquant à 


(1.4.4) le lemme de Schur (voir 2.2, chap. Î) nous voyons que C = 0, 
1.e. 
M (T! (g) BT* (g”!)) = 0 pour chaque BE L(Y, X). 
(1.4.5) 


En passant dans (1.4.5) aux éléments matriciaux et en nous ser- 
vant de la propriété g’) de III, 1.1, nous obtenons 


MS D Eu (8) bu Ep (#9) = 0, (1.4.6) 


j=d sm; p=i,..n 
quels que soient les b,.. Choisissons 


; { pour —# et v=q, 
HV | 0 dans les autres cas. 
Alors (1.4.6) prend la forme 


M (tin (8) tar (8°?)) = 0. (1.4.7) 


Mais t3(g!)=tia(g) (voir (2.8.7) chap. I) de sorte que (1.4.7) 
coïncide avec l'égalité 


M (tin (8) ta (&)) = 0. 


Par définition du produit scalaire dans L* (G) (voir (1.3.1)), cette 
dernière relation se réduit à (1.4.1). La relation (1.4.4) est satisfaite, 
en particulier, pour 7° = T!, Y — X. Elle prend alors la forme 
T'(h) C = CT'(h), i.e. C est permutable à tous les T!(g). En 
vertu du lemme 2 de 2.2, chapitre Ï, on peut en tirer que C = À, 
où À est un nombre. 
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Calculons À. Remarquons pour cela qu’en vertu de g’) et a‘), 
III, 1.1 et de 5), I, 2.9, chapitre I, 


trC=tr M(T" (eg) BT' (g”)) = tr M (T° (g) B (T° (g))”*) = 

= M (tr (T° (g) B(T'(8)")) = M (tr B)=trB; 
d'autre part tr C = tr Ai = Àn,, où n, — dim X, et donc À — 
= tr B. D'où l’on tire 


1 
C=(— trB):1. (1.4.8) 
En comparant (1.4.8) avec (1.4.3) lorsque T° = T!, on obtient 
M (T'(@) BT'(g)= (tr B)1 (1.4.9) 
L\ 


quel que soit B € L (X). En passant dans (1.4.9) aux éléments matri- 
ciaux, nous obtenons 


LA 
n, nu ; ; JL bin sl Îi=p, 
M (2 2 tin (8) buvtvp(g))= À (1.4.10) 
0 Si j ÆP 
quels que soient les nombres b,,. Choisissons 


L 1 pour u=#k et v=—g, 
co O0 dans les autres cas. 


Alors (1.4.10) se met sous la forme 
Â/n, si j—p et k=9Q, 


M (tir (g) tar g»= 0 si j-poukzq. 


mais puisque top (g”!) = 1, (@) (g), la relation (1.4.11) se réduit à 
(1.4.2); ceci termine la démonstration du théorème. 

Les formules (1.4.1), (1.4.2) sont appelées relations d’orthogonalité 
d'un groupe fini. 

Soient maintenant T?, T*, ..., T” des représentations irréduc- 
tibles, deux à deux non équivalentes, du groupe G d'ordre W, et 
Ps + - + lim IJeUTS dimensions. En vertu de (1.4.1) et (1.4.2), les 
éléments matriciaux ti, (g), j, v=1,...,nr; k = 1, m, 
de ces représentations forment un système orthogonal dans L° (G) 
et sont donc linéairement indépendants. Par conséquent, elles sont 
en nombre < N. Mais alors on a également m < N. Autrement dit, 
on a le 


(1.4.11) 


CoROLLAIRE 1Â. Le nombre des représentations irréductibles deux à 
deux non équivalentes d’un groupe fini est fini et ne dépasse pas l’ordre 
du groupe. 
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Une famille T!, T°, ..., T” de représentations du groupe G 
s'appelle système complet de représentations irréductibles, si: 

a) les représentations T?, T*, ..., T” sont irréductibles et non 
équivalentes deux à deux; 

b) chaque représentation irréductible du groupe G est équiva- 
lente à une des représentations T!, T*, ..., T" 

En vertu du corollaire 1, on a le 


TH£OREME 2. Si T1, T*, ..., T forment un système complet de 
représentations irréductibles d’un groupe fini G, alors les éléments ma- 
triciaux ER (g) de toutes ces représentations forment un système orthogo- 
nal complet dans L° (G). 

Démonstration. L'orthogonalité de ce système a été 
démontrée ci-dessus (théorème 1); il suffit donc de démontrer qu'il 
est complet. 

Envisageons une représentation régulière à droite 7 du groupe G: 


« 


ses opérateurs sont les opérateurs de translation à droite 
T (h) f (8) = f (eh) (1.4.12) 


(voir (1.3.2)). D’après le théorème 2 de 1.2, cette représentation est 
complètement réductible; par conséquent 


L?(G)=Xi+X:a+... +X,, (1.4.13) 


OÙ Xp, À = 1, ..., p, sont des sous-espaces invariants relativement 


à T tels que la restriction T* de la représentation 7 à chaque X, est 
irréductible. Par conséquent, elle est équivalente à une des repré- 
sentations 71, T*, ..., T”, puisqu'elles forment un système com- 


plet. Supposons que T* est équivalente à la représentation T!, L — 
— l(k). On peut alors choisir une base orthonormée f, (£g), . .. 
. + fn, (g) dans À}, de manière à ce que les éléments matriciaux de 


la représentation 7* relativement à cette base coïncident avec ti (e) 
(voir VII de 2.8, chap. I). D'après (1.4.12) et (2.1.3) du chapitre I, 
cela signifie que 


n1 


fn) = Th) fe (8) = P* (0 f (8)= À 6 (h) f (8). 
En posant ici g = e et f; (e) = c;, nous obtenons 
dy: 
fv (h) = 2 Citiv(h) quel que soit hEG. 
- 


Cela signifie qu’une fonction f; appartenant à une base de X,, et 
donc chaque fonction f de X,, est une combinaison linéaire des fonc- 


tions TE (h). En vertu de la relation L* (G) = X, se Xp 
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(voir (1.4.13)), il en découle que chaque fonction sur L? (G) est une 
combinaison linéaire des fonctions tv, h V=1, ..., ny, L= 
= 1, ..., p; mais cela signifie justement que ti, est une base de 


REMARQUE. En posant 


en (g) = V ra th (@), (1.414 


nous obtenons en vertu de (1.4.1), (1.4.2) et du théorème 2 une base 
orthonormée dans L* (G). 

THÉOREME 3 (théorème de Burnside). L'ordre N d'un groupe est 
égal à la somme des carrés des dimensions des représentations irréductibles 
d'un système complet de représentations de ce groupe: 


N=n+n+... +nn (1.4.15) 


Démonstration. Comme nous l'avons vu ci-dessus, 
dim L°(G) = N. D'autre part, dim L* (G) est égal au nombre des 
éléments de la base 


du, j V=l,...snn k=1Â,..., m (1.4.16) 


Mais pour chaque # fixe, le nombre des fonctions t?,, j, v = 1, 

..., np est égal à ni. Par conséquent, le nombre des éléments ‘de la 
base de L*(G) est égal à n° + ni + ... + nn. Ceci implique 
(1.4.15). 


1.5. Décomposition d’une représentation régulière d’un groupe 
fini en représentations irréductibles. 


THÉOREME 1. Chaque représentation régulière à droite d'un groupe 
fini G se décompose en représentations irréductibles, et chaque représen- 
tation irréductible T* du groupe G est contenue dans la décomposition 
de sa représentation régulière avec multiplicité n, égale à la dimension 
de la représentation 1? 

Démonstration. Soient Ÿ l’ordre du groupe G,et T!, 
..., T7 un système complet de ses représentations irréductibles; 
soient ti, (g) leurs éléments matriciaux. Désignons par M; le sous- 
espace déterminé par les ti, (8), v = 1, ..., na pour des jet k fixes. 
11 découle des relations d’orthogonalité (1.4.1), (1.4.2) que 


M} LM pour jÆj ou kk. 
En outre les }, (g) forment une base dans L* (G) (voir le théorème 2 
de 1.4). Par conséquent 


m 1k 
L? (G= E D ® Mi. (1 54) 


{ 3=1 
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Chaque M° est invariant relativement à la représentation régulière 
à droite 7 du groupe G. En effet, les ti, (g)},v=1,..., nx, pour 
ket j fixes, forment une base dans M}, et en vertu de (2.1.6), chapitre 
[, on a 


TR ni 
T Oh) (9) = 1h (6h) = 25 Bu (8) Eur (A) = À Euv (Re) Bu (8). (1.5.2) 


Mais cela signifie que T (h) Li, (g) est une combinaison linéaire des 
fonctions EM (g), n= 1, ..., Ar, et donc T(h) ti, (g)E Mi. 
Désignons par T° la restriction de T à M5. En multipliant main- 


tenant (1.5.2) par V »: et en prenant en considération les formules 
(1.4.14) nous obtenons 


| A 
T (he, =T (h) e = X tv (R) ei. (1.5.3) 
Mais eu u = 1, ..., n,, est une base orthonormée dans M? (voir 


la remarque dans 1.4); par conséquent d’après (1.5.3) les éléments 
matriciaux 7°* relativement à la base jus u — 1,..., ny, Coïn- 
cident avec li (h). On en déduit que 7 est équivalent à T*. Ainsi 


la restriction de 7 à chaque Mi, j — 1, ..., ny, est équivalente à 
T, et cela signifie justement, en vertu de (1.5.1), que 7“ est contenu 
dans la représentation régulière T avec multiplicité n. 


REMARQUE 1. Un théorème analogue est vérifié pour les représen- 
tations régulières à gauche. Nous laissons les détails de la démons- 
tration au lecteur. 


REMARQUE 2. La décomposition (1.5.1), et donc la décomposition 
d'une représentation régulière en représentations irréductibles, dé- 


pend du choix des éléments matriciaux #5, (g), i.e. du choix de la 
base orthonormée de l’espace X, de la représentation irréductible 
T", k —1,2,..., m; par conséquent, cette décomposition n’est 
pas uniquement déterminée (sauf dans le cas n; = 1). On rencontre 
une situation analogue lorsqu'on décompose en représentations irré- 
ductibles une représentation quelconque d’un groupe donné, dans le 
cas où cette décomposition contient des représentations irréductibles 
de multiplicité >1 (voir plus bas III, 1.8). 


REMARQUE 3. Pour trouver un système complet de représentations 
irréductibles d’un groupe fini donné G, on est naturellement amené 
à essayer de décomposer ses représentations régulières en représenta- 
tions irréductibles, puisque toutes les représentations du système 
complet sont contenues dans cette dernière décomposition. Pourtant, 
il n'existe pas encore de méthodes générales pour obtenir une telle 


6—0883 
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décomposition, à moins que les éléments matriciaux des décomposi- 
tions irréductibles du groupe G, et donc ces représentations irréducti- 
bles elles-mêmes, ne soient connus a priori. Pour calculer effective 
ment cette décomposition par la méthode du théorème 1, les éléments 
matriciaux doivent être connus au préalable. 


1.6. Egalité de Parceval et formule de Plancherel. D'après la 
remarque de 1.4, les fonctions 
ei (8) = V'ra ti (8) (1.6.1 
forment une base orthonormée dans L*(G). Par conséquent, toute 
fonction f (g) vérifie 


m "Mk 


G h= > à IG, ei) 2. (1.6.2) 


R=1 1: V— 


Mais en vertu de (1.6.1)on a 


(f, ex) EE Vra (7, iv), 


et donc (1.6.2) s’écrit sous la forme 


m TR 
GD= 2 Ziml( EP, (1.6.3)! 


où les 1;, (g) sont les éléments matriciaux du système complet des 
représentations irréductibles du groupe G, et », est la dimension de 
ces représentations. Les nombres (f, t},) sont appelés coefficients de 


+ 


Fourier de la fonction f relativement à Lis et la formule (1.6.2) — 
égalité de Parceval du groupe G. | 

Le lecteur familiarisé avec la théorie des séries de Fourier, re- 
marquera une analogie évidente avec les formules de cette théorie. 
Nous verrons plus loin (chapitre IV) qu’en réalité les formules de la 
théorie des séries, tout aussi bien que la formule (1.6.3), sont des cas 
particuliers de formules générales de la théorie de la représentation 
des groupes. 

Soit T** (g) l'opérateur adjoint à T" (g) relativement au produit 
scalaire pour lequel T* est unitaire. Posons 


N 
T# (= M (f (@)) T*(@)) = D f (ex) T'*(g). (1.6.4) 


k=1 
La fonction opératoire T* (f) de l'indice k définie par la formule 
(1.6.4) est appelée transformée de Fourier de la fonction f. 

Soient t}, (g) les éléments matriciaux de l'opérateur T* (£) 


à " , k } h 
relativement à une base orthonormée e,, ..., En, ; tj, (g) sont alors 
les éléments matriciaux de l'opérateur T** (g) relativement à cette 
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même base. D'où l'on tire, à l’aide de (1.6.4), que 


bise tn,1) 


(tie) tn) 


est la matrice de l'opérateur T* (f) relativement à la base ex, ... 
-« €n,. Par conséquent *) 
TR 
tr (TD T* (= X 
L 


J,V— 


IG HE. (1.6.5) 


En combinant des formules (1.6.5) et (1.6.3), on obtient 


(f, = D natr(T"*(f) T* (f)). (1.6.6) 


k=1 
La formule (1.6.6) s'appelle formule de Plancherel pour un groupe fini. 

1.7. Caractères des représentations d’un groupe fini. 

THÉORÈME 1. Soient T', T°, ..., T" tous les éléments de la famille 
complète des représentations irréductibles d'un groupe fini G, et Le 
is Ko + + +» Am leurs caractères. Alors 

ne 1.7.1 
us = ons s ] — 7... M. (1.7.1) 


Démonstration. En vertu des relations d'orthogonalité 
(1.4.1) et (1.4.2), on a pour k £ j 


Le" 71 nh 71 
NT À EVA 29 kR j 
( x) =(2 lups > y) = > > (laps tv) = 0, 
n=1 v—! pn=1i v=1i 
et pour k = j 
nk nh 
R NT À 
(Xx 4») =( à: lupus > ti) = 
u=i vzi 
np nh nh nn : 
kR k R L 
=> > (Eau Évv) = > (lun lun) = Fr 
n=i v=i u=—1 u=1 


Les formules (1.6.1) s'appellent relations d'orihogonalité pour le 
caractère d’un groupe fini. Il en découle que Xi XX, Sont li- 


néairement indépendants. 


*) En général. si l’on remplace TÀ par une représentation équivalente, 
TR (f) se trouvera changé; la propriété 5) de 1, 2.9, chapitre I, de la trace impli- 
que pourtant que tr (TÀ* (f) TR (f)) reste invariant. 


ç* 
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Soit maintenant 7 une représentation quelconque du groupe G. 
D'après le théorème 2 de 1.2, T est complètement réductible, de sorte 
que 


T=nTHnT +... Lr, Tr, (1.7.9) 


où r; est la multiplicité avec laquelle 7? apparaît dans 7 (ici on peut 
supposer que certains r, sont nuls). En appliquant à (1.6.2) la pro- 
priété de III, 2.9, chapitre I, nous voyons que 


Xr — T1%X1 + Tao + . un TmÂm: (1.7.3) 
D'où l’on tire en vertu de (1.6.1) 


(ur: Ki) = (Mika + Take + eee + FmAmr Xi) = Try (1.7.4) 
Autrement dit: 


I]. Le coefficient de Fourier d’un caractère + de la représentation 
T relativement au caractère y; de la représentation irréductible T° est 
égal à la multiplicité avec laquelle T° apparaît dans la représentation 
1. 

Ainsi, en connaissant les caractères d'un système complet de 
représentations irréductibles, nous pouvons dire quelles représenta- 
tions irréductibles (même si ces représentations elles-mêmes ne nous 
sont pas connues) et avec quelles multiplicités apparaissent dans Ia 
représentation donnée ; qui plus est, la réponse ne dépend pas de la 
méthode de décomposition de cette représentation en représentations 
irréductibles (voir la remarque dans 1.5). 

On peut également déduire de (1.7.1) et (1.7.3) que 


(rs Ar) = HR +... +Tm (1.7.5) 


En particulier, (%r, %r) = 1 si et seulement si chacun des nombres 
r, est égal à 1, tandis que tous les autres r, sont nuls. En vertu de I, 
cela signifie que 7 contient seulement 7”, avec multiplicité 1, et 
ne contient aucun autre 7". Ainsi: 


I]. La représentation T d'un groupe fini est irréductible si et seule- 
ment Si (4r; %r) = 1. 
Indiquons encore un critère d’irréductibilite : 


III. Une représentation T d’un groupe fini dans un espace X est 
irréductible si et seulement si chaque opérateur linéaire B dans X, per- 
mutable à tous les T (g), est multiple de l'opérateur unité. 

Cette assertion découle directement de V, 2.8, chapitre I, et du 
théorème 1, 1.2. 


IV.Si Les caractères y, x’ de deux représentations T, T' d'un groupe 
fini G coïncident, ces représentations sont équivalentes. 
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En effet, %r = %r’ implique, en vertu de (1.6.4), 


(rs A) = (rs UV) = rs 


de sorte que 7” et T contiennent les mêmes représentations irréducti- 
bles T° avec la même multiplicité r;. Donc T° est équivalent à T. 

Désignons par M l’ensemble de toutes les fonctions f (£g) sur G 
constantes sur les classes des éléments conjugués. Soient X,, Æ:, ... 
..., À, toutes ces classes. La fonction f (g) € M peut alors être 
envisagée comme une fonction de ces classes lorsqu'on pose f (X;) — 
= f (g) pour g € K;. Alors chaque fonction f de M est simplement une 
famille de q nombres f (K,), ..., f (Ka). Par conséquent M est un 
sous-espace de dimension q dans L* (G). 


THÉORÈME 2. Les caractères #1, Ye, - - ., Xm d'un Système complet 
de représentations irréductibles, non équivalentes deux à deux, d’un 
groupe fini G forment un système complet orthonormal dans M. 

Démonstration. En vertu de la propriété b}, III, 2.9 du 
chapitre [ et du théorème 1, tous les caractères appartiennent à MW 
et y forment un système orthonormal. Il reste à démontrer que ce 
système est complet dans M. Soit fE M; alors f (h) = f (g”'hg) 
quels que soient g, k € G. Il nous faudrait montrer que f est une com- 
binaison linéaire des caractères #1, ..., Xm- Puisque le système 


des 1}, est complet dans L® (G) (théorème 2, 1.4), on a 


m TR 


f(h)=f(gthg= > À» | ti (g thg), 


R=1J,V= 
où les c;, sont des nombres ; d’où 


m 


TR 
FH=MGR)= 2 D CM (br (g kg), (1.7.6) 


k=1 3j, 


M, étant la moyenne de g sur le groupe G. Mais en vertu des relations 
d’orthogonalité (1.4.1), (1.4.2) et des formules (2.1.4) du chapitre E, 
on a 


TR 
Me (tv (g"hg)) = My C2 Lin (871) £a (k) tv (8)) = 
ñRk 


= 2 tra (h) Ma (En (8) fav (8)) = 


0 Si jÆV, 


TR 
1 k 1 ni. 
7 25 tre) = a (0) St JV. 
p= 
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La formule (1.7.6) se met alors sous la forme 


ñn LE 
fh= > (5 Ec) 1, 
R=1  j=1 


et c’est justement ce qu'il fallait démontrer. 
Le théorème 2 entraîne dim M = m; d’autre part nous avons vu 
ci-dessus que dim M = q. Donc m = q. Autrement dit, on a le 


THEOREME 3. Un système complet de représentations irréductibles 
d'un groupe fini contient un nombre de représentations égal à celui de 
classes d'éléments conjugués dans ce groupe. 


1.8. Décomposition d’une représentation donnée d’un 71 in ge fini 
en représentations irréductibles. Soient G un groupe fini, 7”, ..., 17 
son système complet de représentations irréductibles ; nu, su 
leurs dimensions, ti, (g) les éléments matriciaux des représentations 
T*, k—=1,..., m. Indiquons une méthode permettant de décom- 
poser en représentations irréductibles une représentation donnée T 
du groupe G. Cette méthode est appliquable lorsque les t}, (g) sont 
connus. 

Soit X l’espace de la représentation 7. Comme toujours (théorè- 
me 14, 1.2), nous supposons que 7 est unitaire. Définissons les opé- 


rateurs P°, dans X en posant 


Piy=nM (tv (g) T (g)). (1.8.1) 
I. Les opérateurs Pi, possèdent les propriétés suivantes : 
Th 
T (h) Pi, = 2 to; (R) Pin, (1.8.2a) 
PiuT m= à by (R) Pi (1.8.2b) 


quel que soit hÇG; 


O si k’=Æk ou lu, 
PhPk = | P}, si ss et l=u, (1.8.3) 
(Pi)* = Pi; ; (1.8.4) 
en particulier 
: 0 si kæÆkouuzÆ}ÿ, 
.. k er 
PiPu = Pi, si k'=k et u=}j, des) 


(Pi)* = P;.. (1.8.6) 
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Démonstration. En attirant (1.8.1), la propriété III de 


la moyenne invariante (1.4.1) et la relation th, (R1) = 3h) (voir 
(2.8.7), chapitre I), on obtient 


T (h) Pin = naT (h) M (tu (g) T (g)) = 
=n,M (th (8) T (h)T (g)) = 
=nM (ti (e) T (he) =niM ( (h°'g) T (g)) = 


ny RE 
=n,M (Ÿ di (R71) ou (8) T (g)) = 
n & 


— DE (kr M (Eh (8) T (8)) = DE (k) Pyus 


et (1.8.2a) est démontré. On démontre (1.8.2b) d’une manière ana- 


logue. Ensuite, en vertu de (1.8.2a) et des relations d’orthogonalité 
(1.4.1) et (1.4.2), on a 


PhP*,=nM (th (e)T (e) Phv=mM (tà 6 @ T (g) Pix) = 
= n,M (t} (g) > tqu (8) Pas) = rx D) (aus 1h) Pi = 


0 si k Æk où Zu, 
nat, 1) P= Ph si k'=k et l=u, 


mais cela coïncide avec (1.8.3). Pour démontrer la propriété (1.8.4), 


remarquons que 7 est unitaire, de sorte que (T (g))* = T (g-!) et 
donc 


N 
Pt = M (ie) T = (FX BG) T (6) = 


vai 
N 


: 
2 5 Ge) (TG = D É (g51) T (851) = 


v=ti 


N 
= 2 # 5 (£v) T (eg) = Pi. 


Les relations (1.8.5) et (1.8.6) se déduisent de ts et (1.8.4). 
Posons maintenant 


Xi = Pix; (1.8.7) 
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il est évident que les X° sont des sous-espaces de X. I] n’est pas exclu 


ici que certains X! soient nuls; cela signifie que les P;; corres- 
pondants le sont aussi. 


IT. Les sous-espaces X° possèdent les propriétés suivantes: 


XF 1XE si k'Æk ou j' Æ)j (1.8.8) 
Li 
ex X, (1.8.9) 
2 Ve 
PiaXv =(0) si k'ZÆk où pv, (1.8.10) 


P°, sont des applications isométriques de X, sur X5. (1.8.11) 


Démonstration. On déduit de (1.8.5) et (1.8.6) que les 
P;; sont des projecteurs orthogonaux appliquant en vertu de (1.8.7) 
l’espace X sur X° ; d’où l’on tire Ée 8.8). Démontrons (1.8.9). Posons 


Y — Ÿ À @ X;, (1.8.12) 


R=—. 1 j= 
et supposons que Ÿ = X. Alors il existe dans X un vecteur x, — 0 
orthogonal à Ÿ et par conséquent à chacun des X° (voir VIII, 2.8, 


chapitre [). En vertu de (1.8.7) cela signifie que x, 1 Pix quel que 
soit x € À, de sorte de a fortiori, f (g) = (xzo, T (g) x) = 0. En 
effet, nous avons (voir (1.8.1)) 


O0 = (x, Pix) = = (20, RM (6 (Ce) T (g) z)) — 


= Ni (20 + N s ti tn (&u) T (gu) 2) = Te 


=! 
N 
ñk k k 
= TS 4h (eu) (ro T (gu) 2) = ra (Er f) (1.8.13) 
u=i 
pour tous les j, v = 1, ..., n,; k — 1, ..., m. Mais les fonctions 


t, forment une base dans L° (G) (théorème 2 de 1.4). Ceci étant, 
(1.8.13) entraîne 
O0 = f(g) = (xo, T (g) zx) pour tous les EX, gE€G. 

(1.8.14) 

En posant g = e, x = x, dans (1.8.14), nous obtenons (xs, xo) = 0, 

ce qui est impossible si x, 0. Ainsi Ÿ = X; d’après (1.8.12) 

cette dernière égalité coïncide avec (1.8.9). Pour démontrer la pro- 

priété (1.8.10), notons que l’on a en vertu de (1.8.3) 


Pi,XY = PP X = (0) si k'Æk ou uv. 


$ 1] THÉOREMES DE LA THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS 89 


Remarquons maintenant que, d’après (1. 8.3), PS est l'identité 


sur Xi. En effet, xEX° entraîne z=Piy, yCX; Pix—z. Dé- 
montrons enfin la propriété (1.8.11): dns (1. 8.7), On a z— 


= Prs, zCEX et donc P;; (x) = (PË)2x = Phz; =. Soit mainte- 
nant zEX,, de sorte que z= Pur. Alors d’après (1.8.3) 
Pur = PiPuurz = PiPiit € Xh. 

Donc 

Pix ex. (1.8.15} 
En appliquant aux deux membres de (1.8.5) l'opérateur P;; et en 
nous servant à nouveau de (1.8.3) et (1.8.5), nous obtenons 

Xi=Puli=PiPXi ce PiXi ec XI, 

ce qui entraîne PusXi = Xù. En échangeant le rôle de LU et }j, 
nous obtiendrons P5,X; = X°, i.e. P;, applique X* sur X5.Suppo- 


sons maintenant que x, yEXS. Alors Put = z, et en vertu de 
(1.8.4) et (1.8.3) on a 


(Pix, Puy) 7 ((Piu)* Put, y) — (Ph Pour, y) TT (Put y) Fe (z, y). 


Ceci démontre que P;,: XX est une application isométrique, 
et donc bijective. 
On déduit de la propriété (1.8.11) déjà démontrée 


dim x: — dim Xi quels que soient u, j—1, ...,n,. (1.8.16) 


Nous pouvons maintenant aborder le calcul des représentations ir- 
réductibles en lesquelles se décompose la représentation T. Posons 
tout d’abord 


nh 
= D @X;, (1.8.17) 
j=1 
(1.8.9) nous permet d'écrire 
2; @Y"=X. (1.8.18) 


Choisissons dans un des X° *), par exemple dans X*, une base 
orthonormée er, er, Ne Ce où r,—=dim X! — dim X;, j=1, 
-.s lp, et posons 


ei = Pre, k—=1,...,m, V, j—=1,...,rx  (1.8.19} 


*) X ; peut être effectivement construit si l’on remarque que X° est l’en- 


semble de toutes les combinaisons linéaires possibles cu P5if +... + anPifne 
OÙ fy, + - +, fn est une base quelconque de X. 
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En vertu de (1.8.11) 


k k 
Esvr Envr ces ETEV 


est une base orthonormée dans X5, et la relation (1.8.8) implique que 
ev L eve si k'ZÆk, ou j ji, ou v'Æv. (1.8.20) 
En particulier, 
k  _k k 
Css Cas cs En, (1.8.21) 


est un système orthonormal:; soit Y le sous-espace déterminé par le 


système (1.8.21), de sorte que ce système est une base dans Yi. On 
obtient de (1.8.17) et (1.8.18) 


Yh= Ÿ @Y!, (1.8.22) 


X= Y Ye ri. (1.8.23) 


III. Chague Ÿ est invariant relativement à T et la restriction de la 
représentation T à Y* est irréductible et équivalente à T*. Par consé- 
quent, la formule (1.8.23) donne une décomposition de la représentation 
T du groupe G en ses sous-représentations irréductibles T*, la multiplicité 
avec laquelle chaque T* apparaît dans T coïncidant avec dim XF. 

Démonstration. En vertu de (1.8.19) et (1.8.20), pour 
des indices j et À donnés, nous avons 


"R ñk 
3 ,k R 
T (g) CE =T (g) Pier, FT 2 bu (g) Psie, Tr 2 lvu (8) ein E Yi. 
Cela signifie que Y° est invariant relativement à T et que les éléments 
matriciaux de la restriction de la représentation T à Y, relative- 
ment à la base (1.8.21) de Y*, coïncident avec 1%, (g), i.e. que cette 
restriction est équivalente à la représentation T* ; elle est donc irré- 
ductible. Il découle de (1.8.23) que la multiplicité de T* dans T 
coïncide avec r, = dim X3. Si certains Xi sont nuls, alors r; = 0 
et les T* correspondants ne sont pas contenus dans T. 
La décomposition (1.8.23) dépend du choix de la base e*,, ... 
., € dans À? (ainsi que du choix des éléments matriciaux 
1%, (g), i.e. du choix de la base dans l'espace X, de la représentation 
T*) et donc en général elle n’est pas déterminée de façon unique 
(voir la remarque 2 dans 1.5). 
D'autre part, la restriction de T à Y* est multiple de la repré- 


sentation 7°, avec multiplicité r,, donc la formule (1.8.18) nous 
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donne une décomposition de la représentation T en représentations 
non équivalentes deux à deux et multiples de représentations irré- 
ductibles. 


IV. La décomposition de la représentation d'un groupe fini G en 
représentations non équivalentes deux à deux et multiples de représen- 
lations irréductibles, est unique. 

Démonstration. Posons 


TR 
Ph = Ÿ Pi. (1.8.24) 


j=i 


En vertu de (1.8.5), P*# est un projecteur, tandis qu’en vertu de 
(1.8.16) et (1.8.17) 


Y* = P*X. (1.8.25) 


P*, et donc Y*, ne dépend pas du choix des t* (g). En effet, prenant 


en considération (1.8.1) et la définition du caractère (2.9.3), chapi- 
tre Ï on obtient 


LT PSS 
Ph= S rM (ti; (g) T (g)) = 


= 
TR —— —_—_—— 
= n,M (2 (8) T(g))=naM (xr(g) T'(g)).  (1-8.26) 


Cette dernière expression ne dépend pas du choix des 15, (g), puis- 
que Yr (£) n’en dépend pas (voir 2.9, chap. Î). 

Soit maintenant Z un sous-espace invariant relativement à T, 
sur lequel la restriction S de la représentation T est irréductible et 
équivalente à T*, et soit f1, . . ., fn, une base orthonormée dans Z, 


pour laquelle les éléments matriciaux de la représentation S coin- 
cident avec t;, (g), de sorte que 


TR 
S(@f= À ti (e) fr (18.27) 
Montrons que 


Er V — 1; ._. .) UTE (1.8.28) 


il suffit pour cela d'établir l'égalité P*f, = f,. Cette dernière décou- 
le, en vertu de (1.8.26), (1.8.27) et des relations d'orthogonalité 
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(1.4.2), de la chaîne d'’égalités suivante: 
—— Sr 
P'f,= ru M (ur (8) T (g)) fs = ra M (à tu (8) X 


TR 
XT(g)fs)= nM( © tuule) tiv (8) 13) = 
j,U=1 
TR 
= Th | > (v tin) Î; = DR (thv thv) LE — Î.- 
J, U=1 


On déduit de (1.8.28), que Ze Y*. 
Soit maintenant 


m 5k 
X= SN @Z, Zt= S @Z;, (1.8.29) 
R=1 j=1 


où les Z* sont invariants relativement à T et la restriction de la re- 
présentation 7 à Z# est équivalente à T*. Mais nous venons de démon- 
trer que Z* © Y*, donc 


Z:= Y @eZic rt. (1.8.30) 


Or la multiplicité avec laquelle T* apparaît dans 7 ne dépend pas 
de la méthode de décomposition (voir I, 1.7); donc s, = n3. D'ici 
et de (1.8.29), (1.8.17) on tire: 


dim Z* = nyr, = dim Y*, 


et, par conséquent, l'inclusion (1.8.30) est en réalité l'égalité Z* — 
— ÿY#; ce qui démontre la proposition IV. 


EXEMPLES ET EXERCICES 
. Décomposer la représentation régulier rou en repré- 
1. Décomposer 1 tatio lière du e Ss e 
sentations irréductibles. 
2. Démontrer que la dimension d’une représentation irréductible 
q 
un groupe fini est un diviseur de l'ordre du groupe. 
d’ groupe f t d de l’ordre d 
3. Démontrer que tout groupe d'ordre p*° est commutatif, si 
D 
est un nombre premier. 


$ 2. Algèbre de groupe d’un groupe fini 


2.1. Notions fondamentales de la théorie des algèbres. Un en- 
semble À s'appelle algèbre si 
1) À est un espace linéaire ; 
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2) À est muni d’une opération de produit ab (définie sur chaque 
couple d'éléments a, b € À) qui satisfait aux conditions suivantes: 


ab € À, (2.1.1) 
a(b+c) = ab + ac, (2.1.2) 
(a + b)c = ac + bc, (2.1.3) 
a (ab) = a (ab) = (aa) b (2.1.4) 


pour tous les a, b, c € À et tout nombre «. 

L’algèbre À est dite réelle si À est un espace linéaire réel ; elle 
est dite complexe si À est un espace linéaire complexe. Dans le premier 
cas le nombre & dans la condition (2.1.4) est un nombre réel quelcon- 
que, dans le deuxième cas il est complexe. L’algèbre À est dite 
de dimension finie si l’espace linéaire À l’est. 

Un sous-ensemble B de l’algèbre À s'appelle sous-algèbre si: 

1) B est un sous-espace linéaire de l’espace linéaire À; 

2) b,, b3 € B entraîne b,b, € B. 

Autrement dit, B doit être une algèbre pour les opérations indui- 
tes de l’algèbre À. Une sous-algèbre d’une algèbre À sera appelée 
plus brièvement sous-algèbre de À. Il est évident que l'intersection 
d'un nombre quelconque de sous-algèbres de A est également une sous- 
algèbre de A. En particulier, l'intersection de toutes les sous-algèbres 
de À qui contiennent un ensemble donné S & B est la sous-algèbre 
minimale de À qui contient S. On l'appelle sous-algèbre de À engendrée 
par l’ensemble S, et on la note À (S). 

L'ensemble 7, de l’algèbre À est appelé son idéal à gauche si: 

a) Z, est un sous-espace de l’espace linéaire À ; 

b) af, € I, pour chaque a € À. 

On définit d’une manière analogue l'idéal à droite T,. Un ensemble 
I de l’algèbre À s'appelle idéal bilatère si Z est à la fois un idéal à 
gauche et à droite. Il est évident que l’ensemble (0), ainsi que l’al- 
gèbre À toute entière, sont des idéaux à gauche et à droite, et donc 
des idéaux bilatères de l’algèbre À ; on les appelle tous les deux idéaux 
impropres. Les idéaux de l’algèbre À qui diffèrent de (0) et de À sont 
appelés idéaux propres. Les idéaux de l'algèbre À seront appelés 
plus brièvement idéaux de A. Il est évident qu’un idéal (à droite, 
à gauche ou bilatère) est également une sous-algèbre. L’algèbre À 
est dite simple si elle ne possède aucun idéal bilatère propre. Un 
idéal à gauche 1, (0) est dit minimal s’il ne contient aucun idéal 
à gauche J, qui diffère de (0) et de Z,, i.e. si (0) Æ he I, signifie 
TI, = 14. Un idéal à gauche 7, À est dit maximal s'il n’est contenu 
dans aucun idéal à gauche différent de À et de Z,. D'une manière 
analogue on définit les idéaux minimaux et maximaux dans le cas 


des idéaux bilatères et des idéaux à droite. 
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Une algèbre À est appelée somme directe des algèbres AÀ,, ... 


., A, et désignée par À, À PRE + Ah Si: 

a) l’espace linéaire À est la somme directe des espaces linéaires 
Ai: +. An; 
b)a=a+at...+a,b=b+b +... +b,,oùa, 
bjEA;, j—=1,...,n, entraînent ab = ab, + abs + ... + 
+ a, b,. 

I] d découle de cette définition que chaque algèbre Ar, j=1,... 


., n, est un idéal bilatère dans À, ne. me Ah. 


EXEMPLES ET EXERCICES 

1. L'ensemble de tous les nombres réels est une algèbre réelle si 
l'on y définit les opérations d'addition, de multiplication par un 
nombre réel et de produit de nombres quelconques &, B € R! comme 
les opérations usuelles sur des nombres réels ; nous désignerons cette 
algèbre par A, pour la distinguer du groupe KR! (voir l’exemple 1, 
1.1, chap. I). On définit d’une manière analogue l'algèbre complexe 
Ai de tous les nombres complexes. 

2. L'ensemble de toutes les suites {æ, . .., &}, &; € R!, pour 
lesquelles on a défini l’addition, la multiplication par un nombre 
réel et le produit comme les opérations correspondantes sur les com- 
posantes est une algèbre réelle que nous désignerons par 4%. Il est 
évident que 


1, 21° na 
= À; + À, + .… + 4, 
où le deuxième membre contient nr termes. On définit d’une manière 


analogue l’algèbre complexe A4%, où A4% = Al +... + Ai, le 
deuxième membre contenant nr termes. 

3. L'ensemble de toutes les matrices réelles d'ordre x forme une 
algèbre réelle si l’on définit l’addition, la multiplication par un nom- 
bre réel et le produit comme les opérations correspondantes sur les 
matrices. Cette algèbre sera désignée par À, (nr X n). On définit d’une 
manière analogue l'algèbre À, (n X n) de toutes les matrices com- 
plexes d'ordre n. 

4. Soit À un espace linéaire (complexe ou réel) et # (X) l’ensem- 
ble de tous les opérateurs linéaires dans X (respectivement complexes 
ou réels) partout définis dans X. Définissons dans # (X) les opéra- 
tions d’addition, de multiplication par un nombre et de produit com- 
me les opérations correspondantes sur les opérateurs. Il est évident 
que .4(X) est une algèbre, complexe si X est complexe et réelle si 
X est réel. Pour un vecteur donné x, € X (x9 5 0) l’ensemble 7 
de tous les opérateurs À € # (X) vérifiant la condition Az, — 
est un idéal à gauche de # (X). Démontrer que si X est de dimension 
finie, alors pour chaque idéal à gauche 7, dans # (X) il existe un 
vecteur ro E X tel que Az, = 0, quel que soit À € J.. 
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5. Soit X* l’espace vectoriel réel de dimension trois. Définissons 
dans X* l’addition et la multiplication par un nombre réel comme les 
opérations correspondantes sur les vecteurs, et le produit comme le 
produit vectoriel. Alors X* est une algèbre. 


2.2. Algèbre quotient par un idéal bilatère. Soit À une algèbre, 
I un idéal bilatère de l’algèbre À. Alors Z est également un sous- 


espace linéaire de l’espace linéaire À. Soit À = A/I de sorte que les 
éléments de l’espace quotient À sont les classes a = I + a, où a 


est un représentant de la classe a. Définissons dans À le produit en 
posant 


ab = I + ab pour a€a, bE 6. (2.2.1) 


Cette définition ne dépend pas du choix des représentants a € a, 
b € b. En effet, si par exemple, on a aussi a, €a, alorsa —a€let 
donc ab — ab = (a, — a) b € JT puisque J est un idéal bilatère. Par 
conséquent, ? + ab = I + a;,b — ab + ab = I + ab. On vérifie 
d’une manière analogue que b, b, €b entraîne ab, + I = ab + I. 
On vérifie tout aussi facilement que le produit ab ainsi défini satis- 


fait aux conditions (2.1.1) à (2.1.4), de sorte que À est une algèbre. 
On l'appelle algèbre quotient de l'algèbre A par l'idéal I, et on la 
désigne toujours par À/1. 


2.3. Homomorphisme et isomorphisme d’algèbres. Une applica- 
tion f de l’algèbre À dans l’algèbre B s'appelle hkomomorphisme de 
A dans B si: 

1) f est une application linéaire de l’espace linéaire À dans l’es- 
pace linéaire B; 

2) f (aa) = f (a;) f (a) quels que soient a,, a, € À. 

L'image inverse f-! (0) du zéro O0 de l’algèbre B s'appelle noyau 
de l'homomorphisme f; on le désigne par Ker f. 

Si l’image par f de À dans B coïncide avec B, alors f s'appelle 
homomorphisme de l'algèbre À sur B. Un homomorphisme injectif 
(i.e. bijectif sur l’image f (4) B) s'appelle monomorphisme, et 
isomorphisme si en outre f (A) = B. Les algèbres À et B sont dites 
isomorphes s’il existe un isomorphisme de l'algèbre À sur l’algèbre B. 


I. Si f est un homomorphisme de l'algèbre A dans l'algèbre B, 
alors : 

1) f (A) est une sous-algèbre de B; 

2) f applique chaque sous-algèbre de À sur une sous-algèbre de f (A); 

3) f applique chaque idéal (à gauche, à droite ou bilatère) de À sur 
un idéal de f (A) (respectivement à gauche, à droite ou bilatère); 

4) le noyau Ker f de l’homomorphisme f est un idéal bilatère de À. 

ain f est un monomorphisme si et seulement si Ker f = 
— {0}. 
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La démonstration de cette proposition est très facile, nous la 
laissons au lecteur. 


Un homomorphisme simple peut être construit de la manière 
suivante. Soit À une algèbre, Z un idéal bilatère de À et À = 4/1. 
Désignons par œ l'application qui fait correspondre à chaque élé- 
ment a € À la classe a qui contient a. Par définition même des opé- 
rations dans À, q est un homomorphisme de l'algèbre À sur l'algèbre 


A = A/I; on l'appelle komomorphisme canonique (ou naturel) de l’al- 
gèbre À sur A/I. 


II. Si f est un homomorphisme de l'algèbre A sur l'algèbre B et 
I = Ker f, alors: 

1) B est isomorphe à l'algèbre A/I; 

2) f = vw, où œ est l'homomorphisme canonique de l'algèbre B 
sur l'algèbre A/T, tandis que est l’isomorphisme de l'algèbre A/1 
sur l'algèbre B. 

La démonstration (analogue à celle de la proposition II de 1.6, 
chap. [) est laissée au lecteur. 


2.4. Algèbres associatives. Une algèbre À est dite associative si 
(ab) c = a (bc) quels que soient a, b,cE À (2.4.1) 


et non associative dans le cas contraire. Ainsi les algèbres dans les 
exemples 1 à 4 de 2.1 sont associatives, tandis que l'algèbre de 
l'exemple 5 ne l’est pas. Tous les résultats des alinéas 2.1 à 2.3 sont 
vrais aussi bien pour des algèbres associatives que non associatives. 
Néanmoins, dans la suite de ce paragraphe, nous allons supposer que 
les algèbres considérées sont associatives, et le terme algèbre, sauf 
mention du contraire, signifiera algèbre associative *). 

En vertu de l'associativité, le produit aia>.. - An € À est défini 
d’une manière unique. Si en particulier A == ne an =" 0, 
on appelle ce produit puissance n-ième de |” élément a et on le note a” 
On déduit facilement de (2.4.1) que 


aan — am, (2.4.9) 


L'élément e de l’algèbre À s'appelle élément neutre (ou unité) si ea — 
— ae = a quel que soit a € À. L'algèbre À s'appelle algèbre unitaire 
si elle possède l’élément neutre. On vérifie facilement (en raisonnant 
comme dans la note au bas de la page 9) que l'élément neutre est uni- 
que, si toutefois il existe. Deux éléments a, b de l'algèbre À sont 
dits permutables si ab — ba. L’algèbre À est commutative si chaque 
couple de ses éléments est permutable, de sorte que ab = ba quels 
que soient a, b € A. L'ensemble de tous les éléments de l’algèbre À 


*) Une classe importante d’algèbres non associatives sera considérée dans 
les chapitres IX, 
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qui sont permutables avec chaque élément de À s’appelle centre de 
l'algèbre À ; on le désigne Z (4). Il est évident que Z (4) est une sous- 


algèbre commutative de À qui coïncide avec À si et seulement si À 
est elle-même commutative. 


2.5. Algèbres à involution. Une application «a —+a* d’une algè- 
bre À dans À s’appelle involution si 


1) a**—a, 


2) (&œa)° — aa (si À est une algèbre réelle, alors &«€R et donc 
a=a@), 

3) (a + b}* = a* + b*, 

4) (ab}* — b*a* 
quels que soient a, b € À et le nombre «. 

Une involution est dite non dégénérée si en outre 

5) a*a = 0 entraîne a = 0. 

Ï1 découle de la propriété 1) que l'involution a — a* est une ap- 
plication de l'algèbre À sur À, et de la propriété 2) que 0* = 0. 
L'algèbre À est dite symétrique si elle possède une involution. Soit 


A une algèbre symétrique. Un élément a € À s'appelle hermitien si 
a* — a. 


I. Tout élément a € À peut être mis d'une manière et d’une seule 
sous la forme 
a —= dj + id, (2.5.1) 
où a;, a, sont des éléments hermitiens de À. 
En effet, on déduit de (2.5.1) et des propriétés 2) et 3) que a* — 
= 4 — id, et donc 
M=(a+e*), = 


(a—a*). (2.5.2) 


Par conséquent, si (2.5.1) est vérifié, alors a, et a. sont déterminés 
de manière unique; inversement, pour chaque a € À les formules 


(4.5.2) définissent les éléments hermitiens a,, a, € À pour lesquels 
on a (2.5 1). 


II. Pour tout a € À l'élément a*a est hermitien. 
_ En effet, en vertu de 1) et 5), on a (a*a)* = a*a** — a*a. 


III. Si une algèbre symétrique A contient l'élément neutre e, cet 
élément e est hermitien. 


L’assertion découle de IÏ et de la relation e* — e*e. Dans les 
propositions IV et V nous supposerons que À est une algèbre symétri- 


que à involution non dégénérée. 


IV. Si a est un élément hermitien de À et a° = 0, alors a = (. 


En effet, on a a*a = a° = 0, et il reste à appliquer la propriété 
5) de l’involution. 


1—0883 
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V. Si Ti est un idéal à gauche de À et 


Lili = (0), .5.3 

alors I, = (0). ve ne 
Soit a € Ji. Alors on a également a*a € I, et l’on déduit de 
(4.5.3) que (a*a)* = 0. Mais alors a*a — 0 puisque a*a est hermitien 
(voir [1 et IV); par conséquent a — 0 en vertu de la propriété 5) 
de l’involution. Ainsi chaque élément a de J, est nul, i.e. 7, = (0). 


2.6. Représentations des algèbres. Soit À une algèbre, X un espace 
linéaire complexe non nul. On appelle représentation de l'algèbre A 
dans l’espace X l'application qui fait correspondre à chaque élément 
a € À l'opérateur linéaire T (a) dans l’espace X, de manière à avoir 

1) T (aa) = aT (a), 

2) T(a + @e) = T (&) + T (a), 

3) T (aias) — T (a) T (a), 

4) T (e) = 1 si À est une algèbre avec l’élément neutre e, quels 
que soient a, a,, a. € À et le nombre «. 

L'espace X s’appelle espace de la représentation, et les opérateurs 
T (a) opérateurs de la représentation. Les propriétés 1) à 4) signifient 
que l'application T : a — T (a) est un homomorphisme de l'algèbre 
A dans l'algèbre À (X) (voir l’exemple 4 de 2.1), vérifiant la condi- 
tion 4) si À est une algèbre unitaire. Toutes les notions fondamenta- 
les et les propositions de la théorie des représentations des groupes 
exposées dans 2.1, 2.2, 2.4 à 2.6 du chapitre [, en particulier les no- 
tions d’irréductibilité et d'équivalence, les lemmes 1 et 2 de 2.2, et 
leurs corollaires se généralisent naturellement aux représentations 
des algèbres ; les détails sont laissés au lecteur. On obtient un exem- 
ple important de représentation T de l’algèbre À en prenant en guise 
de X l’espace linéaire À et en définissant T (a) par la formule 


T (a) x = ax pour tous les a, x € À, (2.6.1) 


de sorte que 7 (a) est tout simplement l’opérateur de multiplication 
à gauche par a. Il découle des propriétés (2.1.1) à (2.1.4) de l’algèbre 
À et de la propriété d’associativité que les conditions 1) à 4) sont 
satisfaites et donc T est une représentation. (Cette représentation 
s’appelle représentation régulière à gauche de l'algèbre À. 


I. Un sous-espace M © À est invariant relativement à une repré- 
sentation régulière à gauche de l'algèbre À si et seulemevt si M est un 
idéal à gauche de À. 

Cette assertion se déduit immédiatement de la définition de l'idéal 
à gauche (voir 2.1) et de la représentation régulière à gauche (voir 
(2.6.1)). 


II. La restriction d’une représentation régulière à gauche d'une 
algèbre À à son idéal à gauche I, est irréductible si et seulement si I, 
est un idéal minimal à gauche de À. 
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Cette assertion découle immédiatement de I et des définitions de 
l'idéal minimal à gauche et de la représentation irréductible. 


III. Une représentation régulière à gauche T d'une algèbre de di- 
mension finie À est complètement réductible si et seulement si À est la 
somme directe (comme espace linéaire) de ses idéaux minimaux à gauche : 


A=l1,, + +, (2.6.2) 
et la décomposition de la représentation T en représentations irréduc- 
tibles s'obtient à partir de la décomposition (2.6.2) de l'espace À. 

Cette assertion se déduit immédiatement de IT et de la définition 
de la somme directe de représentations. 

D'après III, le problème de la décomposition d’une représentation 
régulière à gauche d'une algèbre À de dimension finie en représen- 
tations irréductibles est équivalent au problème de la décomposition 
de l’algebre À en somme directe de ses idéaux minimaux. 

Soit maintenant À une algèbre symétrique, À et Ÿ des espaces 
linéaires en dualité relativement à la forme bilinéaire (x, y), x € X, 
y € Y.. Les représentations 7 et S dans les espaces X et Y sont dites 
adjointes entre elles relativement à la forme (x, y) si 


(T (a) x, y) = (x, S (a*) y) quels que soient a € À, 
zEX, yEeEry. (2.6.3) 
En raisonnant comme dans 2.3, nous obtenons: 


I. Si À est une algèbre symétrique, X et Y sont des espaces de dimen- 
sion finie, en dualité relativement à la forme (x, y), alors, pour chaque 
représentation T de l'algèbre À dans X, il existe une représentation S, 
et une seule, de l'algèbre À dans Y , adjointe à T relativement à (x, y), 
et pour un choix approprié des bases e,, . .., e, et f1, . .., fn (n — 
— dim À = dim Ÿ) dans X et Ÿ, les éléments matriciaux de T et S 
relativement à ces bases sont liés par la relation: 


tjr (a) = tr; (a*). (2.6.4) 

Il. Si les représentations T et S de dimension finie de l’algèbre A 

à involution sont adjointes, alors T est irréductible si et seulement si S 
est irréductible. 


Soit à nouveau À une algèbre symétrique, X un espace préhil- 
bertien à produit scalaire (x, y), x, y € X. La représentation T de 
l'algèbre À dans l’espace X est dite symétrique si 

(T (a) x, y) = (x, T (a*) y) quels que soient a € A, x, yE X. 

(2.6.5) 
Si X est euclidien (i.e. préhilbertien de dimension finie) alors (2.6.5) 
signifie que 
T (a*) = (T (a))* pour tout a € À. (2.6.6) 
7% 
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La relation (2.6.4) signifie à son tour que la matrice # (a) de la 
représentation 7 relativement à une base orthonormale de X vérifie 


la relation 
| E (a*) = (E (a)*, (2.6.7 
1.0. 

lin (a*) =t};(a), j k= 1, 2: PRO dim À. (2.6.8) 


III. SiT est une représentation symétrique d’une algèbre symétrique 
À dans l’espace euclidien X, et M est un sous-espace de X, invariant 
relativement à T, alors M1 est également invariant relativement à T. 

Démonstration. Soient x € M, y € M1. Alors on a éga- 
lement 7 (a*)xz E M puisque M est invariant relativement à T. 
Par conséquent, T (a*) x 1 y, i.e. (voir (2.6.5)) 


0 = (T (a*) x, y) = (x, T (a) y). (2.6.9) 


Mais (2.6.9) signifie que T (a) y | x quel que soitrE M,i.e. T (a)yE 
€ M. 


IV. Toute représentation symétrique d'une algèbre symétrique dans 
un espace euclidien est complètement réductible. 

La démonstration est analogue à celle de la proposition IX de 
2.8, chapitre I, sauf qu'il faut se servir, à la place de IT, 2.8 , de la 
proposition précédente II. 


2.7. Définition et propriétés principales de l’algèbre de groupe 
d’un groupe fini. Ici et dans la suite de tout ce paragraphe, nous 
allons supposer, sans le dire explicitement, que G est un groupe fini. 
Supposons que G est constitué par m éléments distincts g, Le, : : .; £m- 
Envisageons l’ensemble À, de toutes les sommes formelles a — 

m 


= À a (gx) £x ou, plus brièvement, a — © a (g)g, où les a(g,) 


£ 
sont des nombres complexes quelconques; définissons dans 4: 
l'addition, la multiplication par un nombre et le produit à l’aide 
des formules 


e+è=2 La (g) + b (g)] &, (2.7.1a) 
aa = ÿ aa (g)g, (2.7.1b) 
£ 
ab= D a(g')b(g")g'e" (2.7.1c) 
8”, 8” 


pour a => a (g) g, b = b (g) g. Nous supposons ici a = b seule- 


& 8 
ment dans le cas où a (g) = b (g) ne que soit g € G; en particulier, 
a = 0 seulement lorsque a (g) = 

Il est facile de voir que dans ce u les conditions (2.1.1) à (2.1.4) 
sont satisfaites, de sorte qu'avec les opérations définies par les for- 
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mules (2.7.1) À est effectivement une algèbre; on l’appelle algèbre 
de groupe du groupe G. Nous convenons de ne pas distinguer l’élé- 


ment #, € G et la somme » a (g) g dans laquelle a (g) — 0 lorsque 
£ 


£ Æ £o et a (g0) = 1. Alors les éléments du groupe G seront aussi 
des éléments de l’algèbre 4. 


1. Le produit de g, et g,: € G en tant qu'éléments d'un groupe G 
coïncide avec leur produit en tant qu'éléments de l'algèbre A. 
Cette assertion se déduit directement de (2.7.1c). 


II. L'algèbre de groupe est associative. 

Cette assertion découle directement de l’associativité de la multi- 
plication dans G (voir b) de 1.1, chapitre I), et nous laissons au lecteur 
les détails du raisonnement. 


III. L’algèbre de groupe contient un élément neutre. 
A savoir, l'élément neutre de À, coïncide avec l’élément neutre e 
de G. 


I] est également évident que l'algèbre de groupe est de dimension 


finie et dim Ac — | G |. Définissons maintenant dans l'algèbre de 
groupe À une involution en posant 
(2 a (e) g)=Da(s) gt. (2.7.2) 


Il est tout aussi facile de vérifier que les conditions 1) à 4) de 2.5 
imposées par la définition de l’involution sont alors satisfaites. 


IV. Lorsque l'involution est définie par la formule (2.7.2), l'algèbre 
AG est une algèbre symétrique à involution non dégénérée. 
Démonstration. Les relations (2.7.1), (2.7.2) entraînent 
a*a = 2.4 CLIC ÉT 
et le coefficient (a*a) (e) de g = e dans cette somme s’obtient lors- 
que g” = g”; ainsi 


(a*a) (= D'a(g)a(g)=2la(@F. 
Si a*a — 0, alors (a*a) (g) — 0 quel que soit g, en particulier 
(a*a) (e) = 0, i.e. D (a (g’))° = 0. D'où l'on tire a (g’) = 0 quel 


& 
que soit g’ EG, i.e. a = (0. 
V. Pour chaque a € A,, l'élément 
a'= );g''ag 
8 
appartient au centre Z (A) de l'algèbre A. 
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Démonstration. Pour chaque g,EGona 
80 LE — 2 go £ag£o Fr 2 (££0)"! a (g£0) _ D g”lag — a! 
et donc 
a'g = g'a. (2.7.3) 


En multipliant les deux membres de (2.7.3) par b (g’) et en calculant 
la somme sur g’, nous obtenons ab — ba’ pour chaque bE À,;,et 
donc a" E Z (A). 


Il est évident que la donnée de la somme Ÿ a (g) g est équiva- 


& 
lente à la donnée d'une fonction a — {a(g)} sur le groupe G, où a (g) 
est le coefficient de g dans la somme D a (g) g. Ainsi l'algèbre Ac 


& 

peut également être considérée comme l’ensemble de toutes les fonc- 

tions a = {a (g)} sur G. On déduit alors immédiatement de (2.7.1) 
que 

aa = {aa (g)}, (2.7.4) 

a + b = {a (g) + b (g)}. (2.7.5) 

Pour définir maintenant la règle de multiplication des fonctions sur 

le groupe, il suffit de trouver le coefficient auprès de g dans la for- 


mule (2.7.3). Pour cela, en posant g = g'g” dans (2.7.3) (et donc 
g” = g’”"!g), on écrit cette formule sous la forme 


ab= Ÿ, Da(g')b(g""'g)g. 


8 £' 
D'où l’on tire 
ab= | 2 a(g')b(g""tg8)). (2.7.6) 
Remplaçant ensuite g par g”! dans (2.7.2), on obtient 
a*—= {a (g"!)}. (2.7.7) 


Les formules (2.7.4) à (2.7.6) peuvent s’écrire également sous ]a 
forme 


(œa) (g) = aa (£), (2.7.4) 

(a + b) (g) = a (g) +b(g), (2.7.5°) 
(ab) (g) — > a (g’)b(g'”tg), (2.7.6) 
a* (g)=a(g !). (2.7.7°) 


La fonction (ab) (g) définie par la formule (2.7.6”) s'appelle convolu- 
tion des fonctions a et b. 

Ainsi l'algèbre de groupe À, d’un groupe fini G peut également 
être considérée comme l’ensemble de toutes les fonctions complexes 
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a (z) sur G, dans lequel les opérations d’addition, de multiplication 
par un nombre, de produit et d’involution sont données par les for- 
mules (2.7.4) à (2.7.7’). Par la suite nous nous servirons des deux 
méthodes de description de l’algèbre À.. 


VI. Lorsqu'on multiplie l'élément a = > a(g) g à gauche ou 


8 
à droite par go, la fonction a (g) se transforme en’a (g5 \g) ou en a (gg; ?) 
respectivement. 
Démonstration. L'égalité 


go — D a (£) &o£ = 2 a (85'8) & 


prouve le cas de la multiplication à gauche, on démontre d’une 
manière analogue l’assertion concernant la multiplication à droite. 

Les éléments a = {a (g)} de l’algèbre A, peuvent aussi être 
considérés comme des éléments de l’espace ZL? (G) ; rappelons que l’on 
appelle produit scalaire de deux éléments a, b € L°? (G) le nombre 


(a, = D a(g)0(@). (2.7.8) 
& 


L'expression (2.7.8) peut être écrite sous une autre forme en intro- 
duisant la fonctionnelle linéaire f, (a) sur À, selon la formule 


fo (a) = a(e) pour a = > a (g)8; 
alors 
(a, b) =—< fo (b*a). (2.7.9) 


En effet, en vertu de (2.7.1c) et (2.7.2), 
b*a — À. b(g')a(g”) gg", (2.7.10) 


tandis que fo, (b*a) = (b*a) (e) est la somme de tous les termes de 
(2.7.10) pour lesquels g”’ = g”; donc 

fo Gta)= Zb(g)a(g)=n (a, b}. 
Soit £ € À; désignons par E1 le complémentaire orthogonal de 
l'ensemble Æ dans ZL° (G) = Aç. Si E est un sous-espace de 4,, 
alors évidemment 


Ac=E@ Ei. (2.7.11) 


VII. Si IT; est un idéal à gauche de Ac, alors I} est également un 
idéal à gauche de A, et 


A;,=1i@1;. (2.7.12) 
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Démonstration.Soient a€ l;, bE li etcE Ac. Suppo- 
sons également c*a € J; et alors 


(a, cb) = (c*a, b) = 0. 


Par conséquent, on a également cb € Ji, ce qui signifie que 1i est 
un idéal à gauche. La relation (2.7.12) se déduit immédiatement 
de (2.7.11). 


VIII. Chaque idéal à gauche I; de A4; peut s’écrire sous la forme 
I; = AGE, (2.7.13) 


où e est un certain élément de I;. L'élément e peut être choisi de manière 
à avoir 


E = €. (2.7.14) 
Dans ce cas 


I, = {a: a€ AÇç, ae = e}. (2.7.15) 


Démonstration. Appliquons la décomposition (2.7.12) 
à l'élément neutre e. Nous obtenons 


ee +e", e'El,, e"EI}. (2.7.10) 
En multipliant les deux membres de (2.7.15) à gauche et à droite 
par e”, on obtient 
e —e® +e'’e”, e —e* + ee. 
D'où l’on tire e’e” — e”e’, et donc 
e"e"=e"e EliNT; = (0). (2.7.17) 


de sorte que e’e” —e”e  —0 et e”— et. 
Puisque e"€Z,;, e"€EI}, on a 


Ace cl, Ae" el. (2.7.18) 
D'autre part, on déduit de (2.7.16) que 
Ac = Ace = Ace ® Ace”, 
et la comparaison avec (2.7.12) et (2.7.18) donne 
11= Age’, Ii = Age”. (2.7.19) 


Les relations (2.7.13) et (2.7.14) s’obtiennent donc pour € = e’ 
Supposons que (2.7.13) et (2.7.14) sont vérifiées, et soit a € Ji. 
Alors a — be pour un certain b € ÀÇ et donc ae = be* — be = a. 
Inversement, si ae — a, alors évidemment a = ae € AGe = li. 


REMARQUE. On montre tout aussi facilement, pour € = e’, que 
If = {a at A, a = 0}. 
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L'élément € € À est dit idempotent si e 0 et e° = €. Un idem- 
potent € est dit primitif s’il ne peut être représenté sous forme d’une 
somme de deux idempotents non nuls. 


ExERcICE. Soit € un idempotent. Démontrer que 7, = AÇe est 
minimal dans À, si et seulement si € est primitif. 


2.8. Représentations d’une aglèbre de groupe et leur relation avec 
les représentations du groupe. Soient G un groupe fini, À, son algèbre 
de groupe et T une représentation de l'algèbre À, dans l’espace X. 
Puisque GC À, on peut considérer la restriction de l'application 
T à G. En appliquant la relation T (a,a.) = T (a,) T (a.) (voir 3) 
de 2.6) dans le cas a, = g,, a, = g, et en prenant en considéra- 
tion II de 2.7 et l'égalité T (e) — À (voir 4) de 2.6), nous voyons 
que cette restriction est la représentation g — T (g) du groupe G. 
Inversement, soit g — T (£g) une représentation du groupe G dans 


l'espace X. Faisons correspondre à chaque élément a — Da (g)ge 
£ 


€ AG l'opérateur 
T(a)= Dia (e)T (e). (2.8.1) 


Démontrons que l'application obtenue T': a — T (a) est une repré- 
sentation de l’algèbre A4. Les propriétés 1), 2) et 4) de la représen- 
tation d’une algèbre (voir 2.6) se vérifient immédiatement. Démon- 
trons que l’on a également 7 (a,a.) = T (a;) T (a.) (voir 3) de 2.6). 
Soient a, — 24 (g) g, as = as (g) g. Par définition de la multi- 


plication dans Ag (voir (2.7 Ac), on à 
aa À a(g')a:(g")g'g"; 
gg” 
et donc en vertu de (2.8.1) 
T (a1a2) = Pa ai(g')a2(g")T (g'8") 2 ai(g')a2(g") T (8°) T (g”) = 
= D a(g)T(g') 2 a2(g")T(g")=T (a:1)T (a:)- 


Nous avons donc démontré le 


THÉOREME 1. À chaque représentation T : a —> T (a) de l'algèbre 
de groupe À, d'un groupe G correspond une représentation g — T (g) 
de ce groupe, obtenue par restriction à G de la représentation a — T (a). 
Réciproquement, à chaque représentation g — T (g) du groupe G cor- 
respond, suivant la formule (2.8.1), la représentation a — T (a) de 
son algèbre de groupe A. 

La représentation du groupe G et celle de son algèbre de groupe 
AG sont dites correspondantes l’une à l’autre si elles sont liées par 
la relation (2.8.1). 
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THÉOREME 2. Pour qu'une représentation g— T (g) d’un groupe G 
dans un espace euclidien X soit unitaire il faut et il suffit que la repré- 
sentation correspondante a — T (a) de son algèbre de groupe A, soit 
symétrique. 

Démonstration. Supposons que la représentation g + 
—+ T (g) est unitaire, de sorte que 


(T (8))* = T (g”). (2.8.2) 
Alors pour a= >'a(g)g, on a 
8 


Ta = a(g)T(g) =D a(e)(T (e))* = D'a(e)T (g°!), 


£ £ 


mais d'autre part a*=— d'a(g)g"! (voir (2.7.3)) et donc 
8 


T (a*) = D a (g)T (g”!). 


Par conséquent 


(T (a))* = T (a*), (2.8.3) 


i.e. la représentation a — 7 (a) est symétrique. Réciproquement, 
si la représentation a — T (a) est symétrique, alors en appliquant 
la relation (2.8.3) au cas a = g, nous concluons que la représenta- 
tion correspondante g —+ T (g) est unitaire. 

En se servant de la relation (2.8.1), le lecteur vérifiera sans peine 
les propositions suivantes: 


I. Deux représentations g — T (g), g —+ S (g) d'un groupe G sont 
équivalentes (en particulier, unitairement équivalentes) si et seulement 
si les représentations correspondantes de l'algèbre de groupe AÇ sont 
équivalentes (resp. unitairement équivalentes). 


II. La représentation g — T (g) d'un groupe G est irréductible 
si et seulement si la représentation correspondante de son algèbre de 
groupe AG l’est. 


III. La relation T = TL + ... + T® pour des représenta- 
tions d'un groupe est équivalente à la même relation pour les repre- 
sentations correspondantes de son aglèbre de groupe. 

Il découle de ces propositions que le problème de la description 
de toutes (à l’équivalence près) les représentations irréductibles 
et le problème de la décomposition d’une représentation donnée 
d’un groupe en représentations irréductibles sont équivalents aux 
problèmes correspondants pour son algèbre de groupe. 

Appliquons les résultats précédents à une représentation régu- 
lière à gauche du groupe G (voir 1.3). Rappelons que cette représen- 


tation h—> T (h), k EG, est donnée dans l’espace L® (G) par la 
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formule L 
T'(R)f(8) = f(R"'g) pour f € L? (GC). (2.8.4) 
Trouvons la représentation de l'algèbre de groupe À, qui cor- 


respond à la représentation hk — T (4). Notons tout d’abord que 
L° (G) et À, sont constitués par les mêmes fonctions (en l’occurren- 
ce, par toutes les fonctions) sur le groupe G. Par conséquent, on peut 
également supposer que f € ÀAç. En appliquant maintenant la for- 
mule (2.8.1) et en prenant en considération (2.7.6), nous obtenons 


T (a) f(g)= D a (h) T'(h) f (g) = D a (h) f (k7!g) = (af) (e). 


ñ À 
Autrement dit (voir 2.6): 


IV. À une représentation régulière à gauche d'un groupe G corres- 
pond une représentation régulière à gauche de son algèbre de groupe. 

On tire des propositions III de 2.6 et des propositions I à IV 
ci-dessus les propositions suivantes: 


V. Un idéal minimal à gauche I, de l'algèbre À, est un sous-espace 
invariant de la représentation régulière à gauche du groupe G et la 
restriction à I, de cette représentation est irréductible. 


VI. À la décomposition 
Ati. Le (2.8.5) 


de l'algèbre de groupe À, en somme directe de ses idéaux minimaux 
à gauche correspond la décomposition 


T=m+... 47" (2.8.6) 
de la représentation régulière à gauche d'un groupe G en somme directe 
de ses représentations irréductibles T1, TM, où T1,..., Tr 
sont les restrictions de la représentation T aux idéaux I}, ..., IF. 


En vertu du théorème 1 de 1.5, la décomposition (2.8.6) con- 
tient toutes (à l’équivalence près) les représentations irreductibles 
du groupe fini G; donc, pour trouver son système complet de repre- 
sentations irréductibles, il suffit de trouver la décomposition de 
l'algèbre À en somme directe de ses idéaux minimaux à gauche. 

Pour conclure, déduisons la formule pour la trace d’une repré- 
sentation irréductible, formule qui sera nécessaire par la suite. 
Rappelons (voir VIII de 2.7) que chaque idéal à gauche J, de A, 
est de la forme J; = Ake, où e €, 


VII. Supposons qu’une représentation irréductible d’un groupe G 
est la restriction de sa représentation régulière à gauche T à un idéal 
minimal à gauche, i.e. 

ZI, = A,e, (2.8.7) 
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où e est un idempotent ; alors 
Lr (8) = 2e(g te te). (2.8.8) 


Démonstration. Définissons l'opérateur P sur À,;, en 
posant Pr = re pour x E ÀA,;. Puisque € est un idempotent, (2.8.7) 
implique que P est un projecteur de À, sur Z;. En plus de l’opéra- 
teur T (a) défini sur Z;, considérons maintenant l'opérateur T’(a) 
en le définissant sur toute l'algèbre À, par la formule 

T'(a)z=—TPzr=T(a)xe = axe. 


Alors J, est invariant relativement à T’(a) et T(a) est la restric- 
tion de l’opérateur T’(a) à Zi. Par conséquent (voir III de 2.9, cha- 


pitre Î) 

tr (T(a)) = tr (T'(a)). (2.8.9) 
Lorsque l'algèbre À: est réalisée sous forme de fonctions zx (g) = 
= {x (gi), . .., Z (gn)} Sur G = UT +. En}, OD à 
T'A)G}=— Later te) (ee) 

= D) a(g')z(g')e(g""tg""te), 
OU a 

par conséquent, 7” (a) est une transformation de l’espace #-dimen- 
sionnel À, des variables {x (g,), . .., x (g,)}, donnée par la matrice 


1 (8, g') = 2 a (g')e(g"-tg""tg). 


LA 


Par conséquent 
tr (T' (a)) = 2t(e. g)= À a(g')e(g gg) = 


. &° [4 


D a(g)e(g''g"g") 


et l’on obtient en comparant avec (2.8.9) 


D ae Tee )= tr (T (a) = Y'a (g) tr (T (8) = Ya (e) xr (8); 
g, 8° £ 8 
d'où l’on tire (2.8.8). 


2.9. Autres propriétés de l’algèbre de groupe. 

THEOREME 1. Soit T!,..., T" un système complet de représenta- 
tions irréductibles d'un groupe fini G; soient n,, ..., n, leurs dimen- 
sions, et tl'(a), ..., {" (a) leurs matrices relativement à des bases 
orthonormées; alors l'application f: a — {t' (a), . .., {" (a)} est un 
isomorphisme symétrique de l'algèbre de groupe sur la somme directe 
de m algèbres matricielles complètes de dimensions n,, ..., ln. 

Démonstration. Soit B la somme directe des algèbres 
matricielles complètes À (7, Xn,), ..., A (nm Xnm) dans des 
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espaces de dimension M, le, - - -, fm. Il découle de la définition 
de la représentation d’une algèbre, que l'application f: a + 
+ {1 (a), ...,t"(a)} est un homomorphisme de l'algèbre Ac 
dans l'algèbre B; f est symétrique puisque T1, ..., T” sont uni- 
taires (théorème 2, 2.8). Démontrons que f applique AG sur B. La 


formule T (a) = Da (g) T (g) pour a — d'a(g)g (voir (2.8.1)) 
£ ë 
permet d'écrire 


h(a)= S'a(g)t*(g), k—1, 2,...,m, 
£ 
et donc 


ti (a)= 2 a (8) Lg), jv=1,... ma. (2.9.1) 


Posons dans (2.9.1) a(g)= a}. (g) — > t#,.(g); en vertu des 


relations d’orthogonalité (voir (1.4.1), (1.4.2)) nous obtenons pour 
a= a, 
3Y 


R k° 1 si k=k", = ]'; VV: 
l, (ai) — 


Autrement dit, dans le système correspondant 
{tt (ar..), ..., ê(a5..)} (2.9.2) 


seuls les £ (a°..) sont non nuls, et la matrice {" (a) est telle 
que le nombre 1 est situé à l'intersection de la v'-ième colonne et de 
la j'-ième ligne, tandis que tous les autres éléments sont nuls. Par 
conséquent, tous les systèmes (2.9.2) forment une base de B, et 
donc f applique À sur B. 

Calculons Ker f. Si a € Ker f, alors t* (a) — O quel que soit k, 
i.e. 


O0 dans les autres cas. 


4, (a) = Z a (@) tjv (g) = 0 (2.9.3) 
quels que soient k, j, v. Mais les fonctions ti, (LVL, 2: 5 0 


— 1, ..., m, forment un système complet dans L° (G) (= À) 
(VI de 2.8) et donc (2.9.3) entraîne a (g) = 0. Ainsi, Ker f — 
— {0} et f est un isomorphisme, ce qui démontre le théorème. 

On en déduit directement le 


CoROLLAIRE 1. Une algèbre de groupe d’un groupe fini est symétri- 
quement isomorphe à une somme directe d’algèbres matricielles complè- 
Les. 


TH£EOREME 2. Le centre Z (A,) d’une algèbre de groupe A, d'un 
groupe fini G est constitué par toutes les fonctions a (g) sur G, constan- 
les sur les classes d'éléments conjugués, et l'isomorphisme f: a — 
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—+ {4 (a), ..., 1" (a)} applique chaque élément a de Z (AÇ) dans 


ee (a) Las: 2.8 + Xm (a) Am } y OÙ Yys + + «+ Um Sont les carac- 
n Nm 


tères des représentations T1, ..., T" et 1,, ..., {nm les matrices 
unités de dimensions n,, . .., Nm: 
Démonstration. Sia= Da(g), gEZ(Ac), alors g'a— 
— ag", i.e. : 
2 a (g) ge Ja(e) gg” pour tout g’€G. (2.9.4) 


En comparant les coefficients auprès de g, dans les deux membres 
de (2.9.4), nous voyons que 


a (g°-'g,) = a (gg 7") quels que soient g,, g € G. (2.9.5) 
En posant ici g1— gg’, nous obtenons 
a (g'”-'gg') = a (g) quels que soient g, g EG, (2.9.6) 


i.e. les a (g) sont constants sur les classes d'éléments conjugués. 
Inversement, si (2.9.6) est vérifié, alors (2.9.5) et donc (2.9.4) le 
sont aussi. En multipliant les deux membres de (2.9.4) par b (g') 
et en prenant la somme sur g’, nous obtenons 


2 b(g')a(g)g'e= À a(g)b(g')gg", 
&& 8.8 


i.e. ba — ab quel que soit b € À,. Cela signifie que a € Z (A4) et la 
première partie du théorème est démontrée. 

L’isomorphisme f applique le centre de l’algèbre À, sur le centre 
de l’algèbre B. En vertu du théorème 1, ce dernier est constitué 
par tous les {t1(a), ..., {"* (a)}, où 1*(a) appartient au centre 
de l'algèbre À (nx x nr), et donc £* (a) — À4 (a) 1; en prenant la 
trace dans les deux membres de cette dernière égalité, nous voyons 
que %x (a) = n;Ax (a), de sorte que 


Au (a) = (a) et (a) y (a) ln. 


$ 3. Représentations d’un groupe symétrique 


3.1. Position du problème. Rappelons que l’on appelle groupe 
symétrique S,, le groupe de toutes les permutations de x éléments 
1, 2,..., n; son ordre est égal à nl (voir l’exemple 5 de 1.7, cha- 
pitre 1). Chaque permutation g € S, est un produit de cycles sans 
éléments communs; soient &;, &+, . .., &, les longueurs de ces 


cycles et 
++... +a =n. (3.1.1) 
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Ces cycles étant permutables, nous pouvons les ordonner dans le 
produit de manière à avoir 


Li CZ 34 > (3.1.2) 


Deux permutations £g, g € S, sont conjuguées si et seulement si le 
nombre de leurs cycles ainsi que les longueurs des cycles correspon- 
dants coïncident, de sorte que h"—=h, a; =@;,..., a —=a; 
(voir l’exemple 5 de 1.7, chapitre 1). Ainsi, une classe d'éléments 
conjugués du groupe S, se détermine de manière unique par une 
suite de nombres positifs &,, &@+. ....@}, satisfaisant aux condi- 
tions (3.1.1) et (3.1.2), et il y a exactement autant de classes d’élé- 
ments conjugués qu’il existe de telles suites de nombres (&;,. &œ.. ... 

., &h), i.e. de décomposition du nombre 7 en une somme d'entiers 
positifs œ, > &+ > ... > @n. D'autre part. un système complet 
de représentations irréductibles du groupe S, contient exactement 
autant de représentations qu'il y a dans S, de classes d'éléments 
conjugués (théorème 3 de 1.7) et donc autant qu'il existe de suites 
de nombres entiers positifs æ,, ...,&@, satisfaisant aux condi- 
tions (3.1.1), (3.1.2). Ainsi, pour obtenir un système complet de 
représentations irréductibles du groupe S$,, il suffit de construire 
pour chacune de ces suites une représentation irréductible de ce 
groupe de manière que les représentations qui correspondent à des 
suites distinctes soient non équivalentes. 

Le but du présent paragraphe est justement d'effectuer cette 
construction. 


3.2. Schémas et diagrammes de Young. Faisons correspondre à 
chaque suite & —= (&@;,@+, .... &) d’entiers positifs, satisfaisant 
aux conditions (3.1. 1). (3.1.2), un schéma (fig. 1) de h lignes où la 


x, Cellules ee 
œ? cellules eee 
..e 

op cellules CI [il 
Fig. 1 


k-ième ligne comporte &, ceflules (4 = 1, . .., h) et la j-ième cellule 
de la (k + 1)-ième ligne est située exactement en dessous de la 
j-ième cellule de la k-ième ligne. Un tel schéma s’appelle schéma 
de Young correspondant à la suite &; il sera également désigné 
par @. 


112 REPRÉSENTATIONS DES GROUPES PINIS [CH. II 


Par exemple, dans le cas nr = 3, les schémas de Young suivants 
sont possibles (fig. 2). 

Le nombre total de cellules dans un schéma de Young est égal 
à GA +FGe + ... + à, = n. Par conséquent, on peut ranger dans 
ces cellules les nombres 1, 2, ..., n. Une bijection des nombres 
1, 2,..., n dans les cellules du schéma « s'appelle diagramme de 


LIT] 


Fig. 2 


Young correspondant au schéma &; on le désigne par Z,. Notons 
qu’un schéma de Young « donné possède plusieurs, à savoir n!, 
diagrammes de Young distincts, qui correspondent à différents 
modes de rangement des nombres 1, 2, ..., n dans les cellules 
du schéma &. Si l’on se donne un diagramme quelconque À, et 


1.2 ::,41n 
si £g = ( PE | € S,, il est logique de désigner par gi, 


le diagramme obtenu à partir de Z, en remplaçant dans chacune 
de ses cellules le nombre j par le nombre k;. Il est évident que l’en- 
semble de tous les gZ,, pour un Z,, donné, lorsque g parcourt G, 
est constitué par tous les diagrammes correspondant au schéma a. 
Les lignes des diagrammes ©, pouvant être considérées comme des 
cycles de longueur &;, &:, ...,@},, ces diagrammes définissent 
une certaine permutation, à savoir le produit de ces cycles. 


I. Si le diagramme Ÿ, correspond à la permutation g,, alors le 
diagramme gZ, correspond à la permutation gg,g”!. 

La démonstration consiste en une vérification évidente que nous 
laisserons au lecteur. Remarquons qu'il suffit de vérifier l’assertion 
pour une transposition, puisque chaque permutation g est un produit 
de transpositions. 

Pour un diagramme de Young Z, donné, désignons par P, 
l'ensemble de toutes les permutations qui n’opèrent que sur les 
éléments d’une même ligne du diagramme ©, ; il est évident que 
P,, est un sous-groupe de S$,. Les éléments de P, seront désignés 
par la lettre p. D'une manière analogue, désignons par Q, l’ensem- 
ble de toutes les permutations qui concernent seulement les éléments 
d’une même colonne du diagramme Z,. Q, est évidemment aussi 
un sous-groupe de S,. Les éléments de Q, seront désignés par la 
lettre qg. Soient m,., m. les ordres des groupes P,, Q.,. Notons que 
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P,, Q, dépendent en réalité non seulement du schéma &, mais aussi 
du diagramme ©. 


Il. Lorsqu'on passe de Z, à g2, les groupes P, et Q. deviennent 
8Pag" et QE". 

La démonstration consiste en une vérification immédiate que 
nous laissons au lecteur ; il suffit d'effectuer cette vérification dans 
le cas où g est une transposition, puisque chaque permutation est 
un produit de transpositions. 

Soit À l'algèbre de groupe du groupe S$,, i.e. À = As,. Consi- 
dérons les éléments suivants de l'algèbre À: 


fa= 2iPs Pa= ù Gags (3.2.1) 
p 
où 

Î si q est une permutation paire, 

Ja — É - | : : (3.2.2) 
—1 si g esl une permutation impaire. 
III. On a les relations 

PÎa = ÎaP = fa) (3.2.3) 
0q99Pa — PaOag = Pas (3.2.4) 
: — afa: Pa —— MaPa- (3.2.5) 
Démonstration. Il est évident que 0,07 — 0%, donc 


(3.2.1) implique 
Pfa=pDPp=>pp =2P =fe faP= 2 PP=DP' =fas 
P p p° p' p° 
CalPa = 047 210 q = D Dag-99' = À 099 = Pa 


et d’une manière analogue, PaOog —= Pa: 
D'où l’on tire 


false 2 p= 2) lames: 
P p 


on démontre d’une manière analogue que pà = m,q. 


3.3. Lemme combinatoire. Soient & — (æ, Los + + + hs B = 
= (B1, B:, . .., Br); nous écrirons & >> f si la première différence 
non nulle a; — f, est positive; ici nous supposons «&, = 0 lorsque 


k=>h, et Br = 0 lorsque 4 > h'. Cet ordre dans l’ensemble des 
schémas « est dit lexicographique. 


LEMME. Si: a) &« > BP et b) aucun couple d'éléments situés dans 
une même colonne du diagramme 2, ne se trouve dans une même ligne 
8—0883 
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du diagramme Z,; alors 


1) a —B, 
2) Ze _— PIÈa; où P € Pas q € Qc (3.3.1) 


P,, Q. étant construits d'après Z,. 
Démonstration. La condition &« > B implique 


1 > Bi. (3.3.2) 


D'autre part, la première ligne de Z, comporte «, nombres, or en 
vertu de la condition b) tous ces nombres sont disposés dans des 
colonnes différentes du schéma Z;,, ce qui signifie que le nombre de 
colonnes dans Z, n’est pas inférieur à @&,, et f, > &,. En confron- 
tant cette inégalité avec (3.3.2), nous concluons que B, = «,. D'après 
la condition b), tous les éléments de la première ligne de Z, sont 
situés dans les colonnes différentes de Z,; ainsi, pour une certaine 
permutation g, € Q, correspondant à Z$, les premières lignes des 
diagrammes Z, et g,2Z4 seront composées des mêmes éléments, dis- 
posés éventuellement dans un ordre différent. 

Puisque a > B et «, = P,, on a a, > B.. Imaginons que dans 
Z, et 9,28 les premières lignes ont été éliminées et appliquons aux 
diagrammes obtenus le raisonnement précédent; nous voyons que 
&> —= B, pour une certaine permutation g, qui correspond au diagram- 
me g,28$ et qui laisse sur place les éléments de sa première ligne; 
les deuxièmes lignes de Z, et de g:g,2,$ sont composés des mêmes 
éléments, peut-être disposés dans un ordre différent. 

En répétant ce raisonnement, nous aboutissons à & = $ et, en 
outre, nous obtenons un diagramme gg - .. g,28 dont chaque 
ligne contient les mêmes éléments que la ligne correspondante 
de 2, disposés éventuellement dans un autre ordre. Par conséquent, 
pour une certaine permutation p € P, qui correspond à Z,, nous 
obtenons le schéma 

PËa = q'Èp; (3.3.3) 


où pour abréger on a désigné par g’ la suite gagn-1 ... gi. Ainsi 
chaque g;, et donc également g° permute seulement les éléments 
d’une même colonne dans gs, de sorte que qg'EQ8 (où Q8 corres- 
pond à 2). En appliquant maintenant la proposition II à Zs— 
= g'"tpZ, (voir (3.3.3)), nous voyons que qg=g'"pq"t(g'"1p)"t, i.e. 


g’=g'"tpq tp iq', (3.3.4) 


où qEQ% (il nous est plus commode d'écrire ici g"! à la place 
de g). Il est facile de déduire de (3.3.4) que g'= pg'p"!, et 
alors (3.3.3) entraîne Zp=q'"tpZe—(pqp"!)PZa=pqZe; et le 
lemme est démontré. 
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CoROLLAIRE. Lorsque à >> B, on a 


fagpsg *—0 pour tout gES,, (3.3.5) 

fa APs = (0). (3.3.6) 
Démonstration. Démontrons d’abord que 

faP?s = 0 pour a > f. (3.3.7) 


Soient Z,, 24 les diagrammes qui ont servi à construire f,, fp 
(voir 3.2). Puisque & >> f, il doit exister, en vertu du lemme précé- 
dent, un couple de nombres i, k situés dans une même ligne de Z, 
et dans une même colonne de Z,;. Soit { la transposition de ces nom- 
bres: £ —(i, k). Alors t{ € P, pour Z, et 4€Q,4 pour Zs. D'où en 
vertu de (3.2.3) et (3.2.4) 


le — lat: PB — UE = —1LPf 
et donc *) 
faP8 = fat (— tps) = — fal?pp = — fapg. 


La dernière égalité n'est possible que si f.s = 0, donc (3.3.7) 
est démontrée. Pour démontrer la relation (3.3.5), il suffit de remar- 
quer que gpsg”! est l’application construite pour g28 (voir II de 3.2); 
donc (3.3.5) découle de (3.3.7) pour l'application 5 = gpsg”! qui 
correspond à g24. En multipliant maintenant les deux membres 
de (3.3.5) à droite par a (£g) g et en prenant ensuite la somme sur g, 


nous obtenons f, > a (g) gps — 0, i.e. f,apa = 0 quel que soit 


a€£ À; ceci démontre la relation (3.3.6). 


3.4. Symétrisateurs de Young. Posons pour un diagramme don- 
né 2, 


ha = faPa = À OP. (3.4.1) 


h, 0 car le terme h, (e) (pour p = q = e) est 6, = 1: 
ha (e) = 1. (3.4.1a) 


Young fut le premier à distinguer l’élément h, ; on l’appelle symétri- 
sateur de Young correspondant au diagramme X»,. 


I. k, vérifie la relation 
PhaO 9 = ha. (3.4.2) 
En effet, en vertu de (3.2.3) et (3.2.4) 
Pha09 = PlaPa09 = faPa = ho 


*) Rappelons que # = e, et oc, — —1. 
g* 


116 REPRÉSENTATIONS DES GROUPES FINIS [CH. nt 


IT. Si un élément a € À vérifie la relation 


pao;g = a pour tous les p € Po, g E Qu, (3.4.3) 
alors 
a = Àh,, (3.4.4) 
où À est un nombre. 
Démonstration. Supposons que la relation (3.4.3) est 
vérifiée pour l'élément a — Ÿ a (g) g, de sorte que 
£ 


2 Ga (£) peq= à a (gg pour tous les pE Ps, gEQc. (3.4.5) 
En comparant les coefficients des deux membres de (3.4.5) pour 
£g — pq, nous obtenons 


Oqa (e) = a (pq). (3.4.6) 


Supposons que g, ne peut pas être représenté sous la forme pg. 
Démontrons qu'’alors & (g,) — 0. Considérons Z, et g,Z2,; d’après 
le lemme de 3.3, il existe deux nombres j, k, situés dans une même 
ligve de Z, et dans une même colonne de g,2,. Posons à nouveau 
t = (j, k). Alors 1 EP, ett E Q+, où Q correspond au diagramme 
LoËa- 

En vertu de II, 3.2, on en tire g5'tgo € Q- Posons maintenant 
p =t,gq = gs'tg dans (3.4.5) et comparons dans les deux membres 
de l'égalité obtenue les coefficients auprès de g,. Dans le premier 
membre g, s'obtient en posant g = g, puisque p£09 = t£o8v't£o = & 
et ne peut s’obtenir pour aucun autre g. Par conséquent o,a (gs) = 
— a (g,), ce qui n’est possible que lorsque a (go) = 0, car 6, = —1 
(g = (j”, k’}, où j’, k” s'obtiennent de (j, X) en appliquant la permu- 
tation go). Ainsi 


_{e (e) si g— pq, 
a(8)=) 6 g n'est pas de la forme pq. 
Par conséquent 


a= D) oqa(e) pg=a(e) >; o4pq=a(e) ho, 
P,4 P,4 


ce qu'il fallait démontrer. 


III. L'élément h, est hermitien. 
En effet, par définition de l’involution dans une algèbre de 
groupe (voir (2.7.3)) et d’après le lemme de 3.3, on a 


he =(D o4pq) = D og tpt= Ÿ oy1pg = Ÿ) 69Pq = ha 
P,q P,4 P.9 P.9 


(3 = 0g1 car g etg”* sont toutes deux paires ou toutes deux impai- 
res). 
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IV. Lorsque a = B, on a 
hohg = 0. (3.4.7) 
Démonstration. D’après le corollaire de 3.3 
hohg — faPsf8Pe € faAP 8 = (0). 
V. Pour chaque bE A on a 


hk.bh, = hs. (3.4.8) 
où À est un nombre (qui dépend en général de a); en particulier (pour 
b=e),on a 

h£ = Loho: (3.4.9) 


où u, est un nombre. 

Démonstration. On déduit facilement de (3.4.2) que 
l'élément a — hk,bh, satisfait à la condition (3.4.3), de sorte que 
(3.4.8) découle de la proposition Il. 


3.5. Construction d’un système complet de représentations irré- 
ductibles du groupe S.. Posons maintenant 
IC = Ak, ; (3.5.1) 
il est évident que /® est un idéal à gauche dans À et 7 Æ (0) puisque 
h, Æ 0. 


l. 1 est un idéal minimal à gauche dans À. 
Démonstration. Remarquons d’abord que 


hal® GC Cho; (3.5.2) 
où C est le corps des nombres complexes. En effet, 
hal® =haAha 
et donc bE h,1® implique b — h,ah, pour un certain a € A. Par 
conséquent, on a pour tous les p € P,, qE Qc 
pboyg = phah:04q = hadha = 0 
(voir (3.4.1) et (3.2.3), (3.2.4)). D'où à l’aide de I1, 3.4, on obtient 


b — Àh,, et (3.5.2) est démontré. 
Soit maintenant /, un idéal à gauche contenu dans 1°: 


HET. (3.5.3) 
Alors 
heliC hal° € Che 
(voir (3.5.2)). Mais Ch, est unidimensionnel; par conséquent, seuls 
les deux cas suivants sont possibles : 
1) Ro, = Cho, 
2) Rali = (0). 
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Dans le cas 1) 72 — Ah, = ACh, = Ah. € liet donc I; = 
(7 2 


Dans le cas 2) 15 = lil C IST; = Ah,1, = (0); par conséquent 
I, = 0 en vertu de V de 2.5, car l’involution dans une algèbre de 
groupe est non dégénérée (voir IV de 2.7). 

Ainsi chaque idéal à gauche 7; contenu dans 7® coïncide avec J,; 
ou bien est nul, ce qui signifie que 7% est minimal. La proposition I 
est démontrée. 


%« 


II. L'espace I® est invariant relativement à la représentation T 
régulière à gauche du groupe S, et la restriction T° de la représenta- 
tion T à I” est irréductrible. 

L'assertion découle directement de V de 2.8, et de I. 


111. Lorsque à = B, Les représentations T° et TP ne sont pas équi- 
valentes. 

Démonstration.a=f$ implique soit &« > f, soit a << f$. 
Supposons par exemple & >> $. Alors en vertu de (3.3.7) 


JaAhg = JaAfsps € faApgs = (0), 
fal8 = faAhg = (0). (3.5.4) 


de sorte que 


D'autre part 
fal* & (0). (3.5.5) 


En effet, 1 — Ah, contient l'élément k; pour lequel f,h, — 
= h, 5 0. F : 
Supposons que 7% et TÀ sont équivalentes; alors les représenta- 


tions correspondantes a — Ta (a), a —+ TB (a) de l’algèbre À sont 
également équivalentes (voir Ï de 2.8), de sorte qu'il existe une 
application linéaire bijective U de l’espace 7% sur JF qui envoie 


To (a) dans TB (a): 
T* (a) = UTP (a) U ; 
En particulier, pour a = f4 
T® (fe) = UT? (fa) U. 
Mais ceci est impossible, car en vertu de (3.5.4) et (3.5.5) 
T° (fa) 1° = fol” 0, 
UTŸ (fa) UI* = UTTÉ (fa) 1° = U fol" = (0). 
Par conséquent, T* et TB ne sont pas équivalentes. 


THÉOREME. Supposons qu'à chaque schéma de Young a on a fait 
correspondre un diagramme de Young bien déterminé Z, et, à l'aide 
de ce diagramme Z,, on a construit l'élément h, de l'algèbre de groupe 
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À = À sn: 
ha = D CaPg;, PEPas QE Qa; 
P, q 
1 si g est une permutation paire, 
= _; si q est une permutation impaire. 


Alors les IS — Ah, sont des sous-espaces invariants relativement à la 
représentation régulière à gauche T du groupe S,, et les restrictions T« 


de la représentation T aux 1° forment, pour tous les &«, un système 
complet de représentations irréductibles du groupe S,. 
Démonstration. En vertu des propositions II et III, 


les représentations T° et T 8 ne sont pas équivalentes lorsque « # f. 
D'autre part, le nombre des « distincts est égal au nombre des clas- 
ses d'éléments conjugués dans S, et, par conséquent, coïncide avec 
le nombre de représentations dans le système complet (voir 3.1 
et 3.2). 

Le théorème démontré suggère la méthode pratique suivante 
pour construire un système complet T': 

1) numéroter dans un ordre quelconque tous les éléments g,, . .. 
..., & (r=n!) du groupe S$,; 

2) choisir un schéma de Young «& et un diagramme de Young À, : 

3) à l’aide du diagramme choisi Z, déterminer les groupes P,, 
Q, et l'élément k, ; 

4) dans le système d'éléments gjhe, &gohar + : .; £rha, éliminer 
chaque élément qui est une combinaison linéaire des éléments précé- 
dents; le système qui reste, que nous désignons par 


ai — UP As — Ekha) .. An, = Enha) k: = 1, 


forme une base dans 7% — Ah, : 
9) par conséquent 


T (g)a; = ga; = 2 ts5 (8) a j=1,...,n, (3.5.6) 


et cette formule détermine les éléments matriciaux de la représenta- 
tion Te. Si l’on applique à &, ..., an, le procédé d'orthogonali- 
sation relativement au produit scalaire dans L*? ($,), alors on obtient 
une base orthonormée dans 7%, relativement à laquelle la matrice 
de la représentation T® est unitaire. Pour ce qui concerne le calcul 
effectif des éléments matriciaux de la représentation 7%, voir 
V. Moltchanov [1*]. 

3.6. Caractères des représentations irréductibles d’un groupe symé- 
trique. Posons 


Xa — XFa (3.6.1) 
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et trouvons les expressions pour %, à l’aide du symétrisateur h.. 
Démontrons préalablement la proposition suivante: 
I. Le nombre u, qui figure dans la relation (3.4.9), vérifie La for- 
mule 
u, =n!/n,, (3.6.2) 


où n, est la dimension de la représentation T°. 
Démonstration. Soit C, un opérateur linéaire dans A 
déterminé par l'égalité 


CLa = ah,. (3.6.3) 

Il est clair que 
CA = Ia (3.6.4) 
et en vertu de (3.4.9) C,ah, = ahÿ = uah, = u,ah,, de sorte que 
Cx = lat sur 16. (3.6.5) 
Choisissons maintenant une base quelconque a,, . .., a, dans 72 
et complétons-la jusqu'à une base a;, ..., a,, dans À; en vertu 


de (3.6.4) et (3.6.5) la matrice c, de l'opérateur C,, dans cette base 
est de la forme 


Uala * 
0 O0 


où 4, est la matrice unité d'ordre n,. Alors 
trCa = lala: (3.6.6) 
D'autre part, (3.6.3) signifie que 
(Caa) (g) = 2 a (81) ha (858); 


Ca = 


i.e. C, est une transformation linéaire des variables a (g), a € G, 
de matrice ca (81: £) = ko (g'g). Par conséquent 


tr'Ca = D Ca (8, 8) = Dha(g 8) = Dhal(e) => 1=n! (3.6.7) 
£& [4 8 8 


(voir (3.4.4a)). La comparaison des deuxièmes membres de (3.6.6) 
et (3.6.7) nous amène à la formule (3.6.2). 
Il découle de la formule (3.6.2) que up, > 0. Posons 
ea = ha = ha. (3.6.8) 
II. L'élément e, est un idempotent dans I°. 


Démonstration. On a évidemment ee El ete, 0; 
en outre, en vertu de (3.4.9) et (3.6.8) 
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THÉORÈME 1. Le caractère 4, d'une représentation irréductible T° 
du groupe S, s'exprime en termes du symétrisateur h, par la formule 


Xa (8) = 25 D ha (81 8781), (3.6.9) 


où n, est la dimension de la représentation T°. 

L'assertion du théorème découle immédiatement de (2.8.8) et 
(3.6.8), puisque 1% — Ah, = Ae,. 

Donnons encore des formules qui expriment explicitement %, 
et n, à l’aide des nombres a,, &., . .., &«, qui définissent le sché- 
ma &. 

Remarquons tout d’abord que %, (g) dépend seulement de la 
classe des éléments conjugués qui contient g. Par conséquent. en 
désignant cette classe par la lettre B, nous pouvons poser 


Ka (8) = Ya (B) si g€ B. 


D'autre part, supposons que g contient $, cycles de longueur 1, 
B. cycles de longueur 2, . .., B, cycles de longueur g, de sorte que 


18, + 2B: + ... + gB =". (3.6.10) 

La classe B se définit entièrement par les nombres f,, f,, ..., B,; 
nous noterons ce fait sous la forme 

B = (Bis Bos - - Pa)- (3.6.11) 


L'étude de la formule (3.6.9) *) amène aux résultats suivants: 


THÉOREME 2. La dimension n, d’une représentation irréductible 
Ta du groupe S, qui correspond au schéma a = (&,, ..., æ}) est 
donnée par la formule 


D à 
Re Tat ant” Fe) 
où 
Da= |] (4, — 14), (3.6.13a) 
P--q 


L=a+(h—1), L=a +(h—92),..., 11 = a, (3.6.13b) 


tandis que les caractères x, de la représentation T« vérifient l'identité 
l j 
cle", ...,11= Zxe(B)IE", ..., Eh] (3.6.14) 


relativement à E,, ..., Ep. 


*) La démonstration détaillée de cette formule ainsi que celle du théorè- 
me 2 est donnée dans le livre de H. We y 1 [1], chapitre VII. 
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Ici 
Op = (E+... En) (Ef +... +)... (Ef +... E)Pa, (3.6.15) 
p P 
P P 1 : on 
er. gnj=]és be 
NS 0 
et la somme (3.6.14) est effectuée sur tous les « avec un h donné, i.e. sur 
tous les &,, &s:, . . ., @n tels que 
M>t> ... >an > 0, Qt+a+r...+a =n. 


Donnons aussi la règle récurrente suivante de calcul des caracté- 
res {ao : 


THLOREME 3. Si la classe f contient un cycle de longueur v, et f! 
est la classe que l'on obtient de B en éliminant ce cycle, alors 


Xa, ie ah (B) = Xe, -», Œusre D (B) + Xa,.a,-v,...,a) (B!) + ….. (3.6.16) 
Ici, lorsque les indices ai, . .., &«, de x quelconques du deuxième 
membre ne vérifient pas la condition 

a >a>...>an>0, (3.6.17) 


il faut procéder de la manière suivante : 

1) si c'est la dernière inégalité de la condition (3.6.17) qui n'est 
pas vérifiée, i.e. œn << 0, alors le caractère x correspondant doit être 
éliminé ; 

2) si la condition (3.6.17) n'est pas vérifiée à une place antérieure, 
de sorte que 


AZ... 21212... Ah, MAS AL Ai41, 
il faut procéder de même pour @;j;1 — a; = 1 et remplacer 
(3.6.18) 


*, PORT 
par 
—X...ai jai... 
pour &j,1—@;>2. 
Dans le dernier cas ou bien le « défaut » a;  @;,, pour les nou- 
veaux a; dans (3.6.18) s’élimine, ou bien a;,1 — a; décroit de 1 *). 


3.7. Décomposition d’une représentation régulière à gauche du 
groupe S, en ses représentations irréductibles. Décomposons d'abord 


_*) Sous cette forme générale, cette règle a été indiquée par Murnaghan 
(voir F. Murnaghan{i)) 
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la représentation régulière à gauche 7 du groupe $, en représenta- 
tions multiples de représentations irréductibles. Posons pour cela 


1 . 1 2 
Ea ur > Lihag" tu > Li€a£i'; (3.7.1) 
81 8: 
où », est construit à partir du diagramme donné Z, (voir (3.4.1)) 
tandis que u = nu, = nç/n!l (voir 3.6.2)). Il est évident que (3.7.1) 
signifie 
1 2 1 _ : 
ea (8) = D, ha (8: gg) D D Ca (83881): (3.7.2) 
&1 8 
la comparaison avec (3.6.9) donne la formule 


Ex (£) — — Xa (8°). (3.7.3) 


I. Les éléments €, possèdent les propriétés suivantes : 

1) e Æ 0; 

2) €, est un idempotent hermitien ; 

3) e, appartient au centre Z (As,) de l'algèbre As, ; 

4) ects = 0 et (&, es =0s$ af; 

o) Les &, qui correspondent à tous les schémas a forment une base 


dans Z (4 s,)- 
Démonstration. 1) En vertu de (3.4.1) et (3.7.1) 
1 : 
tar 2 Di Gaëi Pa. (3.7.4) 
81 P,9Q 


Le coefficient €, (e) dans (3.7.4) est la somme de tous les termes 
pour lesquels gï'pqg, = €, i.e. pq = e, ce qui est possible seule- 
ment lorsque p = e, g = e. Par conséquent 


1 = 1 
ea (€) = 7 2) 08 e=-r D1= 
& g 
et donc €, # 0. 


2) Puisque hk, est hermitien (voir III de 3.4), on a par deéfini- 
tion de l’involution (voir (2.7.2)) 


Le 1 = 1 : 
= D (e hag) = x DE hEG == Di 8 has = En 
7 & & & 


1e (3.7.5) 


i.e. €, est hermitien. 

3) e, appartient à Z (As,) en vertu du théorème 2 de 2.9 et 
(3.7.2). 

4) Remarquons avant tout que gï'hg, et g:'hpg, sont les élé- 
ments h, et h4 correspondant aux diagrammes gi'Z, et g5 28; donc, 
lorsque à = f, on a en vertu de IV de 3.4 


81h al Lhp£e = (0. (3.7.6) 
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En calculant dans (3.7.6) la somme sur g, et g,, on obtient 
EaEs = >) 2 LT'ha£1gz'"hpg2 = 0 lorsque a Æ $. (3.7.7) 
81 &! 


Mais alors en vertu de (3.7.7) et de la propriété 3) on a pour a ÆB 
(Ea, €8) = 271 fo (EfEa) = 27 fo (E8Ee) = 871 fo (0) =: 0. (3.7.8) 

9) En vertu de (3.7.8) les €, qui correspondent à des & distincts 
sont deux à deux orthogonaux, et en outre €, O0 d’après la pro- 
priété 1). Par conséquent les €, sont des éléments du centre Z (44) 
linéairement indépendants. Leur nombre est égal au nombre des 
classes d'éléments conjugués dans le groupe et, par conséquent, 
à la dimension du centre Z (A$). Ainsi, les €, forment une base 


de Z (45). 
$ 4. Représentations induites 


4.1. Définition et propriétés élémentaires de la représentation 
induite. Soient G un groupe fini, À son sous-groupe, T la représen- 
tation du groupe A dans l’espace V. Définissons une représentation 
U du groupe G de la manière suivante: 

1) l’espace de la représentation Ü est l’ensemble Ÿ° des fonctions 
1 (g) sur le groupe G à valeurs dans V et telles que 


f (kg) = T (h) f (g) quels que soient hkEH,gEG:;: (4.1.1) 


2) les opérateurs de la représentation U agissent dans l’espace 7’ 
selon la formule [U (g,) fl (g) = f (££o). 

Montrons que l'application g — U (g) est effectivement une 
représentation du groupe G. 

Notons avant tout que U (£g) agit dans 7”, i.e. si f € 7°, on a égale- 
ment U(g)f E7'. En effet, soit fE€ 7’, i.e. on a la relation (4.1.1); 
posons Ù (g0) f (8) = f (880) — @ (8). Alors œ (kg) = f ((h£) 80) — 
= f (h (880)) — T (h) f (g80o) = T (h) p(g), de sorte que pE 7. 
Il est également évident que U (£g,) est un opérateur linéaire dans 7° 
pour chaque g, € G et que U (e) = 1. Enfin [U (e0) U (8,) fl (ge) = 
= Ù (80) f (ge) = f (880) &1) = 1 (£ (go81)) = U (Lo8i) f (&), i-e. 
U (80) VU (81) = U (go8) quels que soient go, 81 € 

La représentation U déterminée par les conditions 4), 2) s'appelle 
représentation du groupe G induite par la représentation du sous-groupe 
H; on la désigne par U”, ou 4UT, ou bien par 4U& lorsqu'il est 
nécessaire d'indiquer le sous-groupe H et le groupe G 

I. La dimension de la représentation {UT est égale au produit de la 
dimension de l’espace V et de l'index du sous-groupe H dans G. 


En effet, choisissons un représentant dans chaque classe de la 
forme Hg; soit k le nombre de ces classes (i.e. k est l’index *)) de H 


*) Voir 1.2, chapitre I. 
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dans G. et soient £g1, . . ., £x les représentants des classes deux à deux 
distinctes Hg;, à = 1, 2, ..., k. Considérons l'application p de 
l’espace 7° dans la somme directe de Æ copies de l’espace V définie 
par la formule f —+ {f (g,), . . ., f (g»)}. La fonction f € 7” se déter- 
mine uniquement par la condition f (kg) = T (h) f (g) sur une classe 
d'équivalence de la forme Hg, lorsqu'on connaît la valeur de f au 
point £g,; par conséquent, l’application p est bijective et, évidem- 
ment, linéaire. Il en découle que dim 7° = k dim Y. 


Il. UT est équivalente à T lorsque H = G. 

En effet, soit H = G; alors G contient une seule classe d’équiva- 
lence Ag, et on peut prendre l'élément g — e pour représentant de 
cette classe. L'application p: f —+ f (e) définit dans ce cas un iso- 
morphisme des espaces 7” et V; posons p''E = f. (g) pour E€ V 
de sorte que f: (e) — £. Cet isomorphisme applique la représenta- 
tion U dans la représentation T par laquelle U est induite. En effet, 
prl(E) = f: (8) = T(g)f(e) = T(&)E pour EEV; par consé- 
quent {[p7?T (80) plf} (8) = PT (80) f (e) = PT (80) = T (8) f (&o) — 
= T (8)T (go) f (e) = f (ggo), i.e. p7°T (80) P = U (&o). 


III. Si H = {e} et T est la représentation unité du groupe H, 
alors ;} UT est équivalente à la représentation régulière à droite du grou- 
pe G. 
Démonstration. Soient À = {e}, et T la représenta- 
tion unité du groupe AH. Dans ce cas l’espace 7° est constitué par 
toutes les fonctions numériques sur G, et la représentation UT qui 
agit suivant la formule UÙ (g,) f (go) = f (g£0) est une représenta- 
tion régulière à droite. 


4.2. Théorème de transitivité d’induction. Soient K, H, deux 
sous-groupes du groupe G, K € H. Soit T une représentation du sous- 
groupe K dans l'espace V, S la représentation du groupe H induite 
par T. Alors les représentations KUG et HUË sont équivalentes, i.e. 
UUT = UT. 

Démonstration. L'espace de la représentation }U& 
est constitué par les fonctions F sur le groupe G qui prennent leurs 
valeurs dans l’espace de la représentation S et vérifient la condi- 
tion : F (kg) = S (h) F (g) quels que soient hk E H,gEG; mais pour 
chaque g € G, la « valeur » F (g) est une fonction sur H à valeurs 
dans V telle que {F (g)} (xh) = T (k) {F (g)} (k). Par conséquent, 
on peut considérer comme éléments de l’espace de la représentation 


aU& les fonctions f de deux variables sur G X H à valeurs dans V 
telles que f (kg, h) = f (g, hh,) quels que soient h,, AE H,gEG, 
et f(g, kh) = T (k) f (g, h) quels que soient kCKX,hEH,gec. 
Considérons l'application p, définie par la formule (pf) (g) = f (g, e) 
pour f € Y'® de l'espace 7° de la représentation };UË dans l’espace 
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FT de la représentation KU£. Le lecteur vérifiera sans difficulté 
que p est un isomorphisme de l’espace 7°'$ sur l'espace 7°T qui réali- 


se l’équivalence des représentations AUS et kU£. 


4.3. Théorème de dualité de Frobenius. Soient T, L des repre- 
sentations irréductibles du groupe G et de son sous-groupe H respecti- 
vement. La multiplicité de la représentation T dans UL est égale à celle 
de la représentation L dans T |}. 

Démonstration. Montrons que l’espace linéaire 
Hom (7, UL) des opérateurs d’entrelacement de 7 avec UL est 
isomorphe à l’espace linéaire Hom (7 |, L) des opérateurs d’entre- 
lacement de T |; avec L: 


Hom (T |x, L) — Hom (T, UL) (4.3.1) 


quelles que soient T et L. Lorsque T et ZL sont irréductibles, les 
dimensions de ces espaces sont égales aux multiplicités considérées 
dans le théorème, de sorte que la formule (4.3.1) démontre le théo- 
rème. Vérifions la formule (4.3.1). Supposons qu’un opérateur 
linéaire X de l’espace V- de la représentation 7 dans l’espace Vu 
de la représentation ÜL est un entrelacement entre T et UL, i.e. 
KT (g) = UL (8) K quel que soit g € G. Faisons correspondre à l’opé- 
rateur X l'opérateur À qui agit de l’espace V- de la représentation 
T |x dans l’espace V,; de la représentation L, en posant KE — 
— (KE) (e), où KE est une fonction sur G à valeurs dans V, qui 
correspond à & € Vr. Puisque AT (h) = UT (h) K pour k€ H, on 
a KT(h)E = (K(T (k) Ë)) (e) = (UL(h) KE) (e) — (KE) () = 
— L(h) (KE) (e) = L (h) KE pour tous les £ € Hr, i.e. K est un 
entrelacement de 7 |; avec L, et l'application À —- X détermine 
une application de Hom (7, UL) dans Hom (T7 |y, L);, comme 
(KE) (g) = (UL (g) KE) (e) = (AT (g) Ë) (e) — AT (8)Ë, Æ est dé- 
terminé par Æ, et l'application À — X est un isomorphisme. 


4.4. Caractère d’une représentation induite. 


THÉOREME. Le caractère x d'une représentation induite qUG se 
détermine par la formule 


L(@)= D (gd!) (4.4.1) 
{0;: 0,6€H6;} 


où {Ô;} est une famille de représentants des classes d'équivalence de la 
forme Hgo, £o € G, et b est le caractère de la représentation T. 


Démonstration. Soit {e;} une base dans l’espace V 
de la représentation T7. Alors les fonctions 


T (h 1 g—hû;, hCH, 
ju @ = NES | 


(4.4.2) 
0 S1 86 Hô: 
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forment une base dans l’espace 7” de la représentation UT. En effet, 
Ÿ' est la somme directe des sous-espaces Ÿ°; = {f: f (g) = 0 si gé 
é Hô;}; d'autre part les fonctions f;; (g) pour un i donné forment 


une base de #4. Si g = hô4, alors pour ôsgo = RÔ,, REH,on a 
UT (go) fi5 (8) = fi; (&go) = fi (hô: go) = li (hhô,) — 


__[T(R)T(hje, si q=i 
= { 0 si qÆi. 9) 


Ainsi, pour g—hô,, le coefficient auprès de fi;(g) dans la 
décomposition de UT(g)fi;(g) relativement à la base {fi} (i.e. 
l'élément diagonal correspondant de la matrice de l'opérateur 
UT (g5) relativement à la base (4.4.2)) peut être non nul seulement 
dans le cas où ôngo = hô, i.e. lorsque ô:g0€ Hi. Posons T (h) e; — 
=D a, (hje,; alors en vertu de (4.4.2) et (4.4.3), on à 


UT (80) fi (8) = 2 2 &r3 (h) far (g) pour g=hô,, ôxgo € Hô: ; par consé- 


quent, le coefficient auprès de fi;(g) est égal à «;; (h) pour 
£g—hôr, Oigo = hÔi, hRCEH. Par conséquent 


* (go) = > h). 4.4. 
(£o) _ SR End) 2 @;j (R) (4.4.4) 


Puisque > &jj (À) = (À) eth— 61806;', la formule (4.4.1.) se déduit 
immédiatement de (4.4.4). 


4.5. Restriction d’une représentation induite à un sous-groupe. 

THÉOREME. Soient G un groupe fini, H et K ses sous-groupes et L 
la représentation du groupe H. Posons G, = K N\ g-'Hg, où g€G. 
Soit T8 la représentation du groupe K induite par la représentation 
Lt: x— L(grg”}) du sous-groupe G,. Alors la représentation Te 
est bien déterminée (à l'équivalence près) par la classe double HgK = 
— D (g) qui contient g. Désignons T£ par T?. La restriction de la 
représentation UL à K est la somme directe des représentations T? 
(la somme étant calculée sur l'ensemble des classes doubles de la forme 
HgK, g€ 0). 

Démonstration. Supposons que g, = hogk,; alors 


Ga = KO Hgi = ANK ER H hogko = KE 5Grko; 


i.e. G,, et G, sont conjugués dans Æ par un automorphisme inté- 


rieur (déterminé par l'élément k,). Si Ô,, ..., 6 est une famille 
de représentants des classes deux à deux disjointes de la forme 
Gr£or £o EG, alors les éléments ÆXÿ'ôiko, à = 1, ..., m, consti- 


tuent l’ensemble des représentants des classes deux à deux disjointes 
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de la forme G,,£80, £o € G. Puisque chaque caractère est constant 
sur les classes d'éléments conjugués, nous tirons de la formule (4.4.1) 
l’équivalence des caractères des représentations T£ et T&; par 
conséquent, les représentations T£ et Tf sont équivalentes. 

Soit 7”; le sous-espace de l’espace 7° de la représentation UL 
aa par toutes les fonctions nulles en dehors de Hg,K, où 

., & est une famille complète de représentants des classes 
Les deux à deux distinctes FgK, g € G. Il est évident que chaque 
sous-espace 7’, est invariant relativement aux opérateurs UL (kb), 
k € K, et la représentation UL |; est la somme directe des sous- 
représentations déterminées par les sous-espaces 7”;, j = 1. l, 
puisque dans les formules f (kg) = L(h)f (g) et UL (&) f (g) = 
— f(gk), hREH, kE K, figurent les éléments d’une même classe 
double ÆgK. 

Montrons que la sous-représentation U£|; dans l’espace 7”, 
est équivalente à la représentation du groupe X induite par la repré- 
sentation T?, où D = Hg;K. Soit p une application qui fait cor- 
respondre à chaque fonction f de l’espace 7”, la fonction p (f) sur 
le groupe À à valeurs dans l’espace V de la représentation Z suivant 
la formule p (f) (k) = f (g;k). Une fonction donnée œ sur X est 
l'image d’une fonction f €7 ; par l'application p, si et seulement 
s’il existe une fonction sur la classe D telle que œ (g;k) = œ () 
et pour la fonction œ on a la relation œ (hh,çg;k) = L (h) @ (hogik); 
pour que cette dernière relation soit satisfaite pour tous les h, hk, € H 
et kE K, il faut et il suffit qu'elle soit satisfaite pour h, =e et 


pour »g;k € g;K. Supposons que hg;k — gik; alors on doit avoir 
la relation œ(hg;k) = L (h) @(k) = p(k); mais githg; = kk”, 
ie. kk71 € G,,; ici on a L,, (kk71) = L (gikk”1g5t) = L (h). Ainsi, 
la fonction œ sur Æ est l’image par l'application p d'une certaine 
fonction f € #”, si et seulement si q est située dans l’espace de la 
représentation induite 7*i — Ge,U k. On vérifie immédiatement 
que p est un isomorphisme qui réalise l’équivalence de la représen- 


tation Ti et de la sous-représentation correspondante de la repré- 
sentation UL]; dans l’espace 7”;. 


4.6. Représentations induites d’un produit direct de groupe. 

THÉOREME. Soient G,;, G, des groupes finis; H,, H, des sous-groupes 
de G;, G, respectivement, et L,, L, des représentations des groupes H,, H, 
dans les FpOGee V,, Va Alors nxnUc'èc: est équivalente à 
n UE ® u, U£: G2. 

En effet, on vérifie facilement que l'opérateur d'isomorphisme 
naturel entre l'espace des fonctions sur G, X G, à valeurs dans 
V,® V, et le produit tensoriel de l'espace des fonctions sur G; 
à valeurs dans V, par l’espace des fonctions sur G. à valeurs dans V. 
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réalise l’équivalence des représentations H,xHUGC'ÈC: et n.U6: ® 
L 
@ n,UG:. 


4.7. Produit tensoriel et représentations induites. Le produit 
tensoriel de deux représentations T,;, T, d’un groupe G peut être 
envisagé comme la restriction de la représentation T, @ T, du 
groupe G X G au sous-groupe diagonal G= {(£8, g): g€G< 
c GX G; par conséquent, on peut se servir du théorème de 4. 
pour obtenir des données sur la décomposition des produits ten- 
soriels. 


THÉOREME (théorème sur le produit tensoriel). Soient G un groupe 
fini; H et K des sous-groupes du groupe G, et T, S des représentations 
des groupes H et K respectivement. Soit Gy.g, un sous-groupe du 
groupe G de la forme g;' Hg, N 85" Kgo, 81, 8e € G. Soient T8 : x + 
— T'(girg:), SE : x S (g.xg;') des représentations du groupe 
Gy,.g,; L8:8: le produit tensoriel des représentations T& et S£:; 
ULF'8: la représentation induite correspondante du groupe G. Alors, 


USE: se détermine entièrement (à l'équivalence près) par la classe 
double Hg,g:'K qui contient g,g5*', et la somme directe des représenta- 
tions UL£"8: (sur les classes doubles de la forme H£gK) est équivalente 
à UT @ US. 

Pour la démonstration on peut se servir du théorème de 4.5 
en l’appliquant à la représentation US2£ (voir (4.6), induite du sous- 


sh 


groupe À X K, en prenant ensuite la restriction à G. Les détails 
de la démonstration sont laissés au lecteur. 


4.8. Théorème d’imprimitivité. Soient 7 la représentation d'un 
groupe G et H un sous-groupe de G. Nous dirons que T est muni 
d'un système d’imprimitivité à base G/H s’il existe une application P 
de l’ensemble de tous les sous-ensembles de G/H dans l’ensemble 
des projecteurs dans l’espace V de la représentation T7 telle que 
P(SG)=0, P(GH)-l; ss EE, FE GH et EfNF—= GG, alors 
P(EUJ F)}=P(E)+P(F); P(ENFM=P(E)P(F) pour tous 
ls E, FC G/H, et P(Eg) = T-!(g) P (E)T (g) quel que soit 
E € G/H. 


THÉORÈME (critère d’inductibilité d’une représentation). Une 
représentation T d'un groupe G est équivalente à une représentation 
de la forme AUG pour un sous-groupe donné H et une certaine repré- 
sentation L du sous-groupe H si et seulement si T admet un système 
d'imprimitivité à base G/H. 

La démonstration est donnée dans le livre de J.-P. Serre [2], 
par exemple. 


9—0883 


130 REPRÉSENTATIONS DES GROUPES FINIS [CH. 1 


EXEMPLES ET EXERCICES 

1. Démontrer à l’aide du théorème de 4.3 que l’ordre d’un groupe 
est égal à la somme des carrés des dimensions de ses représentations 
irréductibles. 

2. Critère d’irréductibilité d’une représentation induite. 

Soient G un groupe fini, À son sous-groupe, et T une représenta- 
tion irréductible du groupe À. Montrer que la représentation UT 
est irréductible si et seulement si pour tous les g & À les représenta- 
tions du groupe H* = g-!Hg NN H, déterminées par les formules 
h—> T (ghg”!) et k—- T (h), ne possèdent aucune composante irré- 
ductible commune. 

3. Soient G un groupe fini, et À son sous-groupe. Montrer que 
la représentation du groupe G, induite par la représentation unité 
du groupe À, contient la représentation unité du groupe G. 

4. Soient G un groupe fini, A, X des sous-groupes du groupe G, 
et T, S des représentations des groupes H, Æ respectivement. Suppo- 
sons que ÆUT et KUS sont irréductibles. Alors ; UT = KUS si et 
seulement s’il existe un élément g € G tel que les représentations 
k— T (ghg-!) et h—S(h) du sous-groupe g-!H£g f\ À ont une 
composante irréductible commune. 


5. Soient G le groupe de matrices de la forme à éléments 


a b 
cd 
appartenant à un corps fini, et À le sous-groupe des matrices de la 


a 
oall Trouver les représentations du groupe G induites 


par les représentations unidimensionnelles du groupe À et voir si 
elles sont irréductibles (voir également le $ 5). 


forme 


$ 5. Représentations du groupe S L (2, F,) 


5.1. Corps. L'ensemble X s'appelle corps, si Æ est muni de l’ad- 
dition et de la multiplication, i.e. si à chaque couple ordonné d'élé- 
ments (x, y) de À on a fait correspondre l'élément x + y € X appelé 
somme de x et y, et l'élément xy € X appelé produit de zx et y, de 
sorte que:! 

1) Æ est un groupe commutatif relativement à l'addition (ce 
groupe est appelé groupe additif du corps X); 

2) si 0 est l'élément neutre relativement à l'addition, alors l’en- 
semble K* — X “ {0} est un groupe commutatif relativement à la 
multiplication (ce groupe s’appelle groupe multiplicatif du corps ÆX); 


3) la multiplication est distributive relativement à l’addition, 
i.e. quels que soient x, y, z € K, on a l'égalité 


z (y +2) = (zy) + (x). 
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Voici des exemples simples de corps: l’ensemble R des nombres 
réels et l’ensemble C des nombres complexes, munis de l'addition 
et de la multiplication usuelles. 

Envisageons encore un exemple de corps, à savoir un corps à p 
éléments, où p est un entier naturel premier. Dans l’ensemble des 
nombres 0, 4, ..., p — 1 définissons la « somme » des nombres m 
et r comme le reste obtenu en divisant par p la somme usuelle m + n, 
et le « produit » comme le reste de la division du produit usuel mn 
par p. Le lecteur montrera sans peine que les opérations introduites 
vérifient les conditions 1) à 3). Le corps obtenu s'appelle corps des 
résidus modulo p; on le désigne par F,. Ce corps est un exemple de 
corps fini, i.e. de corps à un nombre fini d'éléments. 

On peut montrer (voir, par exemple, Van der Waerden 
[11 que si un corps fini À contient g éléments, alors qg = p”, où p 
est un nombre premier, et z un nombre naturel. Le nombre p s’appel- 
le caractéristique du corps K. Un corps avec g = p" éléments se déter- 
mine uniquement à un isomorphisme près; ce corps sera désigné 
par F.. 

Le groupe multiplicatif du corps F, est cyclique. Si q est impair, 
alors le corps F, contient (q + 1)/2 éléments u de la forme u = v*, 
où vEF,, ces éléments sont appelés carrés dans le corps F,. L’ élé- 
ment générateur du groupe cyclique du corps F, n’est pas un carré. 


5.2. « Cercles» dans un corps fini. Fixons dans le corps F; un 
élément € qui n "est pas un carré. L’ ensemble des couples (x, y), 
r, yEF,, qui satisfont à la condition 2° — ey* = c pour un élément 
donné c € F, s'appelle cercle dans le corps F,. Remarquons que « le 
cercle de rayon nul», i.e. l’ensemble des couples (x, y) tels que 
 — ey* = 0, est constitué par l'élément unique (0, 0), car l'élé- 
ment ey* n'est pas un carré lorsque y = 0, comme ne l’est pas €. 


I. Le cercle x° — ey* = 1 est constitué par q + Â éléments. 

Démonstration. Il est évident que le point (—1, 0) est 
situé sur le cercle considéré et que y = 0 si le point (x, y) apparte- 
nant au cercle vérifie la condition zx — —1. Supposons que (x, y) 
est situé sur le cercle et x =£ —1; posons { = y/(x + 1). Alors nous 
avons successivement 2° — 1 = eÿ, z+1—yt"l, x — 1 — 
= (2 — 1)/(x + 1) = eyt, (z — 1)/(z + 1) = et°, 2 — 
= (1 + et*)/(1 — et), y = t (x + 1) = 24/(1 — et°). Puisque t est 
quelconque, le nombre d'éléments distincts du cercle considéré et 
tels que x = —1 est égal à q, i.e. le cercle contient qg + 1 éléments. 


IT. Pour tout c € F9, le cercle 2° — ey* = c est constitué par q + 1 
éléments. 
Pour la démonstration, considérons l’ensemble © des matrices 


9 


de la forme a — et telles que det a = o° — ev* est non 


9* 
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nul. Puisque 0° — eu — 0 seulement pour o& = v = 0, l’ensemble 
© contient qg° — 1 éléments. Le lecteur vérifiera sans difficulté 
que l’ensemble © est un groupe relativement à la multiplication des 
matrices, tandis que l'application det : a — det a est un homomor- 
phisme du groupe © dans le groupe F5. En vertu de I, le noyau de 
cet homomorphisme contient qg + 1 éléments, et donc l’image de 
l’homomorphisme det contient (q° — 1}/(q + 1) = q — 1 éléments. 
Puisque F5 est constitué par g — 1 éléments, l’image de l’homomor- 
phisme det coïncide avec FŸ, i.e. pour tout c = 0 il existe une classe 
d'équivalence par le noyau de l’homomorphisme det, qui est envoyée 
par cet homomorphisme dans le nombre c; puisque le nombre d'élé- 
ments dans la classe d'équivalence est égal au nombre d'éléments 
dans le noyau de l’homomorphisme, notre assertion est démontrée. 


5.3. Définition du groupe G = S L (2, F,). Ordre du groupe G 
et classes d'éléments conjugués dans G. Soit F, un corps fini de 
g = p" éléments, où p est un nombre premier. Désignons par G = 
— SL (2, F,) le groupe de toutes les matrices unimodulaires g 
d'ordre deux, à éléments choisis dans le corps F,: 


a b 
c d 


Par la suite, nous allons supposer que p = 2. 
Calculons l’ordre du groupe G et décrivons les classes de ses 
éléments conjugués. 


g— , 4, b,c, dEF,; ad—bc—1€F;. 


a b 
Si g |" d et a E F*, alors, pour des b et c quelconques, 
on peut calculer d de la relation ad — bc — 1 en se servant de la 
formule d = a”! (1 + bc), i.e. dans le cas a € F5, b et c parcourent 
l'ensemble F, tout entier, et le nombre d'éléments du groupe G 
vérifiant les conditions avancées est égal à (q — 1) g*. Lorsque 
a = 0, on a bc = —1,i.e. b E F9 et c — —b"}; dans ce cas d peut 
être arbitraire; le nombre de ces éléments du groupe G est égal 
à g(q — 1). Ainsi, l’ordre du groupe G est égal à q° (g — 1) + 
+ gg — 1) = g (9° — 1). 

Cherchons les classes des éléments conjugués du groupe G. Il est 
évident que {e} et {—e} sont les classes d'éléments conjugués auxquel- 
les se réduit le centre du groupe G. Pour décrire les autres classes 
d'éléments conjugués dans G, notons que lorsque M est une classe 
d'éléments conjugués dans G contenant l’élément g, € G, alors M 
est un espace homogène relativement à l’action du groupe G sur M 
suivant la formule k —+ ghg”!, g€EG,hEM. 

Soit Q un sous-groupe stationnaire correspondant à l'élément gs, 
i.e. l’ensemble des éléments g € G tels que gg,g”! = g,. Le nombre 
d'éléments dans la classe M est égal à l'index de Q dans G (voir III 
de 1.8, chapitre Î). 


65] REPRÉSENTATIONS DU GROUPE SL (2, Fo) 433 


Considérons la classe d'éléments conjugués déterminée par l'éle- 
A7! O0 
o al 


ment g1— , où À 1; désignons cette classe par À;. 


I. Le nombre des classes A: est égal à (q — 3)/2 ; chacune des classes 
A1 contient q (q + 1) éléments. 

Démonstration. Le sous-groupe stationnaire Q corres- 
pondant à la classe 4; est constitué par les éléments g € G tels que 
geig"! = gs, i.e. gg = £a18. On vérifie facilement qu’'alors le sous- 
groupe Q est constitué par des matrices diagonales. Par conséquent, 
Q est un sous-groupe d’ordre g — 1, et l'index de Q dans G est égal 
à g (q® — 1})/(q — 1) = q (q + 1). Par conséquent, chaque classe A, 
contient qg (q + 1) éléments. Le nombre de ces classes est égal à 
(g — 3)/2, puisque g, et g, (À, u Æ 0, À Æ 1, n° 1) appartien- 
nent à une même classe si et seulement si À = u ou À = u”!. 

Considérons les classes d’éléments conjugués déterminées par les 


. : 1 1 1 e Ë —1 1 _ 
éléments ee; — o1l? er — o1| e, = o —1 È ex; — 
|. : . Désignons ces quatre classes par B*(1), B*(E), 


O —1 
B” (1), B7(E) respectivement. 


II. Chacune des classes B*(1), B*(e), B7(1), B7(E) contient 
(g9? —1)/2 éléments. 

Démonstration. Le sous-groupe correspondant Q est 
constitué par les éléments g € G permutables à e; (respectivement 
à et, e;, ee); donc le sous-groupe Q, comme on le vérifie aisément, 


h ÿ —— 
oelrèa— 
— +14. Par conséquent, le sous-groupe Q est d’ordre 2g; ainsi, l'index 
du sous-groupe Q dans G est égal à gq (g° — 1)/2q = (qg° — 1)/2, 
i.e. chacune des classes B*(1), B*(e), B- (1), B-(Ee) contient 
(g® — 1)/2 éléments. 

Considérons la classe d’éléments conjugués déterminée par 
GO v 
ue 
de rayon un», i.e. 02—ev? = 1, où 0? 1. Désignons cette classe 
par Co- 


œ 
est constitué par toutes les matrices de la forme | 


l'élément go = , où le couple (o,v) appartient au «cercle 


III. La classe C, est bien déterminée par la donnée du nombre o. 
Chacune des classes C, contient gq (q — 1) éléments. Le nombre des 
classes C, est égal à (q — 1)/2. 

Démonstration. Soit o* — ev* = 4; pour un © donné, 
0° =£ 4, l'élément v est bien déterminé au signe près; montrons 
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| CO v O —v , k 
que les matrices et “ appartiennent à une même 
classe d'éléments conjugués dans G. En effet, soit (&œ, B) un point 
du cercle a° — eff — —1 (en vertu de IT, 5.2, ce cercle n’est pas 
vide); un calcul immédiat montre que 

a Bllilo v O —v a B 

—ef —a{||lev oÙ |—ev ol||—ep —c| 
en outre 
det p = — a +ef®— 1, 
— ep —« 
1.e. 
(2 
| Plec. 
— Ep —« 


Ainsi le nombre © définit la classe C’, de façon unique. Si l’on a aussi 
£r E Ca» alors les traces des matrices g, et g, sont égales, donc 
o = T ce qui implique que toutes les classes C,; sont distinctes, et 
leur nombre est égal au nombre d'éléments © € F, tels que 0° — 
— eù* —= 1 pour un certain v # 0. Mais « le cercle de rayon un» 
contient qg + 1 éléments, parmi lesquels on trouve les couples (1, 0) 
et (—1, 0); par conséquent, le nombre de couples (0, v), 0° = 1, 
tels que o° — eu — 1 est égal à g — 1; d’autre part, pour un © 
donné, l'élément v + O0 est déterminé par l'égalité o° — eu = 1 
au signe près, et donc le nombre de classes est égal à (q — 1)/2. 

Le sous-groupe © est constitué par des éléments g € G permuta- 
bles à g, et donc, comme on le vérifie aisément, par des matrices de la 


forme , où &° — ef% — 1. D'après I de 5.2, le sous-groupe Q 


est d’ordre g + 1, et donc l’index de Q dans G est égal à g (q — 1), 
i.e. le nombre d'éléments dans la classe C, est égal à qg (q — 1), ce 
qui termine la démonstration de la proposition III. 

Ainsi, le nombre des classes d'éléments conjugués dans G est 
égal à 2 + (q — 3)/2 + 4 + (9 — 1/2 = g+4*). En vertu du 
théorème 3 de 1.7, chapitre II, le groupe G contient exactement 
q + 4 représentations non équivalentes deux à deux. Indiquons ces 
représentations. 


9.4. Les représentations T.. Soit x une représentation unidimen- 
sionnelle (i.e. un caractère) du groupe F5 (on dit parfois que x est 
*) Le nombre d'éléments du groupe G qui appartiennent aux classes con- 
sidérées {e), {—e}, 41, B*(1), B* (e), B-(1), B-(e). Co est égal à 2+ | = }x 


9 
FA 


q—1 g—1 : + 
xXg(qg+1)+4 (=) + qg(g—1)—=g(q* —1). i.e. à l'ordre du groupe G. 
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le caractère multiplicatif du corps F,). Désignons par H, l'espace 
de toutes les fonctions f (x, y), x, y E F,, définies pour (x, y) 
= (0, 0) et vérifiant la condition 


f(r, Ay)=n()f(z, y) (AGFS, x, yEFa, (x, y) (0, 0)). (5.4.1) 


Définissons la représentation T,;, du groupe G dans l’espace F7, 
par la formule 


b 
(TP 9) = 1 Ge ten bed) (el 0). 642 


On vérifie facilement que l’application g —+ TT, (g) est effectivement 
une représentation du groupe G 

En vertu de la condition (5.4.1), une fonction arbitraire de H, 
est déterminée de façon unique par ses valeurs en g + 1 points qui 
sont le point (0, 1) et les points (1, a), a E F,; par conséquent, 
la dimension de la représentation T, est égale à q + 1. 

Cherchons le caractère ®., de la représentation T,. Envisageons 
dans À, une base formée des vecteurs f. et f,, a € F,, où fx et fa 
sont définies par les formules 


fa n={ n(z) si y=0, 

PR de (5.4.3) 
ste n = A(y) Si z—ay, 
D O0 si x ay. 


Soit % un caractère donné d’un groupe additif du corps F, (on 
l'appelle « caractère additif du corps F, ») tel que x (a) Æ 1(a € F.). 


Posons ex = fo, ex = D) YX(ua)f, (UE F;). Alors, comme on le 
aeF 

vérifie immédiatement, 
1 (gx) Eu = I (À) lus 


4 
Ta (81) 600 = 1 (A1) Eco, (5.4.4a) 
1 0 
«| b1 ) eu = x (20) eu, 
(5.4.4b) 
T ( 0 E = € 
EL b1 o = € 


A 10 
pour tous les g; — | Oo à | , À 0,et tous les bEF,. Puisque les ma- 
1 b 


” 1 0 
0 1 —0 1 


Fe 0 1 
l'élément s — } o| la formule (5.4.4) permet de calculer la 


trices 


sont conjuguées dans le groupe G par 
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valeur du caractère œ. de Ja représentation 7. sur les classes 
d'éléments conjugués {e}, {—e}, 4, B*(1), B*(e). 11 est évident 
que r(e)— dim T1=qg+1, Pra(—e)=n(—1)(9+1). Trouvons 
PA (e;). D'après sur 


Pa (ei) = A | 


_114 1): 2 x (—) + 1. (5.4.5) 


x n'étant pas un caractère unité, les Eee d’orthogonalité 
(1.4.2) entraînent À X(—u) = 0 ; par conséquent p, (ef) — 1. D'une 


manière analogue ce. c(et)=1; Pa (8) = Pa(ee)—7r(—1). Trouvons 
Pa (81), À Hi. Avec 251, on a pour uæ#0 la relation u  }?u 
et donc l'élément matriciel diagonal dans la décomposition du 
vecteur Tr(gije,, uEFs, (voir 5.4.4a) n'est pas nul que lorsque 
n=0; ainsi Pr(81)—=1(4"!) +n(À). 

Il nous reste à déterminer le caractère . sur la classe C4. 
Soit p une représentation unidimensionnelle du sous-groupe 


À O 
x - {| 1-1 ||” 1CF5, HE Fa}, déterminée par la formule p (k) — 
LL 
À 0 
= (À) pour k-| 1-1 ||- La représentation TZ; est équivalente à 


la représentation du groupe G induite par la représentation p. 
En effet, soit ÿ une fonction sur G telle que 14 (kg) = p (k) v (£) 
quels que soient kCÇK, gCG, i.e. 


«(LAID = 


u Àtllle d 


ha —— 
ua + Ale ub+Aiid | E 
a b 
= n(À) ( Le | : (5.4.6) 


a b 
Posons F (a, b) = À : et désignons par À l’ensemble 


de tous les couples (x, y), x, y € F,, qui diffèrent de (0, 0). Pour 
un couple (a, b)E À donné, la solution générale de l'équation 


a b 

2 il =: est de la forme c = c, + pa, d = do + pb, où u EF,;, 
ce — 4; en attirant la condition (5.4.6) on conclut que la 
0 0 


fonction F est définie correctement, i.e. ne dépend pas du choix 
des éléments c et d tels que ad — bc = 1. Nous avons donc construit 
une application + — F de l’espace de la représentation induite UP 
dans l’espace À. : le lecteur vérifiera sans difficulté que cette appli- 
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cation est un isomorphisme qui applique UP dans T,. Il découle 
de la formule (4.4.1) pour le caractère d’une représentation induite, 
que le caractère de la représentation UP s’annule sur les éléments 
g € G non conjugués avec les éléments du sous-groupe Æ ; par consé- 
quent ®}x (£85) = 0. En réunissant les relations trouvées pour + 
nous obtenons: 


I. Soit p, un caractère de la représentation T.; alors 
Pa(e)=9+1, Pa(—e)=(g+1)n(—1); 
Pr(g)=n(A)+r(A*) (ME); 

Pr(ei)— pales) —1; Pres) =Pr(ee)=n(—1); 
Pa (Lo) = 0 (07—Eev2— 1, 02-21). 
Un calcul immédiat nous montre que pour 7?#1 on à 
pa | Pa (g) 2 = 9 (92 — 1), d'où l’on tire en utilisant aussi II de 1.8 que : 


IT. Toutes les représentations T. admettant des caractères n tels 
que n° 5 À sont irréductibles. 
En outre, les formules pour , impliquent: 


III. Pour que deux représentations TA, Ta, (1 5 1, n° = 1) 
soient équivalentes il faut et il suffit que x = n, ou bien que x = n;'. 
Considérons la représentation T,, où À est un caractère unité du 
groupe F%, donc 1 (À) = 1 quel que soit À € F5. Il est évident que 
les fonctions constantes (f (x, y) = c pour tous les (x, y) — (0, O)) 
appartiennent à À, et constituent un sous-espace unidimensionnel 
invariant dans Æ,, dans lequel agit la représentation unité 1, (du 
groupe G) dont le caractère p,, est identiquement égal à 1. L'espace 
des fonctions f € H, telles que > 1 (x, y) = 0 est égale- 
(x, y) (0, 0) L 
ment invariant relativement à 7,, i.e. une sous-représentation T, 
de T, agit dans cet espace, et la dimension de 7, est égale à g. Il est 
évident que le caractère @; de la représentation 7. est égal à q, — 
— Pig = Pi — À, où p, est le caractère de la représentation T. 
Par conséquent, on a la proposition suivante: 

IV._ Soit q Le caractère de la représentation Ti. Alors 
p(e)—=p(—e)=g; p(ei)=ple;)—=q(e)=p(e)—=0; p(a)=1; 
P(gs)= —1. _ 

Ün calcul direct nous montre que 219 (@) = q(g—1)=16|, 
et la proposition II de 1.8 entraîne : É 


V. La représentation T, est irréductible. 
La représentation T1, où 5 = 1, 19 = 1, sera étudiée dans 5.6- 
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5.5. Somme trigonométrique dans F,. Soit x, = 1 un caractère 
du groupe F? qui prend les valeurs 1 et —1. Alors x, prend la valeur 
1 sur tous des carrés de F5 (x, (a*) = (x (a))* = +1). L'ensemble 
des carrés dans F9 constitue un sous-groupe d’index 2 dans F?, 
par conséquent la condition nr, 5 1 implique n, (x) = —1 pour 
tous les éléments z € F5 qui ne sont pas des carrés. Le caractère x, 
s'appelle résidu quadratique du corps F,. Remarquons que x, (e) = 


Envisageons la fonction f(a) — 3| %x(au), où F#? est le 
uer*#? 


sous-groupe du groupe F9 constitué par des carrés non nuls de F,. 
Lorsque a = 0, on a f (a) = (q — 1)/2 de sorte que l’ordre du sous- 
groupe F%° est égal à (g — 1)/2. Soit a + 0. Alors 


j(@)= D x(au)= D (au) OT ; (5.5.1) 
u=—02:# 0 u- 0 


il découle des relations d’orthogonalité (1.4.2) qu’un caractère 
x Æ 1 est orthogonal (comme une fonction sur un groupe) au carac- 


tère identifiquement égal à l'unité, ie. 9) %(u) — 0 pour y = 1. 
utF 


e q 
Par conséquent 


fG@)=+ D x@u)w(u)++ D (au) — 


u-#0 u #0 


1 1 
= + > x (au) 0 (u) —=.. (5.5.2) 
u+0 
Posons 


D (a)= 2; x(au) wo (u) *); (5.5.3) 
u-0 
alors 
D(a)= Dix (0) to (part) ma) Dx()mo(). (5.5.4) 
Désignons S x(v)ro(v) par l'(%0) ; puisque ro(a‘)—ro(a), on a 
O(a)= Fr (x) L (a), donc 
> ®(a) x (av) =T (to) 2: To (a)x (av) = 
a 0 as 0 
= (x0) D (v) = (T (x0)) ro (v). (5.5.5) 


*) Remarquons que si F est le corps des résidus modulo p et 4 est un carac- 
2 = i 
tère qui fait correspondre à un élément # € F le nombre 4 (k) —=e ?P , alors 
© (a) sera la somme trigonométrique usuelle, que l’on appelle somme de Gauss. 
Voir J.-P. Serre [3]. 
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D'autre part, 


D Dia)x (a) = > 2 x (au + av) 5 (u) = 
30 us 0 
= : mou) À x (a (v—w)) = 
2 To(—w)(—1)+gno(—v) =g70(—v). (5.5.6) 


En comparant (5.5.2), (5.5.4), (5.5.5) et (5.5.6), nous voyons que 


r (ro? = (2 x (0) 0 = 970 (— 1), (5.5.7) 
D x(au)=+T(m) mwa) —+ (#0) (5.5.8) 
u€F9* 


9.6. La représentation T'.,. Considérons maintenant la représen- 
tation Tx,- 
Soit % le caractère de la représentation Tx,. On tire de I, 5.4, 


en prenant en considération l'égalité x, (x)? = 1, que à | %o (£) ? — 
EG 


£ 

= 2 [G |. Par conséquent, la représentation T7, est réductible; 
d’ Je (1.7.5) elle se décompose en deux représentations irréduc- 
tibles 

Considérons la restriction de la représentation T;x, au sous- 
groupe Æ. Il est évident que toute représentation invariante relati- 
vement à la représentation T, est également invariante relative- 
ment à 7x, |rx- D'autre part, les formules (5.4.4) impliquent que le 
sous-espace H7, déterminé par l'(no) ex + e9 et ex, v € F5 et le 
sous-espace 3, déterminé par l(n) ex — ep et eu, u E F5 NX F9° 
sont invariants relativement à Tx, [x Soient 0*, 6” les caractères 
des représentations correspondantes du groupe Æ. Les formules (5.5.4) 
impliquent 6*-£0- (par exemple, 6*(e?) = (1 + T (x))/2 
5 (1 — L'(x,))/2 = 80- (e*)). Par conséquent, les restrictions de la 
représentation T'x, x à H3, et H;, ne sont pas équivalentes. D'autre 
part, le lecteur vérifiera facilement, en se servant du lemme de 


Schur ou en calculant 2 | 8* (k) |, que les restrictions de 
REK 


la représentation Tx, |x à H%, et H3, sont irréductibles. Par consé- 
quent, les sous-espaces Hf, et Hz, sont uniquement déterminés, 
étant les seuls sous-espaces propres de l’espace H4, invariants rela- 


tivement à Tr, |k. Puisque la représentation Tx, est réductible, 
il existe un sous-espace propre H € H, invariant relativement à T.. 


Alors À est invariant relativement à Tr, |k et donc À = H%, ou 


À — Hx,. D'où l’on peut déduire que les sous-espaces A7, et Hz, 
sont invariants relativement à Tr. Soient T5: et Tr, les restric- 


1440 REPRÉSENTATIONS DES GROUPES FINIS [CH. 11 


tions de la représentation T;, aux sous-espaces H7,, H1, respecti- 
vement. Îl est évident que les dimensions de ces représentations 
sont égales à (q + 1)/2. 

Trouvons les caractères des représentations T3, Tax. Soit œ* 
le caractère de la représentation Tx7,. Les formules (5.4.4), (5.4.5) 
et (5.5.8) permettent d’écrire: 


p(—e)=710(—1)(g+1)/2; 


g*()=1+ 2 = (HT (0))2: 


g'(et)=1+ D x (ue) = (1—T (x))2: 


p* (e7) = (1 +T (%0)) no (— 1)/2 ; 
p'(ee)=70(—1)(1—T(m0))/2; p° (8) = To (À)- 
En outre q*(e)=(g+1}/2(=dimTx). Donc 
À Ip @2>((a +1)/2)2 + ((g +1)/2 + 


+ {11 +7 (m0)17/2+ 11 —F (%0)17/2} (92 — 1)/2 + 
+(a—3)q(a+1)/2=g(g—1); 
par conséquent > | @* (g) [? < 0, i.e. * (g,) = 0 quel que soit g.. 
£ 
Puisque le caractère ” de la représentation T3, satisfait la relation 
= = @— p*, on a la proposition: 


I. Soient p*, p” les caractères des représentations Tax, et Ta, res- 
pectivement. Alors 


p'(e)=(g+1)/2; p(—e)=(9+1)r0(—1)/2; 
p'(e)=(T(mo)+1)/2; p'(ee)=(1—T(x0))/2; 
p° (5) = (P (0) +1)70(—1)/23; pee) = (1 —T (m0) ro (—1)/2 ; 
p(g)=nm(û); p(g)—=0; p(e)—=(g+1)/2; 
p(—e)=(qg+1)no0(—1)/2; (65) =(1—T (%0))/2 ; 
pee) =(1+T(m))/2; p(er) = (1 — FT (m0)) ro (— 1)/2 ; 
p(ee)=(1+T(mo))ro(—1)2; p(a)=7%00); p (go) = 0. 
En comparant les formules pour les caractères des représenta- 


tions TT. (n° # 1), 16, Te Tr Tr,» NOUS voyons que nous avons 
construit une famille de 2 + 2 + (q — 3)/2 = (q + 5)/2 repré- 
sentations irréductibles du groupe G deux à deux non équivalentes. 


5.7. Les représentations S.. Construisons encore une famille de 
représentations du groupe G. Considérons l'extension quadratique 


F, (VE) du corps F,, i.e. l'ensemble des éléments de la forme x + 
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+ yVe, x, y EF, avec les opérations usuelles d’addition et de 
multiplication des polynomes en Ve à coefficients dans F;, où 

e-V e — &. Alors F, (Ve) est un corps qui contient F, en tantque 
sous-corps. Introduisons dans F, (Ve) l'opération de conjugaison, 
en posant {=x—yVe pour t=z+yVe€F,(Ve). Remar- 
quons que l’ensemble U = {t: 1€ F, (Ve), tt = 1} est un sous- 
groupe du groupe multiplicatif F, (V e)* du corps F, (VE). 

Soit p un caractère du groupe F, (Ve), et p (1) = 1 pour t € U. 
Considérons l’espace vectoriel H formé de toutes les fonctions f 


sur F5 et définissons dans l’espace H la représentation S, du grou- 
pe G° en posant 


(SN u)= 2 Kou, v; 8) f(), 


teFq 
a b 
où g— à el 
Au, v; g)= 
x () D 2) p(6 si b#0; (5.71) 
—_ {{—vu- 
p (d) x (deu) Ô (du —v), si b—0; (5.7.1b) 


ici Ô est le symbole de Kronecker (6 (x) = 0 lorsque x = 0, à (0) = 1); 
4 = 1 est un caractère additif fixe du corps F4. 

On vérifie immédiatement que S, est bien une représentation 
(ie. Se) — 1, S, (gig2) = So @) So (g2)). DimS, =g—1. 

Soit x la restriction du caractère p au sous-groupe U. Alors x 
est un caractère du groupe U, non égal identiquement à l'unité. 

Trouvons le caractère q, de la représentation S,. On a évidem- 
ment Ph(e)=g—1, P(—-e)=(g—1)n(—1) (vu que —1ÇçU, on 
a St at 4) La formule (5.7.1b) implique également 


vo(g)=0 (puisque 2-1 pour tous les g,); (ei) = À x(u)= 
u + 
—_ >) X(u)—1——1; d'une manière analogue, (es) = —1, 


u 
Po (63) = Ph(ez) = —r(—1). Remarquons que les relations d’ortho- 
gonalité (1.4.2) pour les caractères x, déterminés par la formule 


Xp (u)=x (pu) impliquent Ù'x(pu)=qg—1 pour p=0 et 
u:0 

2 x (pu)= —1 pour p#0 (pEF,); nous obtenons donc pour 

ur 
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g = £o, en posant {+t—20—a+d, toEU, 


Po(go)= >, Abu, u; g)= 
u+ 0 


= 240%) 3 x(— BU” )p (9) — 


u:f 0 


= 122 p() > (Hu) = 


ti=1 ur 0 


= + D p()(—1)— 2 (P (0) a+ p (651) 9) = —(P (#0) + p (3), 
tt=1 
car la condition p=1 sur U implique à p(t)—0. Comme #,EU 


tt—1 
O v 
et {o+t; —20, on a Pp(go) = —H(to) —r(t;"), où go—= #4 .) . 
toto = 1, to+ts'= 20, i.e. 1 —=0-+vVe. En réunissant les relations 
obtenues, on peut énoncer: 


I. Soient p, un caractère de la représentation S,, et x la restric- 
lion du caractère p au sous-groupe U. Alors œ@,(e)=q—1; p,.(—e)=— 
=(g—1l)n(—1); pigi)=0; p(ei)= pole) = —1;  p(e;) — 
= Pph(ee')= —n(—1); Pgo) = —n(to)—n(t"), où toto =1, to + 
+ lo = 20. 

D'où l’on tire immédiatement : 

IL Sè p, — p. sur U ou p, = 0: sur U, on a pp, Æ Pp,- 

Désignons la représentation S, par Sx, où x est la restriction 
: p à U. La formule pour , (g.) détermine entièrement x (t) + 

+ x (1-1) pour tous les & tels que tt — 1; donc: 


IT. Deux représentations San, et Sa sont équivalentes si et seule- 
ment si T, = TA, ou bien n, = (n)"?. 


On vérifie facilement que >, | Po (g) © = g (g* — 1) lorsque 


p° 5 À sur U; i.e. si n° = 1 sur Ù, la représentation S, est irré- 
ductible. Lorsque nr, — 1 est un caractère de U tel que x = 1, 
alors x, prend les valeurs +1, d’où l’on déduit immédiatement que 
7, = 1 sur le sous-groupe U* € U formé des carrés des éléments 


de U. Par conséquent, x, = —1 sur U X U*, i.e. x, est uniquement 
déterminé. Soit @, un caractère de la représentation S2,; on vérifie 
immédiatement que 2 | P1 (g) = 2q (g° — 1), i.e. Sr, se décom- 


pose en une somme directe de deux représentations irréductibles 
de G (voir (3.7.5)). Mais la formule (5.7.1b) implique que le sous- 
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espace H* © H formé des fonctions nulles sur F7 X F?° et l’espace 
H- © H formé des fonctions qui s’annulent sur F?*, sont invariants 
relativement aux opérateurs Sx, (4), k € K. En outre, puisque le 


sous-groupe des matrices de la forme : opère dans À par multi- 


1 
plications par le caractère % (cu), chaque opérateur À dans XH per- 
mutable avec les opérateurs de la représentation Sr, est permutable, 
en particulier, avec les opérateurs de multiplication par (cu), et. 
donc avec les opérateurs de multiplication par une fonction quel- 
conque @& (u) (&œ (u) étant une combinaison linéaire de caractères). 
Mais alors À est un opérateur de multiplication par une fonction. 
En effet, si fo (u) = 1 et Afo = V4, 0na 


(A) (u) = (4 (pfo)) (u) = œ (u) (A4fo) (u) = 4 (u) p (u). 


i.e. À est un opérateur de multiplication par 1,4 (u). Puisque 
D | (4) 


(Sa, (8) N (u) = p (@ f (Œu) pour g=|, | on a ÿa (Eu) = 


= 4% (u), i.e. la fonction 1, est constante sur les classes d'équiva- 
lence de F? par F9*. D'où l’on déduit que les restrictions de la repré- 
sentation Sr, à À sont irréductibles sur H* et 7, tandis que l’ir- 
réductibilité de Sx, entraîne que H* et 7 sont invariants relative- 
ment à Sx, *). Soient Sr, Sn, les sous-représentations de Sx, dans 
les espaces H* et 7 respectivement. La dimension de chacune des 
représentations S%,, Sx, est égale à (q — 1)/2. Calculons leurs carac- 
tères œf, ®:;. 
Soit p; le caractère de la représentation S5. Alors 


qpi(e)=(g—1)/2; qgi(—e)=mi(—1)(g—1)/2; 
pi (e;)— PT x (u) = (T (no) — 1)/2 ; 


pi (eë) = 2 x (eu) = —(T (0) + 1)/2 ;: 
pi (5) = 71 (—1) (T (50) — 1)/2; 


pi (ee)= —m(—1)(T (mo) +1)/2; pi (gx) = 0 
(étant donné À2=Æ 1, on déduit immédiatement de (5.7.1b) que 
K(u,u; g)—=0 quels que soient uÆ0);  œi(£go) — 
1 20—1t—1"1 

= > K;luu;g)= —— Sault) > x (——— ») et la 

u—=uw2# 0 tt=1 u=w2:# 0 

+) Il en découle en particulier que pour culE FIN Fo° on à: 
PAUL v; g)=0, ie. > (+ (ut-er-1)) p (t}—=0 pour vu-t€ Fr * F2 

ti=tu- 


et pour chaque caractère multiplicatif p sur FQ (Ve)* dont la restriction à U 
coincide avec fi. 
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formule (5.4.2) nous donne 


+ 1 1 260 — -1 | 

Pr (ge)=—— 5 mt) {ZT (0) no (=) 1) 
tt=1 
ur 


—! à 
= {ni (Lo) + (45")} = 
1 T (fo 20— (14171 
= 7 > su (4) mo (ED) — 
tt 1 
Le tos lo 


— 1 (rt (do) +1 (45')), (5.7.2) 


où to + ts! = 20, toto = 1. Mais, puisque x, et x, prennent des 

valeurs réelles, tandis que T (x) = (gro (—1))//° est soit réel, soit 

purement imaginaire, les relations >) |? (g) |? = q (q° — 1), 
EG 


S œ* (eg) p; (8) = 0 (qui expriment l'orthogonalité, voir 1.7), 


nous donnent 
9g — 1 
> Ti (t) To (= — CH ) = 0 


tt=1 


t Hlos lo 
pour g=|, to tt = 20, toto — 1. D'ici et de la rela- 
tion (5.7.2) on tire œf (85) = + (ru (to) + (5); puisque 


4; = P1 — P;, on aboutit à la proposition: 
IV. Soient w;, œ, les caractères des représentations S3,, Sx, 
respectivement. Alors pi (e)—=(q—1)/2; qi(—e)=(g—1)x:(—1)/2; 


pi (ei) =(T(ño)—1)/2; qi (ee)= —(T (m0) +1)/2; 
Ps (er) = (T (0) —1) rt (—1)/2 ; 
pi (ee) = —(T (x0) +1) ri (—1)/2; 
Pi (g)=0; pi (gx) = —(ns (to) + (5°))/2= — 73 (bo), 
Où to+ts"=20, toto = 1; 
pr(e)=(g—1)/2; pi(—e)=(g—1)71(—1)/2; 
pi (5) = —(T (50) + 1)/2 ; 
pr (ee) = (T(mo) —1)/2; pi (er) = —(T (ro) +1) 1 (—1)/2 ; 
Pr (ee) = (T(ño) —1)r1(—1)/2; pi(8)=0; 
Pi (So) = — (7: (£o) + (47))/2= — 74 (to), 
où to + tst = 20, toto = 1. 
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Les représentations du groupe G de la forme S, (n° = 1), Sx,, 
Sx, constituent une famille de (g — 1)/2 + 2 = (g + 3)/2 repré- 
sentations deux à deux non équivalentes. En comparant les caractè- 
res de ces représentations avec les caractères des représentations T, 
et de leurs sous-représentations, nous voyons que nous avons cons- 
truit q + 4 représentations deux à deux non équivalentes. Puisque 
le nombre de classes d'éléments conjugués dans G est égal à qg + 4, 
on obtient la proposition: 


V. Une famille constituée par les q + 4 représentations 16; Tà; 
CHAT, Tr; Tr Sn N° 5 1; IS, ; Sx, est un système complet 
de représentations irréductibles du groupe G. 

Les caractères des représentations unitaires irréductibles du 
groupe SZ (n, F,) pour nr > 3 ont été calculés par J. A. Green 
[1*]; une étude de diverses propriétés des représentations du groupe 
SL (nr, Fo) fait l'objet de l’article de S. I. Guelfand [1*]. 


CHAPITRE Ill 


NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE 
DES REPRÉSENTATIONS DES GROUPES TOPOLOGIQUES 


$ 1. Espaces topologiques 


1.1. Définition de l’espace topologique. Un ensemble X est 
appelé espace topologique s'il est muni d’un système % — {U} de 
sous-ensembles U satisfaisant aux trois propriétés suivantes *): 

1) GEU, X EU; 

2) la réunion de toute famille d’ensembles de 9/ appartient à %/; 

3) l'intersection d’un nombre fini d’ensembles de 4 appartient 
a 41. 

Les ensembles U € 7 s'appellent ensembles ouverts de l’espace 
topologique X, et les éléments x € XÀ points de cet espace. On dit 
également que le système d’ensembles %, définit la topologie T 
sur À, ou bien que Ÿ/ munit À de la topologie T. 

Un même ensemble X peut être muni de systèmes % différents; 
ils définissent alors des topologies différentes sur X. Un ensemble X 
muni de plusieurs topologies doit être considéré comme plusieurs 
espaces topologiques. Une des topologies s'obtient si l’on considère 
comme ouverts tous les sous-ensembles de ZX ; il est évident que les 
conditions 1) à 3) sont vérifiées. La topologie ainsi définie sur X 
s'appelle topologie discrète. 

Un système 7° = {V} d’ensembles V € X est dit base d’un espace 
topologique si chaque ensemble ouvert 4, dans À est la réunion 
d’ensembles V € 7”. Il est évident que l’on peut se donner une topo- 
logie dans À en indiquant quel système Ÿ° est sa base ; les ensembles 
ouverts seront alors toutes les réunions possibles d’ensembles de 7. 
Il est évident que le système 7° est une base d’un espace topologique 
si et seulement si: 1) G € 7°"; 2) l'intersection d’un nombre fini 
d'éléments de 7° est la réunion de certains éléments de 7°; 3) la 
réunion de tous les ensembles de 7° coïncide avec X. 


EXEMPLES. 

1. Soit R! l’ensemble de tous les nombres réels. Définissons dans 
R! une topologie en prenant pour éléments de la base tous les inter- 
valles a << x << b et l’ensemble vide G. On vérifie immédiatement 


*) Iciet par la suite G désignera toujours l’ensemble vide. 
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que les conditions 1) à 3) sont satisfaites et que les ensembles ouverts 
seront les ensembles ouverts usuels de R!. La topologie ainsi définie 
dans R!' est dite topologie naturelle de R!. Il est évident que cette 
topologie diffère de la topologie discrète dans R!. Par la suite, sauf 
mention du contraire, R! désignera toujours l’espace topologique de 
tous les nombres réels avec la topologie naturelle. 

2. Soit À — R" l’ensemble de tous les systèmes z = {x,, ... 

., Zn}, Tr E R!. Définissons dans R” une topologie en prenant 
pour base le système 7” constitué de l’ensemble vide et de tous les 
parallélépipèdes ouverts: 


Op LTIR bz, hi 1, 2: 5 es ls (1.1.1) 


Les ensembles ouverts seront l’ensemble vide et toutes les réunions 
des parallélépipèdes (1.1.1); ce sont les ensembles ouverts usuels 
de l’espace à x dimensions (pour nr = 2 et n = 3 ce sont les ensem- 
bles ouverts usuels du plan et de l’espace usuel respectivement). 
Il est évident que les conditions 1) à 3) seront alors satisfaites. 
La topologie ainsi définie est dite topologie naturelle dans KR’. 

3. Soit À = C” l’ensemble de toutes les suites finies z = {z,, . .. 

. ZA} de nombres complexes 2, = zx + iyr, Tr, Yr € R1. Faisons 
correspondre au système z = {x, + iy,, . .., x, + iy,} le système 
Z = {2,, Yy, . -., TnUn} = R°". Nous appliquerons alors C'" bijec- 
tivement sur R°". Nous considérerons comme ouverts les ensembles 
de C”* qui sont les images inverses des ensembles de R°" par cette 
application. Il est évident qu’une base dans C” sera constituée par 
l'ensemble vide et tous les ensembles 


An TR < Un, Ch CYR < dr; KA, 2,45 tn. 


La topologie ainsi définie s'appelle topologie naturelle dans C”. 

Par la suite, sauf mention du contraire, R” et C” désigneront 
toujours les ensembles R” et C" munis de la topologie naturelle. 

4. Supposons que À est constitué de deux points: À = {a, b}. 
Introduisons dans À une topologie en prenant pour ouverts l’ensem- 
ble À tout entier, l’ensemble vide et l’ensemble {a} qui se réduit 
au seul point a. Il est évident que les conditions 1) à 3) seront satis- 
faites. 


EXERCICE. Démontrer que l’ensemble vide et toutes les boules 
ouvertes U (a, r) = {z: (un —a)ÿ +... + -a)ÿ <r}r> 
>0,a—= {a,..., a,} € R°" forment une base de R”. 


1.2. Voisinages. Soit X un espace topologique. On appelle 
voisinage d’un point x de X, et l’on note U (x), tout ensemble ouvert 
qui contient x. 


I. L'ensemble M © X est ouvert si et seulement si craque OR 
z € M possède un voisinage U (x) contenu dans M. 


10* 
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En effet, si M est ouvert, il est lui-même un voisinage de chaque 
point x € M. Réciproquement, si chaque point x € M possède un 
voisinage U (x) € M, alors M est la réunion de tous les U (x), 
et donc M est ouvert en vertu de 2), 1.1. 

Un système #° de voisinages d’un point x s’appelle base de voisi- 
nages de ce point si chaque voisinage U (x) contient un certain 
W (2) E #°. On déduit immédiatement de cette définition que la 
base de voisinages d’un point doit satisfaire aux conditions suivan- 
tes: 1)zEW (x); 2) chaque intersection W, (x) f] W, (x) de voisi- 
nages de la base contient un voisinage qui appartient à la base; 
3) Sy E W (x), alors la base des voisinages du point y contient un 
voisinage W (y) € W (x). 

Réciproquement, si à chaque point x € À on associe un système 
d’ensembles W (x) satisfaisant aux conditions 1) à 3) ci-dessus, on 
peut définir une topologie sur À en prenant pour ouverts l’ensem- 
ble G et toutes les réunions possibles des ensembles W (x). On vérifie 
aisément que les conditions 1) à 3) de 1.1 sont alors satisfaites. 
Les ensembles W (x), x € À, eux-mêmes forment une base de cet 
espace topologique. Par conséquent, on peut également munir À 
d’une topologie en indiquant la base de voisinages de chaque point 
x E À. Ainsi, dans l'exemple 1 de 1.1, on peut prendre pour base 
de voisinages de chaque point x, tous les intervalles de la forme 
(Zo — 8, To + €), e > 0. 


1.3. Ensembles fermés : adhérence d’un ensemble. Les ensembles 
complémentaires des ensembles ouverts s'appellent ensembles fermés 
ou fermés tout court. Il découle des propriétés 1) à 3) des ensembles 
ouverts (voir. 1.1) que: 

1) l’ensemble vide et l’espace tout entier sont fermés; 

2) l'intersection d’une famille quelconque d’ensembles fermés 
est fermée ; 

3) la réunion d’un nombre fini d’ensembles fermés est fermée. 

Les ensembles fermés sont généralement désignés par la lettre F, 
et l'ensemble de tous les F par la lettre #. L'’intersection de tous 
les ensembles fermés qui contiennent l’ensemble donné M € X 


s'appelle adhérence de l'ensemble M ; on la désigne par M. En vertu 
de 2) M est fermé et, évidemment, le plus petit fermé contenant M. 
Il est en outre évident que M — M si et seulement si M est fermé, 
et que | | 

1)M< M ;. 

2°) M=M (puisque M est fermé) ; : 
3) MiUMeU...UMa=MiUMal... UM, pour tout nombre 
fini d'ensembles : ne 


4) ® = D. 
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Chaque point x de M s'appelle point adhérent à l’ensemble M; rx € M 
si et seulement si chaque voisinage U (x) contient au moins un point 
de M. La notion de limite d’une suite est proche de celle de point 
adhérent. Un point x est appelé limite de la suile x;, x,, xs, .. 

(ce qu’on note x — . Zn) Si chaque voisinage U (x) contient tous 


les membres de cette ‘suite à partir d’un certain numéro. Un ensem- 


ble M & X est dit dense dans X si M — X. L'espace X est dit sépa- 
rable si X contient un sous-ensemble dénombrable dense dans À. 


EXEMPLE. Les espaces C” et R" ont pour ensembles fermés les 
ensembles fermés usuels, l’adhérence coïncide avec l’'adhérence 
usuelle, la limite avec la limite usuelle. Ces espaces sont séparables, 
puisque l’ensemble des nombres rationnels en est un sous-ensemble 
dénombrable et dense. 


1.4. Comparaison des topologies. Supposons que l’ensemble X est 
muni de deux topologies, T,, T,, définies par les systèmes %,/,, %, 
d’ensembles ouverts. La topologie T, est dite majorée par la topo- 
logie 7,, ce qu’on écrit T, << T,, si #, € 4, ; si en outre 7, = 1, 
on dit que 7, est plus forte que T, (resp. T, est plus faible que T.) 
et l’on écrit alors T, < T, (ou T, > T;). Il est évident que la topo- 
logie discrète sur À majore chaque topologie sur X. 

Désignons par #, et .#. les ensembles de tous les sous-ensembles 


fermés, et par M1 et M® les adhérences de M € X pour les topolo- 
gies ZT, et T7. 
I. SiT, <T, sur X, alors F, € .F, et donc 


M1 = M? 
pour chaque ensemble M € X. 
1.5. L'intérieur et la frontière d’un ensemble. La réunion de tous 
les ensembles ouverts contenus dans un ensemble donné M € X 


est le plus grand ouvert (en vertu de 2), 1.1) contenu dans M ; on 
l'appelle intérieur de l’ensemble M et on le désigne par int M. L’en- 


semble M — int M s'appelle frontière de M ; on le désigne par 9M. 
ExEmpPLes. Soient À = KR" et 
Mi={z: zER", (zi—-a)+...+(z, —a,)<r°}, 
Mo=4{z: zER", (zi—a)+...+(z, —a,)<r°} 
Ma={z: zER",0<(z-a)+...+(r, —a,)} <r, 
Mi={z: zER, (mi—a) +... +(rs —an)= re}, 
où a = {a;,, ..., a} et r > 0 sont fixes. Il est évident que M, 


est une boule fermée, M, une boule ouverte, MW, une boule ouverte 
moins le pont a, et enfin M, est la sphère de R' de centre a et de 
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rayon r. On vérifie facilement que 
Mi=Ms, int Mi=Mx 0M;=M4, 
Mi:=Mi, int Me=M, Ô0M:—=M4, 
Ms=Mr intM3=Ms, 0M3=4{a, Mi}, 
M,=M, int M=@, 0Mi.—=M. 


1.6. Sous-espaces. Chaque sous-ensemble Ÿ d’un espace topologi- 
que À peut être transformé en espace topologique, si l’on considère 
comme ouverts les intersections avec Ÿ des ouverts de À. L'espace 
Y avec la topologie ainsi définie s’appelle sous-espace de l’espace À ; 
on dit que la topologie de Y est induite par la topologie de À. Il de- 
coule immédiatement de cette définition que: 

1) si 7° = {V} est une base de X, alors {V M Y} est une base 
de Y ; 

2) chaque ensemble fermé de Ÿ est l'intersection avec Ÿ d’un 
ensemble fermé de ZX; 

3) l’adhérence dans YŸ de tout ensemble M € Y est l'intersec- 
tion avec Ÿ de l’adhérence de l’ensemble M dans ZX. 

On déduit de 2): 


I. Si Ÿ est fermé dans X, alors chaque ensemble M € Y, fermé 
dans Y', l'est également dans X. 


II SiM, € M, € X, alors l’adhérence dans M, de chaque ensem- 
ble A € M, est l'intersection avec M, de l'adhérence de l’ensemble À 
dans M. 


Démonstration. Soient (A), (A)at,s À les adhérences de 
l'ensemble A dans M, M 2 et X respectivement. Alors (4) M, = 
= ANA: et (Am, NMi=(ANM:)N Mi=ANMNMi)=ANM,:=- 
= (À)nr,. 


EXEMPLES 

1. Les ensembles [a, b] = {x: x E R!, a < x < b} et (a, b) = 
= {z: zER!, a < x< b}, envisagés comme sous-espaces de l’es- 
pace R!, s'appellent respectivement segment et intervalle. 

2. D'une manière analogue, les ensembles [a;, bi; @e, Da] — 
= {x : zCR?, PESTE UT As L Te K D2} et (&s, b;; do, b;) = {z: zCR?, 
ai LT, bi, As L'z2 L'b:}, envisagés comme sous-espaces de 
l’espace R° s'appellent respectivement rectangles ouvert et 
fermé. 


REMARQUE. Un ensemble ouvert (resp. fermé) de Y € X peut 
ne pas être ouvert (resp. fermé) dans X. En particulier, si À = R!, 
Y = [a, b] (voir l’exemple 1) ci-dessus), chaque ensemble [a, &] — 
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= {1:zER',a<zr<a}, a <a< b, est ouvert dans Ÿ, mais 
ne l’est pas dans À. 


1.7. Applications d’espaces topologiques. Soient X et Y des 
espaces topologiques et f une application de À dans Y. On dit que 
l'application f est continue en un point xr0 E À si l’image inverse 
de tout voisinage V (y) du point y, = f (xo) contient un certain 
voisinage U (x) de x. L'application f de l’espace X dans l’espace Y 
est dite continue sur ZX si elle est continue en tout point x € À. 

Il découle immédiatement de cette définition et de la proposi- 
tion Ï de 1.2, que: 


I. Une application f d'un espace À dans un espace Y est continue 
si et seulement si l’image inverse de chaque ensemble ouvert de Y est 
un ensemble ouvert de X (ou lorsque l'image inverse de chaque ensem- 
ble fermé de Y est un ensemble fermé de À). 

En outre, 


II. Si une application continue f d'un espace À dans un espace Y 
applique un ensemble M © X dans un ensemble N € Y, alors elle 
applique également M dans N. 

En effet, f-! (N) est fermé en vertu de I et contient M, et donc M. 

Si f est une application continue d’un espace X dans un espace Ÿ, 
alors j s'appelle également fonction continue sur À à valeurs dans Y, 
tandis que f (X) s'appelle image continue de À (dans Ÿ). Si, en parti- 
culier, X est un segment: À = [a, b] (voir l’exemple 1 de 1.5), 
alors l'image continue f (X) = f ([a, bl) dans Y est dite courbe 
continue dans Ÿ ; le point f (a) s'appelle origine, et de point f (b) 
extrémité de cette courbe. On dit également que cette courbe joint 
le point f (a) au point f (b). Une courbe est dite fermée si son origine 
et son extrémité coïncident. 

Une application f d’un espace À sur un espace Y s'appelle koméo- 
morphisme (ou application topologique), si: 

1) f est une bijection; 

2) les applications f et f”! sont continues. 

Une application f d’un espace À dans un espace Ÿ s'appelle 
plongement de X dans Y si f est un homéomorphisme de À sur f (X), 
ce dernier espace étant envisagé avec une topologie induite par 
celle de Y. Deux espaces topologiques À et Ÿ sont dits koméomorphes 
s'il existe un homéomorphisme de X sur Ÿ. On tire immédiatement 
de la proposition Î: 


III. Tout homéomorphisme de X sur Y applique les ensembles 
ouverts sur les ensembles ouverts, les fermés sur les fermés et l'adhé- 
rence de chaque ensemble de X sur l’adhérence de l’image de cet ensemble 
dans Y. Ainsi, tout homéomorphisme conserve les propriétés suivantes 


152 THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS DES GROUPES TOPOLOGIQUES [CH. II 


d'un ensemble: être fermé, ouvert ou être l'adhérence d'un certain 
ensemble. 

Les propriétés qui se conservent par homéomorphismes sont 
dites fopologiques, et la branche des mathématiques qui étudie les 
propriétés topologiques s'appelle topologie. 


1.8. Espaces séparés. Un espace topologique X s'appelle séparé 
(ou espace de Hausdorff) s'il satisfait à l’axiome de séparation sui- 
vant : pour tout couple (x, y) de points distincts de X il existe un 
voisinage de x et un voisinage de y disjoints. 

Ainsi les espaces R” et C” (voir les exemples de 1.1) sont séparés. 
L'espace À = {a, b} dans l’exemple 4 de 1.1 n’est pas séparé. 
En effet, l’unique voisinage du point b est l’espace X tout entier, 
mais celui-ci coupe tout voisinage du point a. 


I. Si f et @ sont deux applications continues d’un espace X dans 
un espace séparé YŸ, alors l'ensemble M, = {x: f (x)  q (x})} est 
ouvert tandis que l’ensemble M, = {z: f (x) = op (x)} est fermé. 

Démonstration. Il suffit de démontrer que M, est 
ouvert, M, étant le complément de M, dans X. Soit x € M, i.e. 
f (to) Æ p (to). Il existe alors des voisinages disjoints U = U (f (x.)) 
et V = V (p(zxo)). Etant donné la continuité de f et œ, on peut 
trouver un voisinage W (x,) dont les images par les applications 
et @ sont contenues respectivement dans U et V. Puisque U et F 
sont disjoints, on a W (x) € M,. Ainsi, pour chaque point x € M,, 
il existe un voisinage W (x,) € M,, et en vertu de I de 1.2, M, 
est ouvert. 


COROLLAIRE. Si f;, p;. j = 1, 2, ..., m, sont des applications 
dr d'un espace X dans un espace séparé Y, alors l’ensemble 

M = {z: f1 (@) = pe), j = 1, . .., m} est fermé. 

En effet, M est l’intersection des ensembles M 3 = {x: f; (x) = 

= p;(x)}, j = 1, ..., m, qui sont fermés en vertu de I. 


II. Si deux PE continues f et @ d'un espace X dans un 
espace séparé Y coïncident sur un ensemble N € X, alors elles coïnci- 


dent également sur N. 
Démonstration. Soit M, le même ensemble que dans I. 


Alors N & M, et donc N © M, = M.; par conséquent, f (x) = 


= op (x) sur N. 

III. Si f et @ sont deux fonctions réelles sur un espace séparé X, 
alors l’ensemble M, = {x: f (x) << œ (x)} est ouvert, tandis que l'en- 
semble M, = {x: Î (x) > op (x)} est fermé. 

Cette assertion se démontre comme la proposition I. Dans le cas 
considéré Ÿ = R!. 

IV. Chaque ensemble fini dans un espace séparé est fermé. 
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Démonstration. Il suffit de démontrer la proposition IV 
pour l’ensemble {zx,} qui se réduit à un seul point z,, puisque la 
réunion d’un nombre fini d’ensembles fermés est fermé (propriété 3). 
1.3). Mais si z, # x, il existe un voisinage U (x;) qui ne contient. 
pas z, Car À est séparé. Par conséquent, X — {x,} est ouvert et. 
donc {x,} est fermé. 


1.9. Produit topologique d’espaces. Supposons que X,, ..., X,. 
sont des espaces topologiques. Désignons par À, X X, X ... x À, 
l’ensemble de toutes les suites finies x = {x,, Ze, - . ., Tn}, où 
z,EX;,j—=1,...,n;en général, si M,, ..., M, sont des ensem- 
bles quelconques dans X,, ..., À, respectivement, alors M, X 
X M, X ... X M, désigne l’ensemble de toutes les suites finies. 
z = {Z, ..., z} que l’on obtient lorsque les points z,, ..., 
parcourent indépendamment M,, ..., M,. 

Introduisons sur À, X ... xX X, une topologie en prenant. 
pour base de voisinages d’un point xz° = {zx}, ..., x,} la famille 
de tous les ensembles U, (27) X ... X U, (x), où U; (x°) sont. 
des voisinages quelconques appartenant à la base des voisinages 
du point zi. Il est évident que les axiomes 1) à 3) pour la base des 
voisinages (voir 1.2) seront satisfaits, de sorte que X, X ... X X, 
se trouve être un espace topologique; on appelle cet espace produit 
topologique *) des espaces X,, ..., À. 

Dans la suite x = {1,,...,zx,}, x; est la j-ième coordonnée du 
point x ou projection du point x sur X;. 


I. L'application {x,, . .., x,} — x; de l'espace X, X ... X X% 
sur À, est continue. 

Cette assertion découle directement de la définition de la topo- 
logie sur À, X ... X X;. 


EXEMPLES ET EXERCICES 

4. L'espace R” est le produit topologique de n copies de l’espace 
R (voir les exemples 1 et 2 de 1.1). En effet, les intervalles (a;, b;} 
qui contiennent le point x; en forment une base des voisinages, 
tandis que les paralléélpipèdes (a,;, b,) X ... X (a,, b») qui 
contiennent (1°, . .., x,) forment une base des voisinages du point 
(z!, - -., z}). D'une manière analogue, C” est le produit topologi- 
que de x copies de l’espace C' (voir l’exemple 3 de 1.1). 

2. Démontrer que le produit topologique d’espaces séparés est 
également séparé. 


*) Cette définition peul être généralisée au cas d’un nombre, infini d'espa- 
ces (voir, par exemple, N. Bourbaki [3]ouM.Naïmark {1]); cette 
généralisation ne nous sera pas nécessaire. 
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$ 2. Groupes topologiques 


2.1. Définition du groupe topologique. L'ensemble G est appelé 
groupe topologique si: 

a) G est un groupe; 

b) G est un espace topologique séparé *); 

c) les fonctions f, (g) = g”! et f:(g, h) = gh sont continues 
{la deuxième relativement au couple de points g, k€ G). 

La condition c) signifie que f, est une application continue de G 
dans G, et f, une application continue de G X G dans G (voir 1.9). 
I1 découle de la définition d’un groupe (voir 1.1, chap. I) qu’en réalité 
Î. et /, sont des applications sur G. 

Chaque groupe G devient un groupe topologique si on le munit 
d'une topologie discrète, puisque sur un espace topologique discret 
toutes les fonctions, en particulier, les fonctions f, et f, de la condi- 


tion c), sont continues (voir [ de 1.7). Un tel groupe topologique est 
dit discret. 


I. L'application g —+ g”! est un homéomorphisme d'un espace topo- 
logique G sur G. 

En effet, l'application f,: g —— g-! est continue en vertu de la 
condition c); l’application inverse de g— g”! coïncide avec f, 
{parce que f,: g?— (g--1 = g); donc elle est également continue. 

On déduit de I que si U est un voisinage de l’élément neutre, 
U-! est également un voisinage de l'élément neutre. 


Il. Chaque voisinage U de l'élément neutre contient un voisinage 
symétrique de l'élément neutre, i.e. un voisinage V qui satisfait à la 
condition V1 — Y. 

En effet, ce voisinage sera l’ensemble V = U NN U-1, 


III. Chaque voisinage U de l'élément neutre contient un voisinage V 
de l'élément neutre tel que VV & U. 

Démonstration. En vertu de la continuité de la fonc- 
tion fo (Sr, Le) = LiLo POUT 81 = €, £e —= €,_il existe des voisinages 
V,, V, de l’élément neutre tels que V,V, € UV; alors le voisinage 
Y = V, f\ V, satisfait à la condition VV € U. 


EXEMPLES 


1. R'est un groupe (voir l'exemple 1 de 1.1) et R! avec la topo- 
logie naturelle est un espace topologique séparé. 11 est évident que 


*) En principe, la séparabilité de l'espace G (et mème une assertion plus 
forte) découle des conditions a), c) et d’une condition plus faible que la condi- 
tion de séparabilité: quels que soient deux éléments distincts g1, g2 € G, il 
existe pour chacun d’eux un voisinage qui ne contient pas l’autre (voir, par 
exemple. L. Pontriaguine [1], 8 17) 
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la condition c)est vérifiée ; ilen découle que f, (x) — —zetf:(1,, ze) — 
= x, + x, sont des fonctions continues. Par conséquent, R! avec la 
topologie naturelle est un groupe topologique. D'une manière analo- 
gue, R” et C7, munis de la topologie naturelle, sont des groupes 
topologiques. 

2. R! est un groupe et R; est un espace topologique pour la topo- 
logie naturelle (la topologie induite par la topologie de R). La con- 
dition c) étant satisfaite, f, (x) = x”, fa (xz1, Te) = 2,74 sont des 
fonctions continues sur R! et Ri X R!. Par conséquent, R!, muni 
de la topologie naturelle, est un groupe topologique. D'une manière 
analogue, R°5 et C; sont des groupes topologiques si on les prend 
avec la topologie naturelle. 

3. Groupe linéaire général GLin, C). Chaque 
élément 


Bit --. Bin 
g=|l....... € GL (n, C) 
ni --- £nn 
peut être envisagé comme un point (gps - : «+, Lins Loir - + +» Een» 
En1r + + ++ Enn) de l’espace C’*, et donc le groupe toutentier GL (n, C), 


comme un sous-ensemble de C". Munissons GL (n, C) de la topolo- 
gie induite par la topologie naturelle de C'* (voir l'exemple 3 de 1.1), 
et appelons-la topologie naturelle du groupe GL (n, C). Prouvons 
la continuité des fonctions f, et f. de la condition c). Soit Gy le 
complément algébrique de l’ élément £gn dans la matrice g. Par défi- 
nition de la topologie sur Cr* et GL (n, C), la continuité des fonctions 
fl, et f, Signifie que sont continus sur GL (n, C) leurs éléments matri- 
ciaux 


G 
fn= (his 
ñ (2.1.1) 
fan = (gh) 1 = 2 Ssshat jh l=1, ...,n. 

8= 


Mais G;: et det g sont des polynômes en g;, et donc sont continus 
sur Cr° et aussi sur GL (n, C). En outre, det g = 0 sur GL (n, C); 
par conséquent, les fan sont continues sur GL (nr, C). D'autre part, 


la fonction feu — 1 £ishau est un polynôme en gy, hu; elle est 


donc continue sur Lou l'espace C7* X C'° et par conséquent sur 
GL (n, C) X GL(n, C). La condition a) est satisfaite; ainsi 
GL (n, C), muni de la topologie naturelle, est un groupe topolo- 
gique. 

On définit d'une manière analogue la topologie naturelle sur 
GL (n, R) et l’on démontre que GL (n, KR) est un groupe topologique 
pour cette topologie ; il suffit simplement de remplacer C'° par R”*. 


156 THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS DES GROUPES TOPOLOGIQUES [CH. III 


On déduit de la définition de la topologie sur GL (n, C) que les 
ensembles 


W (g,e)={g: g€GLi(n, C), Ign—gnl<e, j, 1=1,2,...,n} 


constituent pour cette topologie une base de voisinages de l’élé- 
ment g € G. Notons également que GL (n, C) et GL (nr, R) sont 
des ensembles ouverts dans C"” et R'° respectivement. En effet, 


GLi(n, C)={g: geC", det g = 0}, 
GL(n, R)={g: g€R", detg 0}, 


et la dernière assertion découle de I, 1.8 et de la continuité de la 
fonction det g. Par la suite, si nous n'’indiquons pas le contraire, 
tous les groupes des exemples 1) à 3) seront envisagés comme des 
groupes topologiques avec la topologie naturelle. 


2.2. Translations sur un groupe topologique. 

[. La translation à droite g —+ gg, et la translation à gauche g — g,£g 
sur un groupe topologique G sont des homéomorphismes de G sur G. 

Démonstration. La translation à droite g — gg, est 
une bijection de G sur G; elle est continue en vertu de la condition 
c) de 2.1. L'application inverse à la translation g — gg, est la trans- 
lation g — gg;'; elle est donc également continue; par conséquent, 
la translation à droite est un homéomorphisme. On démontre d’une 
manière analogue que la translation à gauche est un homéomorphi- 
sme. 


II. Si {W (g)} est une base des voisinages de l'élément g d'un groupe 
topologique G, alors {W (£) go} et {g0W (g)} sont des bases des voisinages 
des éléments gg, et £g,£ respectivement. En particulier, si {W (e)} est une 
base des voisinages de l'élément neutre e du groupe G, alors {W (e) go} 
et {g,W (e)} sont des bases des voisinages de l'élément g, € G. 

Cette assertion découle directement de I et III, 1.7. On déduit 
de la proposition II que la topologie sur un groupe est entièrement 
déterminée par la donnée de la base des voisinages {W (e)} de l’élé- 
ment neutre ; les bases de voisinages des autres éléments s’obtiennent 
de cette base par translation à droite ou à gauche. 


2.3. Sous-groupes d’un groupe topologique. Soient G un groupe 
topologique, À un sous-groupe du groupe G. Munissons A d’une 
topologie induite par la topologie de G (voir 1.6). La condition c) 
de 2.1 sera alors satisfaite sur H puisqu'elle est satisfaite sur tout 
le groupe G. Par conséquent, H, dont la topologie est ainsi définie, 
sera un groupe topologique. Par la suite, si nous n’indiquons pas le 
contraire, un sous-groupe d'un groupe topologique G sera toujours 
supposé muni de la topologie induite par celle de G. 
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Un sous-groupe H du groupe G est dit fermé si c’est un sous- 
ensemble fermé de l’espace G. Un groupe topologique G s'appelle 
groupe linéaire s'il est isomorphe (comme groupe topologique) à un 
sous-groupe des groupes GL (n, C) ou GL(n,R 

EXEMPLES 

4. GL(n, R) est un sous-groupe du groupe GL (n, C); il est 
fermé en vertu du corollaire de 1.8. En effet, 

GL(n, R)= {g: gEGL{n, ©), Imgux=0,j, l=1,...,n} 
et Im g;} sont des fonctions continues sur GL (n, C). 

2. SL (n, C) est un sous-groupe du groupe GL (n, R); il est 

fermé puisque 

SL (n, C) = {g: gEGLin, C), det g = 1} 
et det g est une fonction continue sur GZL (n, C). D'une manière 
analogue, SZ (nr, R) est un sous-groupe fermé du groupe GL (n, R), 
et donc également du groupe GL (n, C). 


3. U (n) et SU (n) sont des sous-groupes des groupes GL (n, C) 
et SL(n, C) respectivement. Îls sont fermés puisque 


U(n)={g:geGLin, C), D &uga= Ôp, j, 1=1,...,n), 


SU (n)={g: gESL(n, C), 2 Bsy8u = Op, j, 1=1,...,n), 


où 
& 4 si j=l, 
HT lO si ji, 
tandis que les fonctions Daugu j, I—=1, ..., n sont continues 


sur GL(n, C) et SL(n, C). 


2.4. Espace quotient. Groupe quotient. Soient G un groupe topo- 
logique et H son sous-groupe. Posons G = GI/H, où G/H est l’espace 
des classes d'équivalence à droite du groupe G par H, et désignons 
par @ l' application canonique de G sur G. Introduisons une topologie 
sur G en prenant pour ouverts de G les images p (U) d'ouverts U 
de G par +. Il est évident que les conditions 1) à 3) de 1.1 seront 
satisfaites; par conséquent, la famille de tous les @ (U) possibles 
détermine une topologie sur G. Par la suite, nous supposons toujours 
que G est muni de cette topologie. 

Une application d’un espace topologique X dans un espace 


topologique Ÿ est dite ouverte si l'image de chaque ensemble ouvert 
dans À est ouvert. 
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I. L'application canonique @ d’un espace G sur G = G/H est ouverte 
et continue. 
Démonstration. Par définition même de la topologie 


sur G, q est ouverte. En outre, supposons que Ü est un ouvert dans G. 
Par définition de la topologie sur G, on a Ü = œ (U), où U est ouvert 
dans G. Par conséquent, l’image inverse de l’ensemble L 


p(ÜU)=UH= | Uh 
heH 


est ouverte, étant la réunion d’ouverts Uh (voir I de 2.2); par consé- 
quent œ est continue. 


IT. Si H est un sous-groupe fermé d'un groupe topologique G, l'espace 
quotient G = G/H est séparé. 
Démonstration. Soient En LEG, ZÆ£g. Soient 


En E Bis 82 € 2. Puisque 8, 8,, on a gi'g. 6 H. Comme H est 
fermé, il doit exister un voisinage U de l'élément g;'g, disjoint 
de À: 

UN H = G. (2.4.1) 
D'autre part, en vertu de la continuité des fonctions f, (g) = g”! 
et f: (g, h) = gh (voir 2.1), il existe des voisinages U, et U, des 
éléments g, et g, tels que 


UV, EU. (2.4.2) 
Posons Ü, = œ(U;), Üa= p (U:) ; par définition de la topologie 
sur G, les ensembles U, et U, sont des voisinages des classes g. 
et g.. Démontrons que ÜU,NÜ:= SG. Supposons le contraire; soit 


g EU: NU:= (01) N p (V2). (2.4.3) 
On tire de (2.4.3) l'existence d'éléments 
Bor 86€ 80 (2.4.4) 
tels que g E U,, &g E U,; par conséquent 
& 80 EU; Us. (2.4.5) 
D'autre part, on déduit de (2.4.4) que 
80 & EH. (2.4.6) 


Mais les relations (2.4.5) et (2.4.6) contredisent (2.4.1); par consé- 
quent Ü, fl Ü, = @, ce qui démontre que l’espace G est séparé. 


III. Soit H un sous-groupe d’ un groupe topologique G. Alors pour 
chaque go € G l'application Lo: E —+ Ego est un homéomorphisme de 
l'espace G sur G. 
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Démonstration. L'application g + gg, est une bijection 
de G sur G (voir 1.7, chapitre I); démontrons qu’elle est continue. 
Soit Ü un ensemble ouvert de G: il faut démontrer que son image 
inverse Ügs' est ouverte dans G. Mais Ü —  (U), où U est ouvert. 
dans G, et par définition de la transformation go, on a 
Ces = (Ugs"), 
où Ug;! est ouvert en vertu de I, 2.2; par conséquent, ÜUgs! est. 
ouvert dans G et g, est continue. En appliquant ce résultat à gs! 
à la place de go, nous voyons que (go)! = gs! est continue. Ainsi, 
l'application g, est un homéomorphisme. 
D'une manière analogue on peut définir une topologie dans l'es- 
pace des classes d'équivalence à gauche (par un sous-groupe donné); 
on a alors des propositions analogues aux propositions II et III. 


IV. Si H est un sous-groupe distingué du groupe topologique G,. 
alors G/H est un groupe topologique. 


Démonstration. G/H est un groupe et G/H est un espace. 
topologique séparé. Il reste donc à démontrer que G/H satisfait. 


à la condition c), 2.1. Posons à nouveau G — G/H et désignons. 
toujours par  l’application canonique G — G. Supposons que U est. 
un voisinage de l'élément g;' € G. Il existe alors un élément g'E€ 
€ g;' et un voisinage U de g;' tels que U = œ (U). En vertu de la 
continuité de la fonction f (g) = g”}, on peut trouver un voisinage. 
U, de l'élément g, tel que 

Ce U,. (2.4.7) 
Posons Ü, = q(U:); alors Ü, est un voisinage de l’élément £i et. 
d'après (2.4.7), on a 


Ü=puytepu)=Ù. 
Par conséquent, la fonction f, (g) = g-! est continue sur G. En: 
outre, supposons que Ü est un voisinage de l'élément gh, g,hE€G. 
On peut alors trouver des éléments g € g,hk€RhR et un voisinage U 


de l'élément ghk tels que ÜU — @(U). En vertu de la continuité: 


de la fonction f, (g, hk) = gh, il existe des voisinages U,, U, des 
éléments g, k tels que 


VU, U. (2.4.8) 


Posons Üi= p(U:), ÜU:= q (U2) ; alors Ü,, Ü, sont des voisinages 
des éléments g, k et, d'après (2.4.8), on a 


Dal: = q (U:) p (U2) = p (UV) € p (U)= Ü. 
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Par conséquent, la fonction f. (g, h) = gh est continue sur G. La 


condition c) de 2.1 se trouve être vérifiée et G est un groupe topolo- 
ægique. 


2.5. Homomorphisme et isomorphisme de groupes topologiques. 
Soient G et G” des groupes topologiques. L'application f de G dans 
«G” s'appelle homomorphisme continu de G dans G', si 

a) f est une application continue de l’espace G dans l’espace G'; 

b) f est un homomorphisme du groupe G dans le groupe G. 

Si en outre f (G) = G’, alors on dit que f est un hkomomorphisme 
continu du groupe G sur le groupe G'. 


I. Si H est un sous-groupe distingué fermé d'un groupe topologique G, 
alors l'application canonique œ@ du groupe G sur le groupe quotient 
«G/H est un homomorphisme ouvert continu de G sur G/H. 

En effet, @ est un homomorphisme (voir 1.6, chapitre I) et q 
‘est ouvert et continu en vertu de I de 2.4. 

L'application f d’un groupe G dans un groupe G” s'appelle mono- 
morphisme continu de G dans G, si 
a”) f est une application continue de l'espace G dans l’espa- 
ce G’; 
b') f est un monomorphisme du groupe G dans le groupe Gr. 
Si en outre f (G) = G”, alors f s'appelle isomorphisme continu du 
groupe G sur le groupe G'. 

L'application f d’un groupe G dans un groupe G’ s'appelle mono- 
:morphisme topologique de G dans G”, si 

a”) f est un homéomorphisme de l'espace G sur un sous-espace 
de G'; 

b”) f est un monomorphisme du groupe G dans le groupe G. 

Si en outre on a f (G) = G’, alors f s’appelle isomorphisme topo- 
Logique du groupe G sur le groupe G’. Deux groupes topologiques G 
‘et G”’ sont dits topologiquement isomorphes s’il existe un isomorphisme 
topologique de G sur G”. 


II. 1. Si f est un homomorphisme continu d’un groupe G sur un 
groupe G’ et H = ker f, alors: 

a) H est un sous-groupe distingué fermé du groupe G; 

b) f = vw, où op est l'homomorphisme canonique du groupe G sur 
Le groupe G = G/H, tandis que 1 est l'isomorphisme continu du groupe 
G sur le groupe G. 

2. Si en outre f est ouvert, alors 1 est un isomorphisme topologique 
du groupe G = G/H sur le groupe G’, de sorte que G et G’ sont topolo- 
giquement isomorpkhes. 

Démonstration. 1. H est fermé, étant image inverse 
d'un point (l'élément neutre e” du groupe G’). En outre, la relation 
f = y, où y est l’homomorphisme canonique de G sur G = G/H, 
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et 1 est l’isomorphisme de G sur G’, a été démontré dans III de 1.5, 
chapitre I. Par conséquent, pour prouver l’assertion b) il ne reste 
qu'à montrer la continuité de #. Soit U” un ensemble ouvert de G. 


lp 


Posons #-1 (U') = Ü; il s’agit de démontrer que U est ouvert. 
Posons f-! (U") = U; U est ouvert car f est une application con- 


tinue et U” = f (U) = (bœ) (0) = Ÿ (p (U)). Puisque + est bijectif 
(b est un isomorphismel), on en tire 


U— pr! (U”) — @ (U), 
de sorte que U = œ (U) est ouvert d’après la définition de la topo- 
logie dans G. 

2. Supposons que f est une application continue et ouverte; 
démontrons que Ÿ est un isomorphisme topologique. D'après ce 
que nous venons de démontrer (l’assertion 1), Ÿ est continu; il 
reste donc à démontrer que #-! est continu. 


Soit Ü un ensemble ouvert de G. Posons 


U' = (p”1)"1 (0) = Ÿ (Ü) ; (2.5.1) 
il faut démontrer que U” est ouvert dans G’. Par définition de la 
topologie dans G, 


Ü = œ(U), (2.5.2) 
où Ü est ouvert dans G. Mais alors d'après (2.5.1) 


U" = + (œ (U)) = f (0), 


de sorte que U” est ouvert dans G”, f étant ouverte. 


REMARQUE. Pour de larges classes de groupes topologiques, 
en particulier pour GL (n, C) et tous ses sous-groupes fermés, la 
continuité d’un homomorphisme implique déjà qu'il est ouvert 
(voir L. Pontriaguine [1], $ 20, théorème 12). 

L'isomorphisme topologique d’un groupe topologique G sur G 
s'appelle automorphisme topologique (comparer avec 1.6, chapitre Î). 
Par exemple, l'application 


8 + 81° 86 (2.5.3) 
est un automorphisme topologique (I de 2.2) pour chaque g, € G. 
Les automorphismes topologiques donnés par la formule (2.5.3) 
sont dits intérieurs, tandis que tous les autres sont dits extérieurs. 
Par la suite, appliqués aux groupes topologiques, les termes 
homomorphisme, monomorphisme, automorphisme, isomorphisme si- 
gnifieront respectivement hkomomorphisme continu, monomorphisme 
topologique, automorphisme topologique et isomorphisme topologique. 
Lorsqu'il s'agira d’homomorphisme, de monomorphisme, d’auto- 
morphisme et d’isomorphisme dans le sens des définitions du cha- 
pitre Ï, nous ajouterons l'adjectif algébrique à ces termes. 
11—0853 
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EXEMPLES ET EXERCICES 

1. Démontrer que: a) l’application f: g —+ det g (exemple 1 de 
1.6, chapitre Ï) est un homomorphisme ouvert continu du groupe 
GL(n, C) sur le groupe Ci; b) le groupe quotient G — 
— Fa (nr, C)/SL (n, C) est topologiquement isomorphe au grou- 
pe Ci. 

2. Démontrer que le groupe G; pour dim À = n, et le groupe 
GL (n, C) sont topologiquement isomorphes (voir l’exemple 3 de 
1.6, chapitre Î). 

3. Le tore 7 ! de dimension 1 est isomorphe au groupe quotient 
R!/N (voir l’exemple 4 de 1.6, chapitre 1). Définissons une topolo- 
gie sur 7 ! en considérant comme ouverts les ensembles de 3°! qui 
sont les images d’ensembles ouverts de R'/N par cet isomorphisme. 
Alors Z ! deviendra un groupe topologique et le groupe 71 sera 
topologiquement isomorphe au groupe R!/N. Décrire explicitement 
la topologie de Z ?. En se servant de l’isomorphisme des groupes 
Jet [1 (T'est le groupe des rotations du cercle, voir l’exemple 1 
de 1.7, chapitre I), définir une topologie sur F1 de manière à ce 
que .% let l'! soient topologiquement isomorphes. Par la suite, si 
nous n’indiquons pas le contraire, 3 let l'! sont envisagés comme des 
groupes topologiques munis de topologies ainsi définies, topologies 
qui seront dites naturelles. Démontrer que les espaces 7 ! et T1 
sont homéomorphes au cercle avec sa topologie naturelle. 

4. Démontrer que si un homomorphisme f d’un groupe topologique 
G dans un groupe topologique G, est continu en l'élément neutree € G, 
alors f est continu. 

Indication. Se servir de la proposition Ï de 2.2. 


2.6. Groupes de transformations d’un espace topologique. On 
appelle transformation d’un espace topologique À tout homéomor- 
phisme de À sur À. Le produit de deux homéomorphismes de l’es- 
pace À ainsi que l'application inverse d’un homéomorphisme de X 
sont également des homéomorphismes de cet espace. En outre, l’ap- 
plication identique est évidemment un homéomorphisme. Il s’en- 
suit que la famille de toutes les transformations d'un espace topolo- 
gique X est un groupe; son élément neutre est l’application iden- 
tique. Chaque sous-groupe G de ce groupe s'appelle groupe de trans- 
formations de l’espace X, et le couple (X, G) espace topologique X 
à groupe de transformations G. 

Chaque transformation d’un espace topologique À est également 
une transformation de l’ensemble X (voir 4.5, chapitre I); par 
conséquent, nous pouvons appliquer aux transformations des espa- 
ces topologiques les notations, la terminologie et les résultats de 
1.5, 1.7, chapitre Ï. En particulier, nous nous servirons des nota- 
tions à gauche : x —+ gr et à droite x + zg pour les transformations g. 
S'il faut l’expliciter, nous désignerons par G, le groupe des trans- 
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formations à droite, et par G; le groupe des transformations à gau- 
che. Par la suite, pour fixer les idées, nous considérerons les grou- 
pes des transformations à droite et nous écrirons G à la place de G;. 
Les résultats obtenus pour G, resteront valables pour G;, à condition 
de faire un changement de notation approprié. 

Souvent le groupe G de transformations de l’espace À est un 
groupe topologique. Cette considération, ainsi que le fait que les 
transformations de l’espace À sont des homéomorphismes de cet 
espace, nous amène à envisager des compléments de caractère topo- 
logique aux résultats de 1.5, 1.7 du chapitre I. 

Chaque groupe topologique G peut être représenté comme groupe 
de transformations de la manière suivante. 

Posons À = G et faisons correspondre à chaque élément g, € G 
Ja translation à droite g,: g — g£0- Alors g, est un homéomorphisme 
de l’espace G (I de 2.2) et l’application g, — g, est un isomorphisme 
algébrique du groupe G sur le groupe G de toutes les translations 
à droite (II de 1.6, chapitre Ï). Introduisons une topologie sur G en 
considérant comme ouverts dans G les ensembles qui sont les ima- 
ges par l'application g, — £o d’ensembles ouverts dans G. On voit 
facilement que G est alors un groupe topologique, tandis que l’ap- 
plication go —+ £) devient un isomorphisme topologique du grou- 
pe G sur le groupe topologique G. Ainsi: 


I. Chaque groupe topologique G est isomorphe au groupe topologique 
G des translations à droite sur G. 

Une assertion analogue est valable pour le groupe des transla- 
tions à gauche. 


II. Soient G un groupe topologique, H son sous-groupe fermé et 


G = G/H l'espace topologique des classes d'équivalence à droite du 
groupe G par le sous-groupe H. Alors: 


1) pour chaque go EG l'application go définie par la formule 
{8} &o = {880}; (2.6.1) 


où {g} E G, est une transformation de l’espace topologique G: 

2) G est un espace homogène relativement au groupe G de toutes 
les transformations go, £o € G; | 

3) l'application f: g—>g est un homomorphisme du groupe G 
sur le groupe G et le noyau N de cet homomorphisme est un sous-groupe 
distingué (du groupe G) contenu dans H. 

Démonstration. L’assertion 1) coïncide avec III de 
2.4, tandis que 2) et 3) sont démontrés dans 1.7, chapitre I. 


11* 
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Supposons maintenant que le noyau W de l’homomorphisme 
f: g—+ g est fermé dans G. Posons G = G/N. Alors G est un groupe 
topologique (IV de 2.4) et Î = bo, où o est l'application canonique 
de G sur G, tandis que b est l’isomorphisme algébrique de G sur GC 
(1.7, chapitre I). Définissons une topologie sur G en prenant pour 
ouverts les ensembles de G qui sont les images par l’isomorphisme 


b des ensembles ouverts de G. Il est alors évident que G est un groupe 


topologique, topologiquement isomorphe au groupe G. Par la suite 
nous supposons toujours (à condition, bien entendu, que { soit fermé) 


que G est un groupe topologique avec la topologie définie ci-dessus. 


En particulier, si M — {e}, alors G — G et G est topologiquement 
isomorphe au groupe G. 


III. Soient (X, G) un espace topologique à groupe topologique des 
translations à droite G, homogène relativement à G, H le sous-groupe 
stationnaire d'un point donné x, € X, et f une application qui fait 
correspondre à chaque point x € X la classe d'équivalence à droite £ — 
— {g} € G/H de tous les éléments g de G pour lesquels xçg — x. Sup- 
posons que la condition suivante est vérifiée : 

a) l'application w : g —+ x,g est une application continue et ouverte 
du groupe G dans À. _ 

Alors f est un homéomorphisme de l'espace X sur l'espace G = G/H, 
qui applique chaque transformation g, € G dans la transformation 
£o de l’espace G définie par la formule 


{8} go = {ggo} pour {g}EG, : 

de sorte que f (xg) = f (x) g. L'application obtenue Ÿ: go + 80 est 
un isomorphisme topologique du groupe G sur le groupe G. 

Démonstration. Nous avons démontré dans III de 1.7, 
chapitre Ï, que f est une bijection et que est un isomorphisme du 
groupe G sur le groupe G. Il ne reste donc qu’à démontrer que f et ÿ 
sont des homéomorphismes. Notons tout d'abord que Æ est fermé, 
étant l’image inverse du point x, par l’application continue w (voir 


la condition «&)) ; par conséquent, G = G/H est un espace topologique 
séparé (II de 2.4). Soit U un ouvert de G; alors U — q (U), où U 


ga’ 


est un ouvert de G, tandis que œ est l’application canonique G —+ G 
(voir 2.4). Mais il découle des définitions des applications f et w que 


fo = y (2.6.2) 
et donc fo (U) =  (U) = Ü. D'où l'on tire que f-1 (Ü) = w (U) 
est ouvert, car «w est une application ouverte (d’après la condition @)); 
par conséquent f est continue. 
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Supposons maintenant que V est un ouvert de X. Posons U — 
— &71(V); alors U est un ouvert de G en vertu de la continuité de 
l'application w. D'autre part, on déduit de (2.6.2) que f (VF) — 
— fo (U) = œ (U) est ouvert dans G, par définition de la topologie 


sur G. Ainsi f-! est également continue et l'application f est un 
homéomorphisme. Il découle de la définition même de la topologie 


sur G (voir ci-dessus) que est également un homéomorphisme. 

La proposition III que nous venons de démontrer nous amène 
à la définition suivante: 

Deux espaces homogènes XÀ et X” à groupes de transformations 
topologiques G, G” respectivement s'appellent topologiquement équi- 
valents s'il existe: a) un isomorphisme topologique @: g— £g’ du 
groupe G sur le groupe G’; b) un homéomorphisme f: g— g" de 
l'espace X sur X”, tels que x —+ zx" implique rg + x'g', i.e. tels 


que 
J (x8) = Î (à) æ (@). 


La proposition III signifie que chaque espace homogène X à groupe 
de transformations topologique G, qui satisfait à la condition a) pour 
un certain zo E À, est topologiquement isomorphe à l'espace G = G/H 


à groupe de transformations G, où H est le sous-groupe stationnaire 


du point zo € À. On identifie généralement À avec G, et G avec G:; 
cette identification s'appelle réalisation canonique du couple (X, G), 


et le couple (G, G) lui-même est appelé modèle canonique de l’espace 
homogène. 

Ainsi, chaque espace homogène satisfaisant à la condition à) pour 
un certain x, € À est topologiquement isomorphe à un certain modèle 
canonique. S'agissant des espaces topologiques homogènes à groupes 
de transformations topologiques, le mot isomorphisme signifiera 
toujours isomorphisme topologique. Lorsqu'il s'agira de l’isomor- 
phisme dans le sens de la définition de 1.7, chapitre Ï, nous ajoute- 
rons à ce mot l'adjectif « algébrique ». 


REMARQUE. La condition a) de la proposition III implique 
qu'en fait pour chaque x € À la correspondance w,: g — xg est une 
application ouverte du groupe G dans X. En effet, supposons la con- 
dition &) satisfaite pour le point xz,. Puisque À est homogène, il 
existe un élément g, € G tel que xog, = x. Alors, en vertu de la 
relation z2g = (xo£o) £ = Zo (£o£), l'application w, est ouverte, 
étant le produit de l’homéomorphisme g —+ g,g (1 de 2.1) par l’ap- 
plication ouverte w. 
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$ 3. Définition d’une représentation de dimension finie 
d’un groupe topologique; exemples 


3.1. Fonctions continues sur un groupe topologique. Soit f (£) 
une fonction numérique définie sur un groupe topologique G; la 
fonction f (£) est dite continue sur G, si f (g) est continue sur l’espace 
topologique G. 

Soient, en outre, À un espace vectoriel complexe de dimension 
finie, €, €, .- .- ., En (r — dim À) une base fixe dans À, f (g) une 
fonction vectorielle à valeurs dans À, définie sur le groupe topolo- 
gique G, et f1 (£g), . - ., fr (g) les composantes de la fonction f dans 
la base e,, ..., e,. La fonction f (g) est dite continue sur le grou- 
pe G si les fonctions numériques f, (£g), . . ., fn (g) sont continues 
sur G. Cette définition ne dépend pas du choix de la base e,, ... 

.., € dans À. En effet, les composantes f; (g) de la fonction f (£) 
dans une autre base e,, . .., e, sont des combinaisons linéaires des 
composantes f;(g) à coefficients constants; par conséquent, on 
déduit de la continuité des fonctions f; celle des fonctions f;. 

Supposons enfin que À (£g) est une fonction sur G, dont les valeurs 
sont des opérateurs linéaires dans À. La fonction À (g) est dite 
continue sur G si À (g) x est une fonction vectorielle continue sur G 
pour tout x € À. On déduit facilement de cette définition que: 


I. La continuité de la fonction À (g) est équivalente à la continuité 
de ses éléments matriciaur ay (g) dans une base e,, ..., e, de X, et 
donc dans une base quelconque. 

En effet, la continuité de la fonction À (g) x est équivalente à 
la continuité des fonctions vectorielles 


A (g) «= À an (g)e;. 


et donc des fonctions numériques ay (g). 


3.2. Définition d’une représentation de dimension finie d’un 
groupe topologique. Soient G un groupe topologique, et X un espace 
complexe de dimension finie non nul. On appelle représentation du 
groupe topologique G dans l’espace À une application T qui fait 
correspondre à chaque élément g du groupe G l’opérateur linéaire 
T (g) dans l’espace À de manière à satisfaire les conditions sui- 
vantes : 

1) T (e) = 1, où 1 est l'opérateur unité dans À ; 

2) T (eee) = T (ei) T (8): 

3) T (g) est une fonction opératoire continue sur G. 
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En comparant cette définition avec celle donnée dans 2.1, cha- 
pitre I, on trouve ici la condition 3) de continuité *) de la fonction 
opératoire 7 (£g), qui va jouer un rôle essentiel par la suite. Quant 
aux représentations répondant à la définition de 2.1 du chapitre I 
(i.e. celles pour lesquelles la condition 3) n’est pas nécessairement 
satisfaite) elles seront dorénavant appelées représentations algé- 


briques. 


I. Si T est une représentation d'un groupe topologique G dans un 
espace X, alors sa restriction à un sous-groupe du groupe G, ainsi que 
sa restriction à un sous-espace invariant de l’espace X, satisfait à la 
condition 3), i.e. est également une représentation de groupe topologique. 

Il en découle que toutes les définitions et les propositions du 
$ 2, chapitre I, sont applicables aux représentations des groupes 
topologiques. 


IT. Les éléments matriciaux tj (g) et le caractère xr (g) d'une 
représentation finie d'un groupe topologique G sont des fonctions numé- 
riques continues sur G. 

La continuité des éléments matriciaux {; (g) se déduit de la 
condition 3) et de la proposition Î de 3.1, et celle du caractère 
Xr (g) découle de la formule 


Xr (£) = À ty (8) 


(voir (2.9.3), chapitre Î). 

On déduit de la proposition I et de la définition de la topologie 
sur GL (n, C) que la représentation d’un groupe topologique G dans 
un espace de dimension » est un homomorphisme continu de G dans 
GL (n, C). Notons que cette propriété peut être choisie en guise 
de nouvelle définition de la représentation de dimension finie d’un 
groupe topologique. 


III. Toute représentation unidimensionnelle 
D X EX ee. X En 7 f (Bus Las + + 1 Ends LE Gun... 
+. En EGn (3.2.1) 


du produit direct G, X G3 X ... X G, des groupes topologiques G,, 
G:, . -., G, est donnée par la formule 


Î (Eur Las + + +1 En) = 1 (81) Fe (La) + + + fn (En), (3.2.2) 
8; —+ f;(&;); 8,EG;; 1—=1, 2, ..s 7, (3.2.3) 


*) Pour le souligner, on appelle souvent les représentations d'un groupe 
topologique représentations continues. 
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sont des représentations unidimensionnelles des groupes G;, . .., Gà. 
La représentation (3.2.1) est unitaire si et seulement si chacune des 
représentations (3.2.3) est unitaire. 

Démonstration. La partie algébrique de l’assertion 
de la proposition III est démontrée dans II de 2.7, chapitre I. Il 
reste à remarquer que la continuité de la fonction f (g,, ..., gr) 
dans (3.2.2) sur G, X ... X G, est équivalente à la continuité de 
chacune des fonctions f, (g1), : - ., fn (£n) Sur G,, . - ., G, respecti- 
vement. 


3.3. Description de toutes les représentations unidimensionnelles 
des groupes topologiques commutatifs les plus simples. Chaque re- 
présentation irréductible de dimension finie d'un groupe commuta- 
tif est unidimensionnelle (voir le corollaire du lemme 2 de 2.2, 
chapitre [). Par conséquent, pour les groupes commutatifs, le pro- 
blème de la description de toutes les représentations irréductibles 
de dimension finie se réduit simplement à la recherche de toutes les 
représentations unidimensionnelles de ces groupes. 

a) Représentations unidimensionnelles 
du groupe R!. Chaque représentation unidimensionnelle du 
groupe R! se définit par une fonction numérique (en général à va- 
leurs complexes) & — f (a), « € R! qui satisfait aux conditions 


f (0) = 1, (3.3.1) 
Î (@ + @e) = f (œ) f (@2) (3.3.2) 


et qui doit être continue en vertu de la condition 3) de 3.2 (voir 
(2.1.4), chapitre 1). Trouvons la forme générale d’une fonction qui 
satisfait à ces conditions; ainsi nous aurons trouvé toutes les repré- 
sentations unidimensionnelles du groupe R!. Les égalités 


f(a)f(—a)=f(œ—a)=f(0) =1 
impliquent que 
f(æ) 0 pour chaque « € R!. (3.3.3) 
D'autre part: 
I. La fonction f («) est différentiable et sa dérivée est continue *) 
en chaque point a € R!. 
Démonstration. Soit w (œ«) une fonction continüment 


différentiable sur R!, nulle en dehors d’un certain voisinage d’un 
point & € R' et telle que 


f(æ)w(a)da-0; (3.3.4) 


le 
ar ] 
8 8 


*) Plus brièvement, f (œ) est continüment différentiable sur R'. 
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en vertu de (3.3.3) une telle fonction w (œ) existe. Multiplions les 
deux membres de (3.3.2) par « (&.) et prenons les intégrales des 
deux membres de l'égalité obtenue relativement à &. de —oo à +oo. 
Nous obtiendrons *) 


| (ait a) © (a) des f(a) | f(&) @ (a) das. (8.3.5) 


Posons c — | f (@>) © (&2) das ; en vertu de (3.3.4) on a cÆ0; par 


conséquent, il découle de (3.3.5) que 
fa)=+ | f(a+a)o(a)de=+ ( j(u(a—a)da. (8.3.6) 


Mais le deuxième membre de (3.3.5) est continüment différentiable 
relativement à &, puisque ceci est vrai pour w (&œ — &,), tandis que 
l'intégrale est en fait calculée sur un intervalle fini ; par conséquent, 
f (&;) est également continüment différentiable. 


REMARQUE 1.  Choisissons en guise de (x) une fonction 
indéfiniment différentiable et servons-nous de (3.3.6); nous trou- 
vons sans peine que f (&) est également indéfiniment différentiable. 


IT. La fonction f (4) satisfait à l'équation différentielle suivante : 
df = 
da — kf, (3.3. n) 


où k est une constante. 
Démonstration. En prenant les dérivées des deux mem- 
bres de (3.3.2) par rapport à &,, et en posant ensuite &, = 0,a. = «, 


on obtient 
f (æ«) = f' (0) f (æ«) = Àf (a), (3.3.8) 


où À = f’ (0); il est évident que (3.3.8) coïncide avec (3.3.7). 
Or chaque solution de l’équation (3.3.7) qui satisfait à la con- 
dition (3.3.1) est de la forme 


f(a)=e"; 
nous avons donc obtenu le résultat suivant : 


ITI. Toutes les représentations unidimensionnelles à —+ f (x) du 
groupe KR! sont définies par la formule 


f (œ) = e*t, (3.3.9} 
où k est une constante (en général, complexe). 


*) Cette méthode, appliquée à un cas plus général, est due à I. Guel- 
fand [2*]. 
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Trouvons toutes les représentations unidimensionnelles uni- 
taires « —+ f (x) du groupe R!. Dans le cas unidimensionnel, « uni- 
taire » signifie que |f(œ) | — 1; pour f (œ) — eï* ceci est seule- 
ment possible lorsque # est purement imaginaire, À = it, t € R!. 
Ainsi, 

IV. Chaque représentation unidimensionnelle unitaire &« — f (a) 
du groupe R'! est donnée par la formule 


(a) = eire, (3.3.10) 


où test une constante réelle; réciproquement, pour chaque + € R! 
la formule (3.3.10) détermine une représentation unidimensionnelle 
unitaire du groupe KR. 


REMARQUE 2. Le lecteur a sans doute noté le fait remarquable 
suivant: il suffit que la représentation x —> f (&œ) soit continue 
pour que la fonction f (œ) soit différentiable (et en vertu de (3.3.9), 
même analytique !). Nous verrons plus loin qu'un fait analogue se 
rencontre pour de larges classes de groupes. 

b) Représentations unidimensionnelles 
du groupe R’. Le groupe R” est le produit direct de x copies 
du groupe R'. Par conséquent, en combinant les propositions III 
de 3.2 et les propositions III et IV que nous venons de formuler 
pour le cas du groupe R!, nous obtenons: 

Toutes les représentations unidimensionnelles (a,, . .., &n) + 


—+ f (&,, ..., &,) du groupe R" sont données par la formule 
f(@, ..., @n) = eMGteesthnan, (3.3.11) 
où K1, . .., kn sont des nombres complexes quelconques. Ces représen- 


tations sont unitaires si et seulement si 
f(@, -.., Œn)—= etat... Htnan), x, ..., t, ER. (3.3.12) 


c) Représentations unidimensionnelles 
du groupe C”. Le groupe C' est isomorphe au groupe R°" et 


l'application (z,, . . ., Zn) —> (æ@;, B1, - .- ., &n, B,) est un isomor- 
phisme du groupe C” sur le groupe R°”, où 
Zj —= à}; = ip (3.3.13) 


Par conséquent, la représentation unidimensionnelle 
(Zi se. 2) 0 (2, «47 
du groupe C” détermine la représentation unidimensionnelle 
(@&is Bas + + +: Œns Pn) —> f (Ms Pis + + +» Gns Pn) 
du groupe R°" pour 
Î (@us Bas + + +» Œns Bn) = P (ai + iBas + - +, An + iBn). (3.3.14) 
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Ainsi, en vertu de (3.3.11) 
f (œu, Bas +, @n, Bn)=enethBit..+inantinôn, (3.3.1) 
Mais d’après (3.3.13) 


a;— ss : B= (3.3.16) 
Posons en outre 
p=+ il), q=+ (til). (3.3.17) 
On obtient de (3.3.14) et (3.3.17) 
D (Zas -.. Zn) = Pitt +Pnintänin, (3.3.18) 


Par conséquent, toutes les représentations unidimensionnelles 
(215 © + «, Zn) > P (21, - - ., Zn) du groupe C" sont données par la 
formule (3.3.18), où p;, 1, - - :, Pn: Qn Sont des nombres complexes 
arbitraires. 

La représentation est unitaire si et seulement si les k;, L; sont 
purement imaginaires. Alors on conclut à l’aide de (3.3.17): 

Toutes les représentations unidimensionnelles unitaires (z,,... 


. 2n) + (25 + -., 3h) du groupe C” sont données par la formule 
D (Zi, --., Zn) = Pan" Prat Prin Prin, (3.3.19) 
Où Pis + - -» Pn Sont des nombres complexes arbitraires. 


d) Représentations unidimensionnelles 
du groupe l! (groupe des rotations du cercle; voir l'exemple 1 
de 1.7, chapitre I). Chaque rotation du cercle se détermine par 
l'angle de rotation «, les rotations d’angles & et &« + 2x étant iden- 
tifiées. Par conséquent, dans toute représentation unidimensionnelle 


a —>f (a) (3.3.20) 


du groupe [l'?, la fonction f (œ) doit satisfaire, outre les conditions 
de l’exemple a), à la condition 


f(a + 2x) = f (a). (3.3.21) 


Les conditions de l’exemple a) impliquent f (&œ) = e*, tandis que 
la condition (3.3.21) implique À — im, où m est un nombre entier. 
Ainsi, 

Toutes les représentations unidimensionnelles « — f (x) du groupe 
T' sont données par la formule 


f(a)-=eime, (3.3.22) 


où m est un nombre entier quelconque. 
Il est évident que foutes ces représentations sont unitaires. 
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e) Représentations unidimensionnelles 
du tore 71. Le tore 7! est isomorphe au groupe l'! et l’ap- 


plication « — B — a est un isomorphisme [1 71 (voir l’exem- 


ple 1 de 1.6, chapitre I). Par conséquent, la représentation unidi- 
mensionnelle 

B — p ($) (3.3.23) 
du groupe 7 ! détermine une représentation unidimensionnelle 

a —>f (a) 
du groupe F1 pour 

1 
fa)=p(e). (3.3.24) 

Mais, comme nous l’avons montré dans le cas d) du groupe l'?, 


où m est un nombre entier. En combinant cette formule avec (3.3.24), 
on obtient : 

Toutes les représentations unidimensionnelles B — q (B) du tore 
T\ sont données par la formule 


p(B) = erimb, (3.3.25) 


où m est un nombre entier arbitraire. 
Il est évident que toutes ces représentations sont unitaires. 


f) Représentations unidimensionnelles 
du tore %”". Le tore 7" est le produit direct de x copies du 
groupe 7 !. Par conséquent, en combinant les résultats de l’exemple 
e) avec ÏIIT de 2.3, nous obtenons: 


Toutes les représentations unidimensionnelles  (B,, . .., B,) — 

—+ p (B,, - .., B:) du tore JS" sont données par la formule 
(Bi, ..., B,)—= e*titmibit...mnn), (3.3.26) 
où My, - . ., Mn Sont des nombres entiers arbitraires. Toutes ces repré- 


sentations sont unitaires. 


g) Représentations unidimensionnelles 
du groupe R?°. Désignons par R° l’ensemble de tous les nom- 
bres réels positifs, envisagé comme un sous-groupe topologique du 
groupe topologique R,. Il est évident que l'application B — « — 
— ]n f est un isomorphisme du groupe R° sur le groupe R'. Par 
conséquent, la représentation unidimensionnelle $B —œ(B) du 
groupe R° définit une représentation unidimensionnelle & — f (x) 
du groupe R!, si l’on pose 


f(a) = pe), donc, ® (6) = f (In ). (3.3.27) 
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D'après la proposition III de l’exemple a), on a f(œ) = e* — 
— &ælù8 = fh; d’où l’on tire à l’aide de (3.3.27): 
Toutes les représentations unidimensionnelles B — q (B) du groupe 
o sont données par la formule 


p(B)=B"—erin8, (3.3.28) 


où k est un nombre complexe arbitraire. Ces représentations sont uni- 
laires si et seulement si k — it, rt € R!. 


h) Représentations unidimensionnelles 
du groupe RK,. Désignons par KR, l’ensemble de tous les nombres 
négatifs; alors R, = Ri) R;, et chaque nombre $ € Ki est de 
la forme ff = (—1) | B |. Soit BP —+ p (B) une représentation unidi- 
mensionnelle du groupe R,. Sa restriction à RS est une représenta- 


tion unidimensionnelle du groupe Ki; par conséquent, en vertu 
de (3.3.28) 


p(B) = B* pour B> 0, (3.3.29) 


où k est un nombre complexe arbitraire. Pour B << 0, d’après (3.3.29), 
on à 


p (B) = p((—DIBD=p(—1) PB 1) = p(—1)18 l*. (3.3.30) 


Mais 
p (—1) p (—1) = p ((—1X) = y (1) = 1 


implique que @(—1) = +1 = (—1}t, où e — 0 ou e = 1. Par 
conséquent, la fo:mule (3.3.30) peut être écrite sous la forme 


p(B=(—1YIBÉ si B<O. (3.3.31) 
Les formules (3.3.29), (3.3.31) peuvent être réunies en une seule 
expression : 
p (B) = (sign B}° 1 B l*. (3.3.32) 
Ainsi, 


Toutes les représentations unidimensionnelles du groupe KR, sont 
données par la formule (3.3.32), où k est un nombre complexe arbitraire, 
et & = 0 ou e = 1. Ces représentations sont unitaires si et seulement 
si k est purement imaginaire. 


i) Représentations unidimensionnelles 
du groupe Ci. Le groupe Ci est isomorphe au produit direct 
RiXT! et l'application z—+(r, &«) pour r — |z |, & — arg z est 
un isomorphisme du groupe Ci sur R$ X l!. En combinant II de 
3.2 avec (3.3.22) et (3.3.28), nous obtenons: 

Toutes les représentations unidimensionnelles z —+ @ (z) du groupe 
C; sont données par la formule 


p(z)=12/eimarez, (3.3.33) 
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où k est un nombre complexe arbitraire, et m un entier quelconque. 
Ces représentations sont unitaires si et seulement si k est purement 
imaginaire. 


j) Représentations unidimensionnelles 
du groupe C. Le groupe C5 est le produit direct de nr copies 
du groupe C}. Par conséquent, en combinant III de 3.2 avec (3.3.33), 
nous obtenons: 

Toutes les représentations unidimensionnelles (2,, . .., z,) — 
—+ @p (21, - - -, Z,) du groupe C5 sont données par la formule 


P(Zis .., 2n)= [21]... [2h["" eitmaisrRzit...+mnargin), (3.3.34) 


où k1, ..., k, sont des nombres complexes arbitraires, et m,, . .., mn 
des entiers quelconques. Ces représentations sont unitaires si et seule- 
ment si k1, . . ., k, sont purement imaginaires. 


3.4. Représentations tensorielles des groupes linéaires. Les élé- 
ments matriciaux de chaque représentation tensorielle du groupe 
GL (n, C) (i.e. du produit tensoriel de m copies de la représenta- 
tion identique g— £g, g E GL (n, C) sont des monômes relativement 
aux éléments matriciaux du groupe GL (n, C) et, par conséquent, 
sont des fonctions continues sur GL (n, C). Cela signifie que l’on 
a la condition 3) de 2.2 (condition de continuité) pour les opérateurs 
de représentations tensorielles du groupe GL (n, C); ainsi: 


J. Les représentations tensorielles du groupe GL (n, C) sont des 
représentations du groupe topologique GL (n, C). 
D'où l’on tire à l’aide de I de 3.2: 


II. Les représentations tensorielles d’un groupe linéaire G (voir 2.3), 
envisagé comme sous-groupe du groupe topologique GL (n, C), ainsi 
que les restrictions de ces représentations aux sous-espaces invariants, 
sont des représentations du groupe topologique G. 


$ 4. Définition générale de la représentation 
d’un groupe topologique 


4.1. Espaces linéaires topologiques. Un ensemble X s’appelle 
espace linéaire topologique, si: 

1) À est un espace linéaire; 

2) À est un espace topologique séparé; 

3) l'application {x,, ze} — 2x1 + Ze, T1, Te € À, est une appli- 
cation continue de l’espace topologique À X ZX dans l’espace topo- 
logique X'; 

4) l'application {æ, x} ar, «æ E C', x E X, est une application 
continue de l’espace topologique C! X X dans l’espace topologi- 
que À. 
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L'exemple le plus simple d’un espace topologique linéaire est 
l'espace linéaire C7 muni de sa topologie naturelle. D'autres 
exemples seront donnés plus loin. 

Les conditions 3) et 4) impliquent que X est un groupe topologi- 
que relativement à l'opération d’addition dans X. Dans la suite 
de ce paragraphe, X, Ÿ , Z désigneront toujours des espaces linéaires 
topologiques. 

Un ensz:mble M € X est appelé sous-espace fermé de l’espace X si 

a) M est un sous-espace de l’espace linéaire X ; 

b) M est un sous-ensemble fermé de l’espace topologique X. 


I. L'adhérence M d'un sous-espace M dans X est également un 
sous-espace de X. 

Démonstration. 1. En vertu de 3), l'application 
zz+z,zECM,z € M,est une application continue de À dans 
X ; elle envoie M dans M et donc M dans M ; par conséquent, x + x, € 
EM pour xE M, x, EM. Mais alors l'application x, x + 7, 
mn EX,z EM, est une application continue de X dans X qui envoie 
M dans M et donc M dans M = M; ainsi x + Zi E M pour x, 
z € M. 

2. En vertu de 4), l’application x — ax, «a EC, x E X, est une 
application continue de X dans À ; elle envoie M dans M et donc M 
dans M ; par conséquent, ar € M pouraæ€C,xE€ M. Les assertions 
que nous venons de démontrer (1 et 2) permettent de conclure que M 
est un sous-espace de l’espace linéaire X ; il est évident que M est 
fermé, donc M est un sous-espace fermé de X. 

Un opérateur À de X dans Y à ensemble de définition ZX est dit 
continu si l’application À : zx —+ Az est une application continue de 
X dans Y ; en particulier, un opérateur continu À de À dans X 
s'appelle opérateur continu sur X. 


II. Si À est un opérateur linéaire continu sur X, et M est un sous- 
espace de X, invariant relativement à À, alors M est également inva- 
riant relativement à À. 

Démonstration. L'application A:zx—>Ax, x € À, est 
une application continue de XÀ dans X ; elle envoie M dans M et 


donc M dans M. 


EXEMPLES 

1. Espaces normés. Soit XÀ un espace normé (voir 
G. Chilov f[1]l). Introduisons une topologie sur À en prenant 
pour base des voisinages de chaque point x, € À l’ensemble de 
toutes les boules ouvertes 


W (zo, 8) = {x Ir—x<e}, e > 0. (4.1.1) 
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On vérifie facilement que tous les axiomes des bases des voisinages 
{voir 1.1), ainsi que l’axiome d'espace séparé (voir 1.8) sont satis- 
faits pour les ensembles (4.1.1); par conséquent, ces ensembles dé- 
terminent une topologie séparée dans X. La topologie ainsi définie 
sur l’espace normé X s’appelle fopologie forte sur X. 

Un espace normé muni de la topologie forte est un espace topologique 
linéaire. 

En effet, on prouve facilement qu’un espace normé muni de la 
topologie forte vérifie les axiomes 1) à 4) de 4.1. 


ExERcICE. Démontrer qu'un opérateur linéaire d'un espace 
normé X dans un espace normé Y est continu si et seulement s'il est 
borné. 

2. Espaces euclidiens (en particulier, 
hilbertiens). Un espace euclidien À est un espace normé de 
norme ||z|| = V(zx, x), où (x, y) est le produit scalaire dans X. 
Ainsi : 

Un espace euclidien X (en particulier hilbertien) muni de la topo- 
logie forte déterminée par la norme ||x || = V(x, x) est un espace 
topologique linéaire. 

3. Espaces localement convexes. Soit À un 
espace linéaire. On appelle segment [zx,, x.) joignant les deux points 
Zi, Ze E À l'ensemble tx, + (1 —t)x,, 0O<t<1; les points 
z:, ze s'appellent extrémités du segment [x,, x,]. (Si X est un plan, 
ou l’espace à trois dimensions, alors les extrémités des vecteurs 
x Elr,, zel forment effectivement le segment qui joint les points 
z\ et x..) Un ensemble Q & X est dit convexe s'il contient le segment 
[xr,, x.) qui joint chaque couple x,, z, de ses points. Il est évident 
que l'intersection d'ensembles convexes est convexe. Un ensemble Q est 
dit symétrique si le fait que x € Q, | « | = 1, implique ax € Q. 

Une fonction numérique p (x) sur X s'appelle semi-norme si: 

1) p (x) > 0 pour chaque zx € X; 

2) p (ax) = |æ | p(x) quels que soient EX, a EC; 

3) p (ti + ze) < p (x) + p (x) quels que soient x, zx: € À. 
La condition 2) implique que p (0) = 0. 

1. Si p est une semi-norme sur X, alors pour chaque c >> 0 l'en- 
semble 


Q={z:zrEeX, px) <c} 


est conveze et symétrique. 

Démonstration. Si zx, zZz6€Q, alors p(z)<c, 
p (ze) € c; d’où l’on tire à l’aide des propriétés 2) et 3) de la semi- 
norme, que l’on a pou OS I< 1 


pr +({—t)z) < p (x) + p(A—t)x) = 
= tp) +A{—-t)p()<ct+ce(i—i) =c 
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et donc [x,, x,1€ Q, de sorte que Q est convexe. En outre, six € Q, 
alors p (x) << c; ainsi pour | & | = 1, &œ E C, on a également 
p (az) = | Ip (x) = p (x) <c, 

i.e. ax E Q; par conséquent, Q est symétrique. 

Soit P une famille de semi-normes p donnée sur un espace linéaire 
X. La famille P est dite suffisante s’il existe pour chaque x € À 
une semi-norme p € P telle que p (x) > 0. Supposons que P est une 
famille suffisante de semi-normes sur X. Définissons une topologie 


sur X en prenant pour base de voisinages de chaque point x, € À 
tous les ensembles de la forme 


W (Zo; Par + + + Pn: e) 7 
= {z: zEX, par — 20) LE, ..., Pn (7 — To) 8}, (4.1.2) 


OÙ Py, + - - Pn eSt un ensemble fini quelconque de semi-normes de 
P, et e est un nombre positif arbitraire. On vérifie facilement que 
les axiomes de la base de voisinages, ainsi que l’axiome d'espace 
séparé, sont satisfaits pour les ensembles (4.1.2). On en déduit que 
ces ensembles déterminent une topologie séparée sur X. Il est égale- 
ment facile de vérifier que X, muni de cette topologie, satisfait aux 
axiomes 1) à 4) de 4.1. Par conséquent, muni de cette topologie, 
X est un espace topologique linéaire. On l'appelle espace localement 
convete. 

Notons que W (xs, Pr, - - .» Pn, €) est l'intersection des ensem- 
bles convexes 


W (x, py, &) = {x zEX, p;ft—zo)<e} j—=1i,...,n 


(voir III); il est donc également convexe. Ainsi, la base (4.1.2) 
de voisinages est constituée par des ensembles convexes. Ceci expli- 
que la terminologie : espaces localement convexes. Les espaces normés 
(voir l'exemple 1) sont localement convexes. En effet, dans ce cas P 
est constitué par un seul élément p (x) = ||z ||; P est une famille 
suffisante, puisque, par définition de la norme, z = O0 implique 
Iz 11 > 0. 

4. L'espace C(—oc, ). Désignons par € (—o, co) l’en- 
semble de toutes les fonctions continues zx = x (t) à valeurs comple- 
xes, définies et continues sur l'intervalle (—c, co). Définissons 
l'addition et la multiplication par un nombre comme des opérations 
sur les valeurs des fonctions en chaque point. En outre, posons 
pour chaque segment [a, b], a < b et x E C (—oco, co) 


Pla.b] (x) = Sup |z(t)]. 
a<t<b 
On voit facilement que Da, »] (x) est une semi-norme sur C (—c, ). 


Désignons par P l’ensemble de tous les Pfa,bj qui correspondent 
à tous les segments [a, b]. L'ensemble P est suffisant. En effet, 
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supposons que z = x (i) z 0. Ceci implique l'existence d’un point 
ty E(—©, ©) en lequel x (4) 0. Soit la, b] un segment conte- 
nant le point #. Alors 


Pla, b] (x) — LU Iz()12>1z(to)|> 0. 


Par conséquent P détermine une topologie localement convexe 
sur C (—, oo) tandis que C (—c, æ), muni de cette topologie, 
est un espace localement convexe. Il est évident que dans tous les 
raisonnements de l’exemple 4, on peut remplacer C (—co, œ) par 
l'espace de toutes les fonctions à valeurs complexes, définies sur 
l'intervalle (—c, co) et bornées sur chaque segment fini. 

5. L'espace D°®(a, b). Désignons par D® (a, b) l’ensemble 
de toutes les fonctions x = x (t) à valeurs complexes, continues et 
admettant des dérivées continues d'ordre arbitraire sur le segment 


[a, b]. Définissons dans D” (a, b) l'addition et la multiplication 
par un nombre de même que dans l’exemple 4, et posons pour z € 


€ D” (a, b) 
pa(z) = sup |2® (+), 
a<t<b 


P={p}, k—=0, 1, 2) 


On vérifie facilement que les p, sont des semi-normes et que P est 
un ensemble suffisant de semi-normes sur D” (a, b). Par consé- 
quent, P définit une topologie localement convexe sur D” (a, b), 


et D” (a, b), muni de cette topologie, est un espace localement 
convexe. 


4.2. Définition de la représentation d’un groupe topologique ; 
notions fondamentales. Donnons maintenant la définition générale 
de la représentation d’un groupe topologique. Soient G un groupe 
topologique, et X un espace linéaire topologique. Nous dirons qu’une 
représentation T : g — T (g) du groupe G dans l’espace X est don- 
née si à chaque élément g € G on fait correspondre un opérateur 
linéaire T (g) de X, défini sur X tout entier, et les conditions sui- 
vantes sont satisfaites : 

1) T (e) = 1, où e est l’élément neutre du groupe G, et 1 est 
l'opérateur unité sur X'; 

2) T (g1ge) = T (81) T (ge); 

8) l'application {x, g} + T (g) x est une application continue 
du produit topologique À X G dans X. 

L’espace X s’appelle espace de la représentation T, et les opéra- 
teurs 7 (g) opérateurs de représentation. La définition que nous venons 
de donner diffère de celle du $ 2, chapitre I, par la présence de la 
condition de continuité 3). Elle signifie que T (g) x est une fonction 
vectorielle sur G à valeurs dans X, continue relativement aux cou- 
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ples de variables g, x. En particulier, la continuité de l'opérateur 
T (g) dans X découle de la condition 3). Toute représentation d'un 
groupe topologique satisfait toujours à la condition 3); et pourtant 
parfois, pour mettre en valeur cette condition, on dit que la repré- 
sentation est continue. Les représentations dans le sens de la défini- 
tion donnée au $ 2, chapitre I, seront dorénavant appelées algébri- 
ques. Dans le cas d'un espace X de dimension finie la condition 3) 
coïncide avec la condition 3) de 3.2. Ceci découle de 1a linéarité de 
chacune des coordonnées 


(T (g) = 2 ti(g)z, r=dimX, 


du vecteur T (g) z relativement aux coordonnées z, du vecteur zx 
pour une base donnée de À (voir, par exemple, G. Fichten- 
golz [1])}. Deux représentations T' et T* d’un groupe G dans 
des espaces X! et X° sont dites équivalentes (on écrit alors T! — T° 
s’il existe une application bijective linéaire de l’espace X! sur 
l'espace X*° qui possède les propriétés suivantes : 

1”) S est un homéomorphisme de l’espace linéaire topologique 
X! sur l’espace linéaire topologique X*; 

2’) pour chaque g € G 


ST! (g) = T° (£)S. (4.2.1) 


Une représentation T d’un groupe topologique dans un espace 
linéaire topologique X est dite irréductible si X ne possède aucun 
sous-espace fermé, différent de (0) et de À et invariant relativement 
à tous les opérateurs T (g), g € G. Ainsi, à la différence des défini- 
tions données au $ 2 du chapitre I, la définition de l’équivalence 
de représentations des groupes topologiques contient maintenant 
la condition 1’) qui exige l’homéomorphie de l’application S, tandis 
que la définition de l’irréductibilité contient la condition exigeant 
que les sous-espaces invariants soient fermés. 

Dans certains cas, lorsqu'il s’agit de le souligner, des représen- 
tations équivalentes de groupes topologiques seront dites fopologi- 
quement équivalentes, tandis que des représentations irréductibles 
de groupes topologiques seront appelées topologiquement irréducti- 
bles. L’équivalence et l’irréductibilité dans le sens de la définition 
du $ 2, chapitre I, seront maintenant appelés équivalence algébrique 
et irréductibilité algébrique respectivement. Il est évident que l'équi- 
valence topologique entraine l’équivalence algébrique, et l’irréductibi- 
lité algébrique entraîne l'irréductibilité topologique. Les réciproques 
sont généralement fausses. Une représentation T d’un groupe G 
dans X s’appelle unitaire si X est hilbertien (en particulier, eucli- 
dien) et tous les opérateurs T (g) de la représentation T sont uni- 
taires. 
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I. Soit T une représentation algébrique unitaire d'un groupe topolo- 
gique G dans un espace X ; si la fonction vectorielle T (g) x est continue 
relativement à g pour chaque x € X donné, alors T est continue rela- 
Livement au couple des variables g, x. 

Démonstration. Supposons donnés e>0, x EX, 
£o € G. En vertu de la continuité de la fonction T (g) x, au point 
£o» il existe un voisinage U (g.) tel que || T (g) zo — T (go) ro || << &. 
Alors pour [z—zx ||<eet gEU(g)ona 


IT (g) x — T (go) to | = NT (g) z — T (8) zo + 
+ T (8) zo — T (8o) Lo I < IT (8) (x — xo) || + 
+ IT (8) zo — T (go) To 1 T — Zo || + e << 2e, 
puisque || 7 (g) | = 1. 


EXEMPLE. Soit G = l'!. Les éléments du groupe l! sont donnés 
par les angles de rotation y de sorte que les fonctions f sur l'? peu- 
vent être considérées comme des fonctions f (y), y € R! qui satisfont 


a la condition 
f (v + 2x) = f (v), (4.2.2) 


puisque y + 2r et y définissent un même élément du groupe F1. 

Dans cet exemple, nous allons considérer les fonctions f mesurables 
suivant Lebesgue et définies presque partout sur R'. Pour de telles 
fonctions nous exigerons (ce qui est naturel) que la condition (4.2.2) 
soit satisfaite pour presque tous les y € R'. Mais chacune de ces 
fonctions f est entièrement (i.e. pour presque chaque y € R') déter- 
minée par ses valeurs sur un segment quelconque de longueur 2x, 
par exemple sur le segment [—x, x]. Désignons par L? (T) et aussi 
par L? (—x, x) l’ensemble de toutes les fonctions f (y), y E[—x, x] 
mesurables suivant Lebesgue, définies pour presque chaque Y€ 
€ [—x, x] et satisfaisant à la condition 


| IF (IE dy < 00. (4.2.3) 


Ceci posé, deux fonctions, différant seulement sur un ensemble de 
mesure nulle, seront envisagées comme un même élément de l’es- 
pace L? (T!). (Pour plus de détail, voir G. Chilov ([1].) Définis- 
sons sur L? (['?) l'addition et la multiplication par un nombre comme 
les opérations correspondantes sur les valeurs des fonctions. Défi- 
nissons ensuite le produit scalaire (f,, f.) des fonctions fi, f. € 
€ L° (T!) en posant 


fof)=ze | fn Rdv. (4.2.4) 
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Alors L° (lt) devient un espace hilbertien (voir également G. Chi- 
lov [1]). Définissons une représentation T du groupe l'? de la 
manière suivante. Soient X — L° (TT!) et T (y) des opérateurs sur 
L° (T?) définis par la formule 


T (Yo) f (v) = f (Y + Yo). (4.2.5) 


Démontrons que! l’application T : y — T (y) est une représentation 
unitaire du groupe l'? dans l’espace L? (T?). Il est évident que pour 
fa fes 13EL?({) on a 

a) T (0)f(y) = f(v), ïi.e. T (0) = 1 (0 étant l'élément neutre 
du groupe [), 

B) TT (ve) 1) =T(m) ft +y) = ff + +) = 
= Tn+v)f(), ie T(m + ve) = T (mn) T (2). Ceci signifie 
que 7 est une représentation algébrique du groupe F1. 

En outre, pour f,, f: € L° (T'),on a 


TI 


(To fo Tf)= se | fiv + v0) fav + vo dy = 


= [HMADE 


et donc 7 est unitaire. 

Démontrons enfin que 7 est continue. En vertu de I, il suffit 
de montrer que l’application y — T (y) f est une application conti- 
nue de l'! dans Z* (Tt). Désignons par C (T') l’ensemble de toutes 
les fonctions continues sur l!. Il est évident que les fonctions de 
C (T?) peuvent être envisagées comme des fonctions continues sur 
R' satisfaisant à la condition (4.2.2). De telles fonctions sont unifor- 
mément continues; par conséquent, si l’on a @ € C (T'), alors pour 
chaque e >> 0 et chaque y, € Lil existe un voisinage U (0) de l’élé- 
ment 0 dans l'! tel que 


Ipy+v)—p(rl1<e pour tous les y, € U (0) 

et tous les y E R'; (4.2.6) 
d’où l'on tire 
IT (y1) P—T (vo) PIE = 


=— | IP(Y+v)—p(r+v)ldy<e. (4.2.7) 


Soit maintenant f une fonction quelconque sur L? (F1). Puisque 
C (T?) est dense dans L° (T!), alors pour chaque & > 0 il existe une 
fonction p € C (T!) telle que 


If — pl < €. (4.2.8) 
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Alors en vertu de (4.2.7) et (4.2.8) on a 
IT (1) — T (vo) f Île LT (1) GE — p) Ile + 
+ IT (va) P — TT (vo)P Île + I T (Vo) (® — P) Il = 
= Nf—- ll + INT () p—T(v)9 Île + If — pl < 3e, 


ce qui démontre la continuité de T7. 

La représentation T s'appelle représentation régulière du groupe 
F'. La définition générale d’une représentation régulière sera don- 
née au chapitre IV. 


CHAPITRE IV 


REPRÉSENTATIONS DES GROUPES COMPACTS 


$ 1. Groupes topologiques compacts 


1.1. Espaces topologiques compacts. Soit M un sous-ensemble 
d’un espace topologique X. Une famille {G} d’ensembles de X est 
appelé recouvrement de l’ensemble M si la réunion de tous les ensem- 
bles G contient A1. 

L'espace topologique X est dit compact *) si chaque recouvrement 
{G} de cet espace par des ensembles ouverts G contient un nombre 
fini d'ensembles {G;, . .., G,} qui forment également un recouvre- 
ment de X. 

L'ensemble M € X est dit compact si, envisagé comme un sous- 
espace de X, il est compact **). En passant aux ensembles complé- 
mentaires, on obtient: 


I. Un espace X est compact si et seulement si chaque famille {F} 
de sous-ensembles fermés à intersection vide contient un nombre fini 
d'ensembles F;, F:, ..., F, à intersection vide. 

On déduit de I que 


IT. Tout sous-ensemble fermé F, d'un espace compact X est 
compact. 

En effet, soit {F} une famille de sous-ensembles fermés dans F, 
à intersection vide. Alors {F} est également une famille d’ensembles 
fermés dans X (voir Ï de 1.6) à intersection vide et contient donc 
(en vertu de Î) un nombre fini d'ensembles F,, ..., F, à inter- 
section vide. 

On peut donner une autre définition de l’espace compact, équiva- 
lente à la précédente. Une famille {M} d’ensembles sera dite centrée 
si toute sous-famille finie d'ensembles de {W} possède une intersec- 
tion non vide. En vertu de Ï, l’espace X est compact si et seulement 
si chaque famille centrée d’'ensembles fermés y possède une inter- 
section non vide. 

Cette proposition peut être énoncée sous la forme suivante: 


*) P. Alexandrov, qui introduisit ce concept, appela les espaces de ce 
type espaces bicompacts; nous employons l'expression ensemble compact que l'on 
rencontre plus fréquemment aujourd’hui. 

**) 11 est évident que tout ensemble fini est compact. 
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III. Un espace X est compact si et seulement si chaque famille cen- 
trée de sous-ensembles de X possède au moins un point d'adhérence com- 
mun. 

Démonstration. Supposons que X est compact, el 


{M} est une famille centrée d’ensembles. Alors {M} est une famille 


centrée d’ensembles fermés et par conséquent {M} possède une 
intersection non vide; chaque point de cette intersection est un 
point commun de l’adhérence des ensembles M. 

Inversement, supposons que chaque famille centrée d’'ensembles 
de X possède un point d’adhérence commun. En particulier, chaque 
famille {F} centrée d’ensembles fermés F doit avoir un point d'a- 
dhérence commun, mais, les ensembles F étant fermés, ce point ap- 
partient à leur intersection; ainsi F est compact. 


IV. Si Fest un ensemble compact d'un espace séparé X etréF, 
alors il existe des ensembles ouverts disjoints U et V qui contiennent 
respectivement zxet F. 

Démonstration. Pour chaque point y € F on peut trou- 
ver des voisinages disjoints U,, V, des points x et y. En vertu de 
la compacité de F, on peut choisir parmi les ensembles V,, une famille 
finie V,,..., Vy,, qui forme un recouvrement de F. Alors les 


n n 
ensembles U= NA U,, V= UV satisfont aux exigences 
k=—1 =1 


énoncées. 


V. Un ensemble compact d’un espace séparé est fermé. 
Démonstration. Supposons que Fest compactetzéF. 
En vertu de IV, il existe un voisinage U du point x, sans points 


communs avec F; par conséquent, z & F (1.3, chapitre III). D'où 
l'onaFcF, et donc F = F. 


VI. Un ensemble M € KR" est compact dans R” si et seulement s'il 
est fermé el borné *) dans R”. 

Démonstration. La suffisance fait l’objet du lemme 
bien connu de Borel-Lebesgue (voir par exemple G. Fichten- 
holz [1], volume Î). Réciproquement, supposons que M est com- 
pact dans R'". En vertu de V, M est fermé. Démontrons que M est 
borné. Pour cela recouvrons chaque point de M par une boule de 
rayon 1. En vertu de la compacité de M, on peut choisir un nombre 
fini de ces boules qui forment toujours un recouvrement de M. Une 
boule qui contient cet ensemble fini de boules contient l’ensemble M 
tout entier. 


VII. Une image continue d’un espace compact est compact. 
Démonstration. Soit jf une application continue d’un 
espace XÀ sur un espace Ÿ, et soit {G’} un recouvrement de l’espace 


*) Un ensemble M & R'est dit borné s'il est contenu dans une boule de R?. 
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Y par des ensembles ouverts. Les ensembles G = f-! (G’) sont alors 
ouverts dans X et forment un recouvrement {G} de l’espace X. En 
vertu de la compacité de l’espace X, le recouvrement {G} contient 
une sous-famille finie {G;, G:, ..., G,} qui recouvre également 
l’espace ZX. Mais alors {G;, G;, ..., G;} est un recouvrement 
contenu dans {G’} de l’espace Y. Ainsi, chaque recouvrement {G’} 
de l’espace Ÿ par des ensembles ouverts contient un recouvrement. 
fini de Ÿ, i.e. Ÿ est compact. 


VIII. Les images par une application continue des ensembles fermés 
d'un espace compact dans un espace séparé sont fermées 

Démonstration. Soit M un ensemble fermé d'un espace 
compact À. En vertu de II, M est compact, et donc son image par 
une application continue est également compacte (voir VII); elle: 
est donc fermée dans l’espace séparé qui la contient (voir V). 

Une application continue f de X dans R! s’appelle fonction réelle 
continue sur À. 


IX. Une fonction réelle continue f sur un espace compact X prend 

sur cet espace ses valeurs maximale et minimale. 

Démonstration. En vertu de VII et VI, f (X) est un 
ensemble fermé borné de R'; par conséquent, il possède un élément 
maximal et un élément minimal. En effet, le fait que l'ensemble 
f(X) est borné implique l'existence des nombres inff(X) et 
sup f (X); puisque f (X) est fermé, on a inff (X), supf(X)Ef(X), 
donc ces nombres sont l'élément minimal et l'élément maximal 
de f (X). 

Soit f est fonction numérique sur un espace topologique X. 
Désignons par U}; la réunion de tous les ensembles ouverts pour 
lesquels f (x) = 0; soit Q; le complément de U,. Il est évident que 
U, est l’ensemble ouvert maximal sur lequel f (x) =0, et donc Q, est 
l’ensemble fermé minimal *) en dehors duquel f (x) = 0. On appelle 
Q; support de la fonction f. Une fonction f est dite finie si son support 
Q, est un ensemble compact. 


X. Toute fonction numérique f sur un espace compact X est finie. 

En effet, Q; est compact comme sous-ensemble fermé d’un en- 
semble compact À (voir II). 

Soient X, Ÿ des espaces topologiques, et ME X x Y'; l’ensem- 
ble de tous les x € X tels que x X y € M pour un certain y € M 
s'appelle projection de l’ensemble M sur ZX ; on définit d'une manière 
analogue la projection de l’ensemble M sur Y. 


XI. Si Ÿ est compact, alors la projection sur À de chaque ensemble 
fermé FE ZX X Y est fermée. 


*) Eventuellement l’} = @ et alors Q; — X. 
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Démonstration. Soit M la projection de l’ensemble F 


sur À, et x, € M. Alors chaque voisinage U (x,) a une intersection 
non vide avec M : alors les ensembles 


Nu = {Yy:z XYyEF,zxEU (x)} 
forment une famille centrée dans l’espace compact Ÿ et possèdent 
donc un point d’'adhérence commun y,. Mais alors X y €F = F:; 


par conséquent ro € M. Ainsi x, € M implique x, € M; mais cela 
signifie que M est fermé. 


XII. Le produit topologique d'un nombre fini *) d'espaces com- 
pacts est compact. 

Démonstration. Soient X, Ÿ des espaces compacts. 
Supposons que {F,} est une famille centrée d’ensembles fermés dans 
l’espace À X Y, et D, est la projection de l’ensemble F, sur l’es- 
pace À. Il est légitime de supposer que {F,} contient un nombre 
fini d’intersections de ses éléments. L'ensemble ®, est fermé en 
vertu de XI. La famille des sous-ensembles fermés {®,} de l’espace 
X est centrée, et possède donc une intersection non vide. Soient 
zo E N D, et M, l’ensemble de tous les couples de la forme 

Le 2 


(Zo: y), y € Y. Alors l’application {x,, y} —+ y est un homéomorphi- 
sme de l’espace M, sur Y ; par conséquent M. est un espace compact. 
Par construction de xs, la famille des intersections F, N M, est 
centrée et les ensembles F, MN M, sont fermés dans M... En vertu 
de la compacité de l’ensemble M. la famille {F, N M..} possède 
un point commun {xs, Yo}. Ainsi f} (Fe N M) # © ; alors a fortiori 
N Fa # © d’où l’on tire que X f] Y est compact. 


On démontre de même cette assertion pour un nombre fini quel- 
conque d'espaces compacts. 


XIII. Si Get F sont des ensembles ouvert et fermé respectivement 
dans le produit topologique À X Y d'espaces topologiques X et Y, 
et Q est un ensemble compact de X, alors l'ensemble |] {y:xzXxyEF} 

EQ 


est fermé, et l'ensemble f {y: zx X y E G} est ouvert. 
x€eQ 


Démonstration. La première assertion découle du fait 
que U {y: x X y € F} est la projection sur Ÿ d’un ensemble fermé 


x£ 
(QX Y)fNF (voir XI); la deuxième assertion s'obtient de la pre- 
mière en passant aux ensembles complémentaires. 


*) La proposition XII est (HER valable pour une famille infinie 
d'espaces compacts pour une topologie appropriée de leur produit (voir, par 
exemple, M. Naïmark {1]). Ce résultat, dû à A. Tichonov, ne nous sera 
pas nécessaire par la suite. 
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XIV. Soit f (x, y) une fonction continue sur le produit topologique 
X X Y d'espaces topologiques X, Y, à valeurs dans un espace topolo- 
gique Z, et soient Q un ensemble compact de X , et G un ensemble ouvert 
de Z. Alors l'ensemble W = {y: f (x, y) EG pour tous les x € Q} 
est ouvert dans Y. 


Démonstration. Soit G l’image inverse de G par l'ap- 
plication z = f (x, y); alors G est ouvert dans À X Y et 


W= N {y: zx yeG}, 
xEQ 


de sorte qu'il reste seulement à appliquer la proposition XIII. 
Un sous-ensemble Q d’un groupe topologique G est dit compact 
si Q est un sous-ensemble compact de l’espace topologique G. 


XV. Si Q,, Q, sont des sous-espaces compacts d'un groupe topolo- 
gique G, alors Q;' et Q,Q, sont également compacts. 

Démonstration. L’assertion découle de la proposition 
VII, puisque Q;' et Q,0, sont des images continues des espaces com- 
pacts Q, et Q, X @, (voir XIT) par des applications continues g —+ g”! 
et {2,, £2} —+ 182 respectivement. 


1.2. Espaces localement compacts ; groupes localement compacts. 
Un espace topologique À est dit localement compact si chaque point 
zE À possède un voisinage dont l’adhérence est compacte. Par 
exemple, l’espace R” est localement compact ; chacun de ces points 
1 = {19, . .., x} possède un voisinage U (2°) = {xz: | x; — xÿ | < 
<E, j = 1,..., n} dont l’adhérence est un ensemble fermé borné 
et partant compact de R. 

L'espace C” est homéomorphe à R°” ; il est donc aussi localement 
compact. 

Un espace hilbertien de dimension infinie n’est pas localement 
compact (à démontrerl). 


[. Un sous-espace fermé F d'un espace localement compact X est 
localement compact. 

Démonstration. Soient x, € F et V un voisinage du 
point x, dans À tel que V soit compact. Alors V f] F est un voisinage 
du point x, dans F, et V f\ F est un sous-ensemble fermé de l’espace 
compact Ÿ ; il est donc compact (II de 1.1). 

Un groupe topologique G est dit localement rompact si l’espace 
topologique G est localement compact. 


Il. Un groupe topologique G est localement compact si l’on peut 
trouver un voisinage V, à adhérence compacte, de l'élément neutre e du 
groupe G. 
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En effet, l'homéomorphisme g —+ g,g applique V sur le voisinage 
g0V de l'élément g,, et £V est compact, étant l'image topologique 
de l’ensemble compact Y. 


Par exemple, le groupe GL (n, C) est localement compact. En 
effet, posons 


, $ A 1 si j— I, 

= {g: |gn—ôn<e}, où ô1=1  .; i£L. 
Pour un € suffisamment petit, on a VE GL (n, C), et donc V est 
un voisinage de l'élément neutre e = || ôy [}1=1, tandis que V 


est un ensemble borné fermé de C"* qui doit donc être compact (VI 
de 1.1). Par conséquent, GL (n, C) est localement compact en vertu 
de II. 

Les groupes SL (n, C), GL(n, R), SL (n, KR) sont fermés dans 
GL (n, C) et donc localement compacts en vertu de I. 


Une fonction f sur un groupe topologique G est dite uniformément 
continue sur G si pour chaque € > 0 il existe un voisinage V de l’élé- 
ment neutre du groupe G tel que 


| f (81) — f (ge) | << € pour g, € g1V. (1.2.1) 


Si G est le groupe additif R!, alors V sera de la forme V — 
= {z: |x | << 6}, où 8 > 0; soit f — f (x) une fonction sur R!'; 
la condition g, € g.V peut alors être écrite sous la forme x, € z,V, 
i.e. 2 — 22 € V; par conséquent, la condition (1.2.1) signifie que 
| f (xs) — f (x) | Ke pour | x, — x: | << Ô, et nous sommes rame- 
nés à la définition usuelle de la continuité uniforme d'une fonction 
sur R!. 


III. Théorème de continuité uniforme). 
Toute fonction finie continue f sur un groupe localement compact G est 
uniformément continue sur G. 

Démonstration. Supposons que @ est le support de la 
fonction f, et U un voisinage symétrique de l'élément neutre e, 
tel que U soit compact. Par hypothèse, Q est compact et donc QU 
le sera aussi (voir XV de 1.1). Posons 


W = {g: | f (g8) — f(g)1<e pour tous les g, < QU}. 


Il est évident que e € W; en vertu de XIV, 1.1, W est ouvert; par 
conséquent, W est un voisinage de l'élément neutre e. Si gE U, 
alors f(gige) et f(g:) s’annulent lorsque g, 4 QU et donc 
| Ÿ (818) — f (eg) 1 << e pour g E W N\ U quel que soit g, € G. Si l’on 
pose 818 — £e et V=WAU, on obtient |f(g:)— f(g)|< € 
pour g2 € 8i1V. 
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1.3. Lemme de Urysohn. Un espace topologique ZX est dit normal 
lorsque pour chaque paire d'ensembles fermés disjoints F,, F,€ À 
on peut trouver des ensembles ouverts U,, U, qui contiennent respec- 
tivement F, et F,. Cette condition est équivalente à la suivante: 
pour chaque ensemble fermé F et chaque ensemble ouvert U= F, 


il existe un ensemble ouvert V tel que FE V et Va U. En effet, 
il suffit de considérer l’ensemble fermé À X U qui ne se rencontre 
pas avec F. 


I. Un espace séparé compact est normal. 

Démonstration. Soient F,,F, des ensembles disjoints 
fermés (et donc compacts) de À. En vertu de IV de 1.1, il existe 
pour chaque point y € F, des ensembles ouverts disjoints U sn V, 
qui contiennent F, et y, respectivement. Les ensembles V,, y É 
€ F;:, forment un recouvrement de F,. Puisque F, est compact, on 
peut choisir parmi les ensembles V, une famille finie Vus Vu, 


qui forme un recouvrement de F.. “Alors 
U = ñ Us V — " ne 


sont des ensembles ouverts disjoints qui contiennent F, et F, respec- 
tivement. 


IT. (LEMME DE URYSoHN). Pour toute paire d'ensembles fermés 
disjoints Fo, F, d’un espace normal X, il existe une fonction réelle f, 
continue sur À, qui satisfait aux conditions suivantes: 

1) 0OKf (x) <1; 

2) f(x) = 0 sur Fo; 

3) f (x) = 1 sur F.. 

Démonstration. L'assertion est triviale si l’un des 
ensembles F,, F, est vide. Si c’est, par exemple, F,, il suffit de 
poser f (x) = 1 pour chaque z € X. Ecartons cette éventualité et 
supposons que F, et F, sont des ensembles non vides. 

Posons V, = À — F,. Alors F,€ V, et, en vertu de la norma- 
lité de l’espace X, il existe un ensemble ouvert, que nous désigne- 
rons par V,, tel que FE V,, VE V.. 

D'une manière analogue, il existe un ensemble ouvert, que nous 
désignerons par V,,,, tel que V,E Vu et V,;, € V,. En reprenant 
ce raisonnement, nous obtiendrons pour chaque nombre r de la forme 
m/2",0<m<2", un ensemble ouvert V, tel que V, € Y,, lorsque 
T K Ta. 

Posons maintenant pour chaque nombre réel t choisi dans l'in- 
tervalle 0 <t<1 


V,= U Vz, 
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en outre V, = @ pour t<0 et V, = X pour t > 1. Ainsi nous 
avons défini les ensembles ouverts V, pour tous les réels {. On aura 
alors 


Vu CC Ve Si by Lo. (1.3.1) 


En effet, lorsque O1, << t, 1, on peut trouver des nombres 
rationnels r;, r. de la forme m/2* qui vérifient les conditions l < 
< Tr < re to, et alors Me V,eŸ.e a V4. 

Mais lorsque ft, < 0 et t, > 0, la relation ‘(1 3.1) est évidente, 
puisqu'alors V, = @ (respectivement Vi, = À pour ft, > 1). 


Posons 
f(x) = inf ft: re V,} (1.3.2) 


et démontrons que f (x) satisfait à toutes les conditions exigées. 

Pour t > 1 l’ensemble V, — À contient chaque point zx; par 
conséquent, ft: x E V,}= (1, co), d’où l’on tire, en vertu de (1.3.2), 
que f (x) < 1. Pour t << 0 l’ensemble V, — @G ne contient aucun 
point x. Par conséquent, l'ensemble {{: x € V:} ne contient pas de 
points t 0, de sorte qu’en vertu de (1.3.2) on a f (x) > 0.Sizxe V,, 
alors OE ft: xEV,}; donc f (r) < 0. En réunissant f (1) < 0 et 
f(x) > 0, on obtient f (x) = 0 sur V,; en particulier Î (x) = 0 
sur Fe V,. D'une manière analogue, x é V, i.e. x € F,, implique 
14 {t: xE V;,}; d’où l'on tire, en vertu de (4.3.2), que f (x) > 1. 
D'autre part, d’après ce que nous avons démontré ci-dessus, f (7) <1. 
Par conséquent, f (r) = 1 sur F.. 


+ 


Il reste à démontrer la continuité de la fonction f(x). Sup- 
posons que € À et e>0; posons ys—/f(xo). En vertu de (1.3.1) 
et (1.3.2), REV: pour {> yo et to6 V4 pour t<yo. En particu- 
lier, ZE Vyote N Vyo- _#, de sorte que, étant un ensemble ouvert, 
Vote N VL-e est un voisinage du point 2. Lorsque x € Vite NS pe 
on a Yy+eC{t: xEV:} et yo—eé{t: rEV,}. Par conséquent, en 
vertu de (1.3.1) et (1.3.2), on a y—e<f(r) <yo+e, i.e. f (to) — 
—e<Lf(rx)<Lf(xo)+e. Cela signifie que f est continue. 

REMARQUE. En vertu de Ï, tout espace compact est normal; 


par conséquent, le lemme de Urysohn est vrai pour les ensembles fer- 
més d'un espace compact. 


1.4. Théorème de Stone. Soit Q un ensemble quelconque. Intro- 
duisons pour des fonctions réelles f sur Q les notations 


(1 U faU +. -U fn) (9) = max {f1 (q), fa (Q), + - +, fn (Q)}; 
GiNfaN::.N/n) (9) = min {fi (q), fe (q), . - ., fn (g)}- 


On appelle treillis un ensemble À de toutes les fonctions réelles sur 
Q muni de lois de composition internes associant à tout couple de 
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fonctions f,, f, leur réunion f, |[J f, et leur intersection f, f] f.; il 
est évident que dans ce cas à chaque suite f,, . .., f, de À sont 
associés f1 U feU ---UfnetfiNfel...fNfnr. On appelle algèbre 
de fonctions réelle un ensemble À de fonctions réelles muni de lois 
de composition internes associant à chacune des fonctions de À son 
produit par un nombre réel arbitraire, et à chaque couple de fonc- 
tions de À leur somme et leur produit. Une algèbre réelle À de 
fonctions sur Q est dite uniformément fermée si la limite de chaque 
suite de fonctions f, € À qui converge uniformément sur Q appartient 
à À. Si l'algèbre À n'est pas uniformément fermée, alors, en y adjoi- 
gnant toutes les limites indiquées, on obtient un nouvel ensemble de 
fonctions qui contient À et qui sera, comme on le voit facilement, 
une algèbre uniformément fermée. Cette algèbre s'appelle adhérence 
uniforme de l’algèbre À et se note À. 

En guise d'exemple d’algèbre de fonctions réelle uniformément 
fermée on peut citer l’ensemble C7 (X) de toutes les fonctions réel- 
les continues sur un espace topologique À donné. 


J. Chaque algèbre réelle À uniformément fermée de fonctions bor- 
nées, et contenant toutes les constantes réelles, forme un treillis. 

Démonstration. Il suffit de démontrer que sifEA,ona 
|f | À, puisqu’alors le fait que f,, f, € À implique l'appartenance 
à À des fonctions 


fi Ù fes Gite tlfi—f) fi 0 fes Cat fe—lfi— fa). 
Supposons que f € À et | f (x) | < c quel que soit zx E X. Alors 


Ole VE E-TaNi=cy/ 1 (1-40) = 


fi > 113 Br (4e )", 


où la série dans le membre de Press converge uniformément sur X, 
2 

puisque 0 < 1— (Qi, et tous les termes de la série ap- 

partiennent à À. Par conséquent, | f | € À. 


II. Soit À l’ensemble de toutes les fonctions réelles continues f — 
= f (x) sur un espace compact X telles que les conditions suivantes sont 
satisfaites : 

1) À est un treillis; 

2) pour chaque couple de points distincts E, n € À et pour tous 
nombres réels a, b, on peut trouver une fonction fin € À telle que 
fen © = à, fan (n) = d. 

Alors toute fonction réelle continue sur X est la limite d'une suite 
uniformément convergente de fonctions f\ € À. 
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Démonstration. Soient f une fonction quelconque réelle 
continue sur À, e un nombre positif arbitraire, et fs, (x) une fonc- 
tion de À qui satisfait à la condition 2) pour a = f (£), b = f (n). 
Posons 


Urn={r: fin (x) f(x) +e}, Vin = {r: fan (2) >> f(x) —E}; 


U;:ns Ven Sont des ensembles ouverts sur À qui contiennent E et 1. 
Pour un £ donné, les ensembles U:, forment un recouvrement de 
l’espace compact X ; en choisissant dans ce recouvrement un recouvre- 
ment fini {Urin Un - .., Uz n} et en posant Ps = fyin À fem N 


Nfin = ñ Va, n nous obtenons une fonction qE€A véri- 
fiant les conditions 
pr) <f(z)+e sur À, 
pr) > f(r)—e si ze V:. 


Choisissons maintenant dans le recouvrement {V:} de l’espace À un 
recouvrement fini {V:,, ..., Vi} et posons # = @a, U qe, U : 

- [ Prms nous obtenons alors une fonction d € À qui satisfait 
aux conditions f (x) — e 7% (x) < f(x) + e quel que soit À. 

Posons maintenant € — Â/n, n —= 1, 2, ..., et désignons par 
1h, la fonction correspondante vw. Alors 1, € À et f(x) — 1/n < 
<<, (x) f(x) + 1/n pour tout x E X. Par conséquent Ÿ, converge 
uniformément vers f. 

Un ensemble À de fonctions sur Q s'appelle séparateur de points 
si pour deux points quelconques distincts g,, g: € Q il existe une 
fonction f € À telle que f (g,) Æ f (q2). 


THÉOREME 1. (M. Stone). Soit À une algèbre réelle de fonc- 
tions continues (sur un espace compact À) qui contient toutes les cons- 
tantes réelles et qui sépare les points. L'adhérence uniforme A de l'al- 
gèbre À est alors isomorphe à l'algèbre C” (X) de toutes les fonctions 
continues sur X. 

__ Démonstration. En vertu de la proposition I, l'algébre 
A est un treillis. Démontrons que À (et même À) satisfait à la con- 
dition 2) de la proposition II. D'où l’on pourra conclure, en vertu 
de IT, que À = C'(X). 

Supposons donnés Ë, n € À, &  n. Il existe dans À une fonction 
{ (x) telle que 


JD Æ0, FE) Æf(). (1.4.1) 


En effet, on peut trouver des fonctions p € À, € À qui satisfont 
aux conditions œ (E) =  (n) et vw (£) 0 (par exemple + (E) — 
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= C = 0 sur À). Alors la fonction 
(2) si (0; 
f (x) = Ÿ (x) si P(E)=0, FE) Ævy(n); (1.4.2) 
px) +w(x) si p(E)—=0, b(E) = vY(n), 


satisfait aux conditions (1.4.1). Nous pouvons alors supposer que 


f (n) = 0; dans le cas contraire, nous pouvons remplacer f (x) par 
la fonction 


La = Or Of. 

Mais alors, en posant f, (x) = y / (z) nous obtiendrons une 
fonction f, € À qui satisfait aux conditions f, (E) = 1, f, (n) = 0. 
D'une manière analogue, il existe une fonction f, € À qui satisfait 
aux conditions fa (E) = 0, f, (n) = 1. Alors la fonction af, + bf: 
appartient à À et prend les valeurs a et b aux points & et n respecti- 
vement. Par conséquent, À satisfait à toutes les conditions de la 
proposition II, et est donc isomorphe à C” (X). 


THÉOREME 2 (théorème de Weierstrass). Soit X 
un sous-ensemble fermé borné de l’espace R' ; alors chaque fonction réelle 
continue sur X f (x;,, z:, . . ., x,) est la limite d’une suite uniformé- 
ment convergente de polynômes en x1, x:, . . ., æ, à coefficients réels. 

Pour la démonstration, il suffit d'appliquer le théorème de 
Stone à l'algèbre À de tous les polynômes en z;, ..., zx, à coef- 
ficients réels, envisagés comme fonctions sur X. 

On appelle algèbre de fonctions complexe un ensemble À de fonc- 
tions complexes sur Q muni de lois de composition internes asso- 
ciant à chaque fonction de À son produit par un nombre complexe 
quelconque et, à chaque couple de fonctions, leur somme et leur 
produit. Pour une algèbre complexe de fonctions, les notions de fonc- 
tion uniformément fermée et d'adhérence uniforme se définissent 
mot pour mot comme pour une algèbre de fonctions réelle. 

Comme exemple d’algèbre de fonctions complexe uniformément 
fermée on peut citer l'algèbre C (X) de toutes les fonctions complexes 
continues sur un espace topologique donné À. 


THÉOREME 3. Soit À une algèbre complexe de fonctions continues 
sur un espace compact X qui satisfait aux conditions suivantes : 

1) À sépare les points sur X ; 

2) si f (x) € À, alors on a également f (x) € À; 

3) f contient toutes les constantes complexes. 

Alors l’adhérence uniforme À de l'algèbre A est isomorphe à C (X). 

Démonstration. Soit À, l’ensemble de toutes les fonc- 
tions réelles qui appartiennent à À. Il est évident que À, est une 
13—0883 
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algèbre réelle de fonctions. Si f € À, alors, en vertu de la condition 
2), les éléments Re f-iy + f) et Imf — L( — f) appartien- 
nent à À et donc à À,. On peut en déduire que À, sépare les points 
sur À. En effet, si z,, 2, € X et x, = x,, alors en vertu de la condi- 
tion 1) il existe une fonction f € À telle que f (x,) Æ f (x2). On a 


alors au moins une des inégalités Re f (x,) Æ Re f (x.), Im f (x,) + 
£ Im f (x.), où Re f, Im f € À,. D'après le théorème de Stone 


À, = C'(X). (1.4.3) 


Supposons maintenant que f est une fonction continue quelconque 
sur À. En vertu de (1.4.3), il existe des suites @, € À,, Ÿh € À, 
telles que œp, —+ Re f et 1Ÿ, — Im f uniformément sur ZX. Alors 
Pn + in E À et ph + vb, — f uniformément sur À. 


1.5. Définition du groupe topologique compact. Exemples. Un 
groupe topologique G est dit compact si l’espace topologique G est 
compact. 


I. Chaque sous-groupe fermé d'un groupe topologique compact est 
compact. 
L’assertion découle directement de If, 1.1. 


IT. Une fonction continue sur un groupe compact G est uniformé- 
ment continue sur G. 
Cette assertion découle directement de III, 1.2 et de X, 1.1. 


EXEMPLES. 
1. Groupes finis. Chaque groupe fini (muni d’une topolo- 
gie discrète) est compact (voir la note au bas de la page 183). 


2. Le groupe U{n). Rappelons qu’une matrice u est dite 
unitaire lorsque 
u*u = À, (1.5.1) 


où 1 est la matrice unité. Désignons par U (n) l’ensemble de toutes 
les matrices unitaires d'ordre nr. Si u,, u, € U (n), i.e. uiu, = À, 
usu, — 1, on a également (uiue)* (uju.) = usuUiuiua = 1 1 = 
1.0. Ujlo € U (n). En outre, si u E U (n), on a en vertu de (1.5. 1) 
ul = u# et (u-tjtu-t = u*#*u-l = url = Â, j.e. ul E U (n) éga- 
lement. Par conséquent U (n) est un sous-groupe du groupe GL (n, C). 
Munissons le groupe U (nr) de la topologie induite par celle de l’es- 
pace topologique GL (n, C) et convenons par la suite d’entendre par 
U (nr) le groupe topologique avec la topologie ainsi définie. Le 
groupe U (n) est appelé groupe unitaire d'ordre n. 
III. Le groupe U (n) est compact. 


Démonstration. D'après la définition de la topologie 
sur GL (n, C) (voir l’exemple 3 de 2.1, chapitre III), la topologie 
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sur Ü (n) est une topologie induite par celle de l’espace topologique 
C”. Démontrons que Ü (n) est un ensemble fermé borné de C"': 
en vertu de VI, 1.1, on en tirera que U (n) est compact. Ensuite, 
(1.5.1) signifie que U (nr) est l’ensemble des seuls points (u,,, ... 


es Uins + + Un + « + Unn) € C* pour lesquels 


S'& : = pour j=k, (1.5.9 
es DUR 9 pour jÆk, j, k—1,2,...,n. si 


Puisque le premier et le deuxième membre de (1.5.1) sont des fonc- 
tions continues sur C"*, U (n) est donc fermé d'après I, 1.8, cha- 
pitre III. En posant ensuite j — k dans (1.5.1) et en calculant la 
somme sur k# de À à nr, nous obtenons 


Y 2 lunfP=n. 
R=1 1—1 


Cela signifie que U (nr) se trouve dans la boule (plus exactement, 


sur la sphère qui limite la boule) de l’espace C"* de rayon Jr» et de 
centre au point (0, . .., 0), de sorte que l’ensemble U (n) est borné 
dans C*. Par conséquent, U (n) est compact. 

En particulier, le groupe U (1) (7n—1) est compact. Il est 
évident que U(1) est le groupe multiplicatif des nombres ei, 
p € R!, égaux à un en valeur absolue. On voit facilement que 
U (1) est (topologiquement) isomorphe au groupe l1 des rotations 
du cercle et donc au tore de dimension 1 .7 ! (voir l'exemple 3 
de 2.5, chapitre III). Par conséquent, les groupes TV! et F1 sont 
compacts. 


REMARQUE 1. Il découle de (1.5.1) que det u*-det u — 1, i.e. 
| det u | = 1 


pour chaque matrice u E U (n). Il est évident que l’application 
u — det u est un homomorphisme continu du groupe U (nr) sur 
le groupe U (1). 


3. Le groupe SU (n). On note ainsi l’ensemble de toutes 
les matrices u € U (n) qui vérifient la condition det u = 1. 

On tire de la relation évidente SU (n) = U (n) N\ SL (n, C) 
que SU (n) est un sous-groupe fermé du groupe U (n). D'où l’on 
obtient en attirant Î: 


IV. Le groupe SU (n) est compact. 
Faisons correspondre à chaque matrice u € U (n) un élément 
{a, v} du groupe U (1) X SU (n) suivant les formules 


a — det u, Vin = in, Vin =Ujn Pour j >. 
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Le lecteur vérifiera sans difficulté que cette application est un 
homémorphisme du groupe U (7) sur le groupe U (1) X SU (n); 
par conséquent 


V. Les groupes U (n) et U (1) X SU (n) sont homéomorphes, 


REMARQUE 2. Il va de soi que l’homéomorphisme défini 
ci-dessus n’est pas le seul possible. Par exemple, on aurait pu poser 


a — det u, Ven = Ua, Vi =U;jg pour j #2. 
Envisageons plus en détail le cas r—=2. SU(2) est constitué 


d: b: 


b 
aa+bb=1, aja+b;b—1, aa+bb,—0, ab—bia—1, (1.5.3) 
d’où l’on tire 


par toutes les matrices u — telles que 


b, = b, (ab — bia) = — asaa: — bib;a = — a (aa: + b,b;) = — 4, 
ai = ai (ab — bia) = asaib +-b; (bib) — b (asai + bibi) =b. 


Réciproquement lorsque b, = —a et CA — b, et en outre | a | + 
+ [b =1, on aueSU (2). Ainsi 


VI. Le groupe SU (2) est constitué par toutes les matrices 


b —a : 
u=| E (1.5.4) 
qui vérifient la condition 
[a +]lbf= 1. (1.5.5) 


Posons 
= ZXZitite, db = T3 + iti; Ty, Los Tss MER; (1.5.6) 
alors (1.5.5) s'écrit sous la forme 
[ur +IzF+IzF+In = 1. (1.5.7) 
Nous voyons que les formules (1.5.6) définissent une application 
u —> (21, Ze, Zs, 2) de l’espace topologique SU (2) sur la sphère 


unité de R‘. D'où l’on obtient, en comparant les topologies sur 
SU (2) et dans R': 


VII. L'application u —+ (x], ze, Ts, 2) déterminée par les formu- 
les (1.5.6) est un homéomorphisme de SU (2) sur la sphère unité de 
R‘; par conséquent, SU (2) est homéomorphe à la sphère unité de R+. 


4 Le groupe Oîln, R). Nous désignons par O (n, R) 
l’ensemble de toutes les matrices g d'ordre x (à éléments réels) qui 
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vérifient la condition 
gg = 1, (1.5.8) 


où g’ désigne la matrice transposée de g. Il est évident que les con- 
ditions (1.5.1) et (1.5.8) sont équivalentes pour les matrices réelles ; 
par conséquent 


On, R=U(n)NGL(n, R). (1.5.9) 


Mais U (n) et GL (n, KR) sont des sous-groupes fermes du groupe 
GL (n, C) (voir les exemples 1 et 3 dans 2.3, chapitre 111); par 
conséquent on tire de (1.5.9) que © (7, R) est un sous-groupe fermé 
du groupe U (n). D'où en vertu de II, 1.1 on tire: 


VIII. Le groupe O (n, KR) est compact. 
Le groupe O (nr, R) est appelé groupe orthogonal réel et ses élé- 
ments, matrices orthogonales réelles. 


REMARQUE 3. On déduit de la relation (1.5.8) que det g” X 
X det g = 1, i.e. (det g)* = 1; donc 


det g — +1 quand gEO(n, R). (1.5.10) 


Il est évident que l'application g —+ det g est un homomorphisme du 
groupe © (nr, R) sur le groupe multiplicatif {—1, 1}. 


5. Le groupe SOin, R). Nous désignons par, SO (nr, R) 
l’ensemble de toutes les matrices réelles orthogonales g telles que 
det g = 1. Il est évident que 


SO(n, R=0O(n, R)NnSL(r, R): (1.5.11) 


mais comme O(n, R) et SL(n, KR) sont des sous-groupes fermés 
de GL (n, R), on déduit de (1.5.11) que SO (nr, R) est un sous-groupe 
fermé de On, R). 

D'où l'on tire à l’aide de II de 1.1: 


IX. Le groupe SO (n, R) est compact. 
Le groupe SO (nr, R) est appelé groupe orthogonal réel unimodu- 
laire. 


X. Le groupe O (n, KR) est homéomorphe au groupe {—1, 1} X 
X SO (n, R). 

La démonstration est analogue à celle de la proposition V, sauf 
qu’il faut se servir de la relation (1.5.10) à la place de la relation 
(1.5.2). 

Envisageons maintenant en détail les cas nr = 2 et nr — 3. Le 
groupe SO (2, R) est constitué par toutes les matrices 


E11 Bio 
B21 Lo 
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à éléments réels, qui vérifient, d’après (1.5.11), les conditions 
En Fe = 1, Ent ge = 1, l 

EuBoi + Bises = O0, Euges — Bron = 1. 
En vertu de la première des conditions (1.5.12), nous pouvons poser 
Lu = COS, Bye = —sin8, 0OLOL2r, (1.5.13) 


6 étant déterminé à un terme additif multiple de 2x près. Alors il 
découle de la troisième condition (1.5.12) que g,, = À sin 8 et ge = 
— À cos 6. En substituant ces expressions dans la dernière des 
conditions (1.5.12), nous voyons que À = 1, de sorte que £g., = 
— sin 6, g>, — cos 0. La deuxième condition (1.5.13) est évidente. 
Ainsi 


(1.5.12) 


XI. Le groupe SO (2, R) est constitué par toutes les matrices de la 
forme 


cosû —sin0 


g= (1.5.14) 


sin 0 cos 8 


où 0 est un nombre réel. 
Posons 


TZ, = T1 COS 0 — x, sin 6, 
| (1.5.15) 


z, = z, Sin 6 + z, cos 06. 


Des égalités (x, + ix,) e = (x, + ixz,) (cos 0 + à sin 0) = x, + 
+ ix, on tire directement que z,, x, sont les coordonnées de l’image 
du point (z;,, x.) par la rotation de centre (0, O0) du plan R° d’un 
angle 6 dans le sens antihoraire. Ainsi, l’application linéaire (1.5.15) 
de matrice g est simplement une rotation du plan R° d’un angle 6. 
Le groupe SO (2, R) est donc appelé groupe des rotations de l’espace 
de dimension deux. Faisons correspondre à la rotation ge du plan 
R° autour de (0, 0) d’un angle 6 la rotation ye du cercle de centre 
(0, 0) d'un même angle 8 (voir l’exemple 1.17, chapitre I). 11 est 
évident que l'application ge — Ye ainsi obtenue est un isomorphisme; 
en comparant les topologies sur SO (2, R) et sur l'! on voit aisé- 
ment que cet isomorphisme est topologique. Ainsi, 


XII. Le groupe SO (2, R) est isomorphe au groupe T? et donc au 
groupe T1. 


6. Le groupe SO(3, R). Désignons par G, l’ensemble de 
toutes les rotations de l’espace R° relativement à l’origine O — 
— (0, 0, O0). Choisissons un système de coordonnées orthogonal 
fixe d'origine © et désignons par e,, &, e4 les vecteurs directeurs 
unité des axes de coordonnées. La rotation g € G, applique e,, &, es 
dans trois vecteurs g,, £:, £g4 orthogonaux entre eux possédant la mé- 
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me orientation que €, €», ez. SOit gx la projection du vecteur g, sur 
l'axe i. Les vecteurs g1, £e, g3 sont complètement déterminés par 
leurs projections g;, i-e. par la matrice 


B11 Bis B13 
er Bos Es 
Bs1 Base B33 


Cette matrice sera également désignée par la lettre g et appelée 
matrice de la rotation g. Il est évident que les g;, sont réels. On 
déduit de l’orthogonalité des vecteurs g,, £:, ga que g est une matrice 
orthogonale. En outre, puisque les orientations de e,, e:, e3 et £a; 
£es £a coïncident, on a det g = 1. Donc g € SO (3, R). 

La rotation g est entièrement déterminée par sa matrice g. 

En effet, chaque vecteur x € R* est de la forme x = rie, + Zoe + 
+ Zalz, OÙ Ty, Le, Ta SOnt les projections du vecteur x sur les axes 
de coordonnées correspondants. La rotation g étant linéaire et 
appliquant e,, €, €3 SUT £1, Lo, £a, elle envoie le vecteur x sur le 
vecteur 


T' = T1 + ToBa + TaBs- (1.5.16) 


Soient zx;, x:, x; les projections du vecteur sur les axes du système 
de départ. En projetant les deux membres de (1.5.16) sur ces axes, 
nous obtenons 


Ty = Lili + Liole + Bists: 
La = Loilr + Lolo + Losla (1.5.17) 
Ts = Lila + Laelo + Es 


i.e. la rotation g est une transformation linéaire de l’espace R 
de matrice gE SO (3, R). Réciproquement, pour chaque matric 
g ESO (3, KR) la formule (1.5.17) détermine une rotation g € Go. 
Par conséquent. le groupe SO (3, R) est appelé groupe des rotations 
de l'espace de dimension trois *). Ses représentations irréductibles 
jouent un rôle important dans de nombreuses applications (voir 
$ 3, chapitre IV et chapitre X). 

Dans nombre de cas il s'avère commode de décrire les rotations 
de l’espace tridimensionnel à l’aide des trois paramètres indépen- 
dants suivants, appelés angles d’'Euler. Supposons que la rotation g 
applique les axes de coordonnées Or, Oy, Oz dans les axes Oz’, Oy, 
Oz’ (fig. 3). Désignons par Ol la droite suivant laquelle se coupent 
les plans rOy et x'Oy'; choisissons sur Ol un sens tel qu’un observa- 
teur orienté suivant ce sens voie la rotation d’un angle 60 < x qui 
amène l'axe Oz sur l’axe Oz’ dans le sens antihoraire. Cette condi- 


*) Par analogie avec les cas nr = 2 et n = 3, le groupe SO (n, R) cest appelé 
groupe des rotations de l'espace R'. 
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tion détermine de manière unique le sens de la droite Ol, sauf dans 
les cas où les axes Oz et Oz’ coïncident ou forment un angle n. Dé- 
signons ensuite par , l'angle entre l’axe Ox et la droite O{, par 
> l'angle entre la droite Ol et l’axe Or’ et par 6 l’angle entre Oz 
et Oz’. Les angles ®p,, q., 8 sont appelés angles d'Euler de la rota- 
tion g. D'après leur définition même, 0, <2n, 0 < pe < 2x, 


Fig. 3 


06 < x. À différents triplets de nombres p,, q., 8 choisis dans 
ces intervalles correspondent des rotations différentes, sauf dans 
les cas 0 — 0 ou 0 — x. Dans ces cas, les plans zOy et x'Oy’ coïnci- 
dent et par conséquent la droite OÙ n’est pas définie. En la choisis- 
sant de manières différentes, nous voyons que les triplets (@,, @:, 0) 
et (@ +, p: — æ&, 0) déterminent une même rotation; les triplets 
(Pis Poe, 1) et (P1 + &, pp: — &, x) déterminent aussi une même 
rotation. 

XIII. Une rotation g est complètement déterminée par ses angles 
d'Euler q,, Pe, 0 

Démonstration. Désignons par g, et ge des rotations 
autour des axes Oz et Ox d’angles q et 6 respectivement. La rota- 
tion g peut être représentée comme le produit 


£ = EoBoE os (1.5.18) 
des trois rotations go, £e, £v, autour des axes Oz, OI, Oz’ respecti- 
vement. En effet, la rotation g9, fait coïncider l'axe Ox avec l'axe 
OI, puis la rotation g, applique l'axe Oz sur O2’ et enfin la rotation 


£o, fait coïncider les axes Or et Oy avec les axes Oz’ et Oy'. Ceci 
démontre la formule (1.5.18) et donc la proposition XIII. 


La rotation £e est la rotation gs du système de coordonnées 
auxiliaires obtenu à partir du système donné par la rotation £go:. 


de sorte que Lo = LoiLoES:. D'une manière analogue, Bo = (Loi) X 
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X Lo: (eos) 1; d’où l’on tire à l’aide de (1.5.18) : 
E == £ oaLo£m = (LeLoi) Lo (Leo) LeLoi = LoLoiEo = Soi£egez (15.19) 


En se servant des angles d’Euler on obtient facilement les expres- 
sions pour les éléments matriciaux g;, de la rotation g. En effet, 
les matrices des rotations ge, g sont de la forme 


cosp —sinp 0 1 0 0 
ge=|Isinp cos 0], ge—|0 cos0 —sin6 
(0 0 1 0 sin6 cos Ô 


En portant ces expressions dans (1.5.19) et en prenant en considé- 
ration qu'il faut multiplier les matrices pour faire le produit des 
rotations, nous obtenons 


COS 1 COS Pe — COS 0 Sin pi Sin Poe 
g = || sin @, cos q. + cos 8 cos p; Sin P: 
sin , sin 0 


— COS P1 Sin P: — COS Ô sin pi COS Pe sin p1sin 6 
sin @: sin @>+cos0cospicosps —cospisin0 |. (1.5.20} 
cos p> Sin 6 cos 6 


ExERCICE. Démontrer que l'application 


b —a 


FA b 


— 


(a+ a) +(b+a—b 0) ab+ab | 
> |L(—-B+a+b—a) + (b+a+02+ 4?) i(ab— ab) 
— ab— ab i (ab— ab) bb— aa 


est un homomorphisme ouvert continu du groupe SU (2) sur le 
groupe SO (3, R) à noyau 


1 01 |—1 ’ 
{oil a |? 
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Indication. Démontrer préalablement que f applique les 
matrices 


_1® S 6 . S] (e] 
EL2 EL 0 6 
0 e? sin 3 cos FT 


dans £gy et ge respectivement. 


$ 2. Représentations des groupes compacts 


2.1. Moyenne invariante sur un groupe compact. Soit G un groupe 
topologique compact. Il existe sur le groupe G une mesure invariante 
bilatère u, et cette mesure peut être choisie de manière à avoir 
u (G)=1 (voir G. Chilov [1]). Définissons sur le groupe G une 
moyenne invariante de la manière suivante. Soit f € L! (G) (i.e. f est 
intégrable sur G relativement à la mesure L) ; le nombre 


M (f= (8) du () 
G 


‘est appelé moyenne invariante de la fonction f sur G. On écrit par- 
fois M, (f (g)) à la place de M (f). 

I. La moyenne invariante M (f) possède les propriétés suivantes: 

1) M (1) = 1, où Le 1 à gauche est la fonction f = 1 sur G, tandis 
‘que le 1 à droite est le nombre; 

2) M (} = M (); 

t M (290 pour f2>0 et M (f) > 0 si f est continue, f 0 et 

je 


3) IMGDI< MAUR M (1f2D pour Ih1< fl; 

4) M (fi + f:) = = M (hi) + M 2) ; 

0) M (af) = aM (f), où « est un nombre; 

: sa Gn) = M () et M (*) = M (), où fn (8) = f (eh), f* (g) = 
= f (hg): 

1) M3 GO (8°) = M, ( (e)). 

Les propriétés 1), 2), 4), 5) découlent directement des propriétés 
‘de l’intégrale, les propriétés 3) et 3”) découlent des propriétés de 
l'intégrale et du fait que la mesure d’un ensemble ouvert non vide 


‘est positive, les propriétés 6) et 7) sont liées à l’invariance de la 
mesure l. 


EXERCICE. Démontrer que la propriété 3’) découle des pro- 
priétés 3) à 5). 


La notion de moyenne invariante peut être généralisée aux fonc- 
tions vectorielles et aux fonctions à valeurs dans un ensemble 
d'opérateurs sur le groupe G (voir M. Naïmark [1]); on a dans 
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ce cas des propositions analogues aux propositions II et III de 1.1, 
$ 1, chapitre II. 


2.2. Réductibilité complète des représentations d’un groupe 
compact. 


THÉOR£ME 1. Chaque représentation continue g —T(g) d'un 
groupe compact G dans un espace préhilbertien est équivalente à une 
représentation continue unilaire. 

Démonstration. Soient H un espace préhilbertien rela- 
tivement au produit scalaire (x, y),, et g —+ T (g) une représenta- 
tion continue de G dans H. Définissons la forme (x, y) sur H en posant 


f (eg) = (T (gx, T (8) yh (2.2.1) 

(&, y) = M) = M((T (8) z, T (&) yh). (2.2.2) 

La forme (x, y) est un produit scalaire sur H. En effet, la forme 
(z, y) est bilinéaire en vertu des propriétés 1), 4), 5) de la moyenne 
invariante M (f), de la linéarité de l’opérateur T (g) et de la bili- 


néarité de la forme (x, y),. En outre, puisque (x, y), est hermitien- 
ne, on a en vertu de la propriété 2) de I 


(y; T) = M ((T (g) y; T (g) z)1) = M ((Z (8) z, T (g) y)1) = (7, y), 
et donc (x, y) est également hermitienne. Enfin (T (g)x, T (g) x), 0 


puisque (x, y), est un produit scalaire. D'où l’on tire, à l’aide de la 
propriété 3) de I 
(x, y) = M ((T (8) x, T (8) zh) > 0. 

Puisque g — T (g) est une représentation continue, la fonction 
f (g) déterminée par la formule (2.2.1) est continue. Par conséquent, 
il découle de la propriété 3) de I que (x, x) = 0 si et seulement si 
(T (g) x, T (g) x), — 0 quel que soit g EG. En posant ici g —e, 
nous voyons que (x, x), = 0 et donc x = 0. Ainsi (x, r)>0 et 
(x, x) = 0 seulement pour x = 0. Nous avons donc démontré que 


(x, y) est un produit scalaire sur H. En vertu de la propriété 6) 
de I, (2.2.1) et (2.2.2), nous avons pour chaque À € G 


(T @)z, T(k)y) = M((T (8) T G)z, T (8) T (h) yh) = 
= M ((T (gh) x, T (gh) yh) = M G,) = M () = 
= M ((T (g)z, T (8) yh) = (x, y), 
et donc 7 est unitaire relativement à (x, y). Par conséquent, l’ap- 
plication identique x zx de l’espace À à produit scalaire (x, yh 
sur ce mème espace H à produit scalaire (x, y) applique T (g) à nou- 
veau sur 7 (g), quiest unitaire relativement à (x, y). 


IFnous reste à démontrer que g — T (g) est continue relative- 
ment à (r, y). Posons pour un x € H donné 


pe, k) = I T @g)z — T'(hog)z lh, 8 hk, ho EG, (2.2.3) 
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où ||zlh — V(x, x),; puisque la représentation g — T (£g) est 
continue, la fonction œ (g, h) est continue sur G X Get 
P (8, ho) = 0. (2.2.4) 
Posons ensuite 
Vi = {: AEC!, |A] <e}, (2.2.5) 
V, = {h:hEG, w(g, h) € V, pour tous les g € G\; (2.2.6) 
V, est un voisinage de 0 dans C!, et par conséquent (voir XIV, 1.1, 


V, est un ensemble ouvert (dans G) qui contient h, (d’après (2.2.4)) 
i.e. V, est un voisinage de l’élément »,. En vertu de (2.2.6) et (2.2.3) 


II T (kg) x — T (hog)rz 1 <<e pour hE V,et tous les g € G. (2.2.7) 
En outre || T (g) y |L est une fonction continue de g sur le groupe 
compact G *) et donc 

II T (8) y lh < C (y) pour tous les g€G. (2.2.8) 
En réunissant (2.2.7) et (2.2.8), nous voyons que lorsque g EG, 
hE Va: 
CT (@) T (8) x, T (8) yh — (T (ho) T (g) x, T (8) yh | = 

= | (T (kg) x — T (hog) x, T (g)yh | < 
IT (kg) x — T (hog) zh I T (8) y lh < eC (y), 

et donc pour h € V, 


| (T (h) T, y) — (T (Ro) T, y) | — 
= My (TR) T (gx, T(8)y) — (T (ko) T (8) x, T (eg) y)} < 
< M(eC(y)) = eC (y). (2.2.9) 


L'inégalité (2.2.9) démontre la continuité sur G de la fonction 
(T (k) x, y). 

D'après le théorème 1, chaque représentation continue de dimen- 
sion finie du groupe compact G peut être supposée unitaire. 


I. Si H est hilbertien, alors le produit scalaire (x, y) sur H est 
équivalent au produit scalaire initial (x, yh1, i.e. il existe un nombre 
c>0 telque (x, x) Lc(x, rh, (x, x), L'c(x, x) quel que soit 
z CH. 

Démonstration. D'après (2.2.8), [||T (g) x |? — 
= (T (g)x, T (g)x), LC (x)* pour une certaine constante C (x) 
qui dépend de zx. D'après le théorème de Banach-Steinhaus (voir, 
par exemple, G.Chilov {1]), on peut en déduire qu’il existe une 


“IT @ ul = V(T(e)y T (8) vh, tandis que (7 (g)y. T (g) w, est 
continue par suite de la continuité de la fonction 7 (g) y (voir la définition 
d'une représentation) et de la continuité du produit scalaire. 
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constante c, indépendante de z € FH, et telle que 


(T (g)z, T(g)zh = IT (@)z li < zx lK 
pour tous les x € H. Donc 
x IF = (x, 2) = M((T (8) 2, T (8) zh) SM ( (x, zh = 
= © ||z |, 


de sorte que |z|| <c|lx]L,. Réciproquement, ||zx |}, — 
= | T(gMT(gzlh <clT(g) zik et donc 


M (Nz 1 < M (IT ()z 11 = “zx lF, 


d'où l'on tire [|z [ES cz, ie. [zh < cz I. 

La proposition Î implique à nouveau, que dans le cas d’un 
espace hilbertien À, la représentation g — T (g) est continue rela- 
tivement à (x, y). 

Rappelons que chaque représentation de dimension finie, équi- 
valente à une représentation unitaire, est complètement réductible 
{voir II, 2.8, chapitre I). D'où l’on tire le 


THÉOREME 2. Chaque représentation continue de dimension finie 
d'un groupe compact est complètement réductible. 


2.3. L'espace L° (G); représentation régulière. Désignons par 
L? (G) l’ensemble de toutes les fonctions numériques f sur un groupe 
compact G telles que: 1) f est mesurable relativement à une mesure 


invariante sur G; 2) \ | f (g) de << + *). Identifions les fonc- 


G 

tions qui ne diffèrent que sur un ensemble de mesure nulle (pour 
plus de détails, voir, par exemple, G. Chilov {1]). Munissons 
L® (G) d'opérations usuelles d’addition et de multiplication par 
un nombre. Alors L* (G) devient un espace linéaire. Posons 


Go f)=M (if) = Ÿ hi (@) de. (2.3.1) 


Comme (f,, f.) est une forme hermitienne définie positive sur L* (G), 
elle transforme L°(G) en un espace euclidien. L’espace L* (G) est 
complet relativement au produit scalaire (2.3.1), i.e. c’est un espace 
hilbertien (voir G. Chilov [1]). On voit facilement que l’espace 
L* (G) est de dimension finie si et seulement si G est un groupe fini. 

Définissons maintenant les opérateurs T (g), g € G, en posant 
pour chaque k€ G 


T(R)f=fn ie. T(h)f(e) = f(&h). (2.3.2) 


*) Convenons d'écrire dorénavant dg à la place de du(g). 
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Il est évident que la fonction f;, est mesurable si f est mesurable. 
J1 découle de l’invariance de la mesure que 


Jin @Pée= (1e) Pas= || Pdg<+o: (233) 
G G G 


donc f, € L? (G) pour chaque f € L* (G) et chaque h € G. En outre, 
l'opérateur T (h) est évidemment linéaire. L'application k — T (h) 
est une représentation du groupe G; en effet, pour h,, hk, EG,ona 


T (ha) T (Re) f (8) = T (a) (T (hi) f (8)) = 
= Th) F(gh2)) = f (eh) ke) = f (8 Œihe)) = T (hihe) f (e), 


et T(e)f(g) = f (ge) = f (g). La représentation construite est 
unitaire; en effet, quels que soient f,, f, € L® (G), la fonction 
f = fifa est intégrable et (T (k) f, T'(h) fe) = M (Gin on) = 
= M (f;) = M () = M (fif:) = (1, F2). Enfin la représentation 
T:h—T(h) est continue, i.e. pour chaque f € L* (G) la fonction 
h — T (h) f est une application continue de G dans L* (G). En effet, 
si p est continue sur G, alors œ est uniformément continue à gauche 
sur G, i.e. pour chaque & >> 0 il existe un voisinage ÜU de l’élément 
neutre e du groupe G tel que la relation | @ (g,;) — ® (£g,) | << € est 
satisfaite dès que g, € g.U ; si h E RU, alors on a également gh € 
€ gRU et donc | T (h) p (g) — T (ho) p (8) | = | p (gh) — p (ho) 
< e pour À E RU et tous les g € G. Alors || T (h) @ — T (ho) p | = 
= (Th) p— Th) p The — Th) p) = M(IT (ke — 
— Th) p |”) Le° pour h E hoU. Soit f E L* (G); puisque la famil- 
le C'(G) de toutes les fonctions continues sur G est partout dense 
dans ZL*(G), il existe une @€C (G) telle que || f — œ || << &/3. 
La représentation T étant unitaire, on a || T' (kh)f — T (h) @ || << 
< e/3 et || T (ko)f —T (ho) p [| < e/3 pour tous les k, h, EG. En 
utilisant la continuité de @ trouvons un voisinage Ü de l’élément 
e EG tel que pour k € RU on ait l’inégalité || T (À) ® — T (ho) p || < 
<Ee/3; alors 
IT CR) f — T (ho) f IS 
SIT @)f— TG) el + IT @) @ — T (ho) Il + 
+ IT (Ro) p — T(R)fN< E 

lorsque À E RU, ce qui démontre la continuité de la représenta- 
tion 7 

La représentation unitaire continue T que nous venons de cons- 
truire du groupe G dans l’espace L* (G) est appelée représentation 


régulière à droite du groupe G. D'une manière analogue, on définit la 
représentation régulière à gauche S du groupe G dans l’espace L*° (G) 


suivant la formule 
S (h) f (g) = f (R”'8). (2.3.4) 
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La représentation S est unitaire, ce qui découle de l’invariance à 
gauche de la moyenne M (f) sur un groupe compact G (voir 6) de I, 
2.1). 

I. Les représentations régulières à gauche et à droite de G sont 


unitairement équivalentes. 
Démonstration. A chaque fonction f € L°(G) faisons. 


correspondre la fonction 
f (8) = f (g”) (2.3.5) 


et soit W un opérateur sur L° (G) qui applique f sur f’ pour chaque. 
f E L° (G). Il est évident que l'opérateur W est linéaire et applique- 
L° (G) sur L* (G). En outre, pour toutes les fonctions f, f, € L* (G), 
nous avons en vertu de 7), I, 2.1 : 


(Wf, Wfh) = 0, fi) = M G (87) ñ (eg) = 
= M ( (8) fi (8) = GC, hi); 
donc W est unitaire. Enfin, pour chaque h € G et chaque f € L* (G): 
(WT (R)N) (8) = (T () f) (7) = f (7h) = 
= f(RTe)7) = (WP Re) = (S () Wf) (e): 


donc WT (h) = S (h) W pour chaque hk EG, i.e. W applique T 
sur S. 


2.4. Relations d’orthogonalité. Soit T une représentation unitaire- 
continue de dimension finie d’un groupe G dans un espace }, et soit 
Es - - + en une base orthonormée de }X ; l’unitarité de la représenta- 
tion 7 implique l’unitarité de la matrice t (g) de l'opérateur T (£g) 
relativement à la base e,, ..., e, pour chaque g € G (voir III, 2.8, 
chapitre [). La continuité de la représentation 7 entraîne la conti- 
nuité de tous les éléments matriciaux t;, (g) de la représentation T 
relativement à la base orthonormée e,, ..., e. 

Considérons l’ensemble des représentations unitaires continues. 
irréductibles de dimension finie T*, &« € À, du groupe G, deux à deux 
non équivalentes. L'ensemble des T°, &æ € À, est dit complet si 
chaque représentation continue irréductible de dimension finie du 
groupe G est équivalente à une des T*. Par la suite nous admettons que 
l'ensemble des T°, &« € À est complet. 

Soient tx (£g), j, k — 1, ..., nr«, les éléments matriciaux de 
la représentation T* dans une certaine base orthonormée de l’es- 
pace de la représentation 7°. Soit n, — dim 7° la dimension de la 


représentation 7°. 


THBORÈME 1. Soient T*, T* deux représentations unitaires irré- 
ductibles continues de dimension finie d'un groupe compact G; leurs: 
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éléments matriciaux vérifient les conditions 


O lorsque a’ == « ou lorsque a’ = a 
q 


Î 1% (g) LÉ (e) de = mais l'=£l ou j' Æ j; (2.4.1) 
G Lna, si œ' =, L'=I, j' = j. 
REMARQUE. Les relations (2.4.1) s'appellent relations d’ortho- 


gonalité d’un groupe compact. Ce sont les généralisations des rela- 
tions d'orthogonalité (1.4.1), (1.4.2) du chapitre II pour un groupe 
fini. 

La démonstration du théorème 1 reprend mot pour mot 
<elle du théorème 1, 1.4, chapitre II. 

Le théorème 1 signifie que les fonctions 


(8 =Vnati(g) (GEA,l,j=1,...,na) (2.4.2) 


forment un système orthonormé dans L* (G). 

Rappelons (voir A Kolmogorov etS. Fomine [1], 
G. Chilov [1]) qu’un système orthonormé {e,} dans un espace 
hilbertien Æ est dit complet si l’ensemble des combinaisons linéaires 
finies des vecteurs du système {e,} est dense dans H. 


THÉORÈME 2. Le système orthonormé {ex} est complet dans 
L* (G). 

Démonstration. Il suffit de vérifier que l’ensemble des 
combinaisons linéaires finies des éléments du système {15} est 
dense dans L° (G) relativement à la norme de ZL*(G). Démontrons 
que pour chaque fonction f € L* (G) et chaque € >> 0 il existe une 
combinaison linéaire finie D} yAta(g) d'éléments matriciaux des 


œ, j, 
représentations unitaires continues irréductibles du groupe G telle que 


Il  (g) — 2 VAS (8) IL: < 8. 
° Je 

La démonstration de cette dernière assertion sera faite en plusieurs 

étapes. 

a) Soit zx (£g) une fonction continue réelle sur G non identiquement 
nulle. Soit x (g"!) = y (g) *). Considérons une fonction Æ (g1, £2) — 
— % (g,4'). On voit que XÆ est une fonction continue symétrique 
sur GX GK (82 81) = X (g28s) =. X (gg) = % (g1e:") = 
— K (g,, 82). Soit l’équation intégrale 


p(&)—%x | K (g, 81) p (81) des (2.4.8) 
G 


*) Par exemple, si + (g) Æ 0 est une fonction continue non négative, alors 


la fonction % (g) = % (g) + % (g-!) vérifie toutes les conditions imposées à la 
fonction # (£g). 
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(cette équation est la généralisation de l’équation intégrale usuelle 
de Fredholm pour les fonctions sur un segment ; La théorie des équa- 
tions intégrales de la forme (2.4.3) est analogue à celle des équations 
intégrales sur un segment ; voir, par exemple, À. Kolmogorov 
et S. Fomine [1], chapitre IX). 

Puisque Æ est une fonction continue, alors pour chaque fonction 
€ L° (G) la fonction + (g) définie par l'égalité; 


Ÿ (g) = | K (g, 81) p (g1) dei 


G 


est une fonction continue sur le groupe G; on dit que la fonction 
Ÿ (g) est intégrablement représentable à l’aide du noyau X (g, g;). 
En particulier, chaque solution de l'équation (2.4.3) qui appartient 
à L® (G) est une fonction intégrablement représentable; par consé- 
quent, chaque solution œ de l’équation (2.4.3) est continue. Il découle 


de la continuité de X que l'intégrale ii |K (eg, &) dede, 


GxG 

est finie et l’on peut donc faire appel à la théorie de Hilbert-Schmidt 
des équations intégrales à noyau symétrique de carré intégrable. 
Rappelons qu’un nombre réel À s’appelle valeur propre, et une fonc- 
tion = O0 fonction propre correspondante de l’équation intégrale 
(2.4.3) si portés dans (2.4.3), ils en font une identité. D'après la 
théorie de Hilbert-Schmidt, chaque équation intégrale à noyau symé- 
trique de carré intégrable possède au moins une valeur propre À; 
soit M, le sous-espace de L* (G) constitué par la fonction 0 et toutes 
les fonctions propres de l'équation (2.4.3) qui correspondent à la 
valeur propre À; alors M, est un sous-espace de dimension finie 
formé de fonctions continues sur G. 


I. Le sous-espace M, est invariant relativement .aux translations 
à droite, i.e. @(g) E M), on a également ® (ggo) € M1. 
En effet, soit op (g) € M, i.e. 


pt) = à À Ke, 81) p (80) de = à | x (887) o (81) des. 


G 


Q 


alors 


P (££o) = À | X ((&£o) 81°) P (g1) dei = À | % (&Sog1") P (gi) de: ; 
G G 


posons k — g,g;", alors g, = hg, et, en vertu de l’invariance de la 
mesure dg,, nous avons 


P (880) =2 | x (8712) @ (hgo) dh, 
| ee 


i.e. p (880) € M3. 
i4— 0882 
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Puisque l’espace de dimension finie M, L* (G) est invariant 
relativement aux translations à droite sur G, alors une sous-repré- 
sentation de la représentation régulière à droite T, du groupe G 
est définie sur M;,. La représentation T7, du groupe G sur M, ainsi 
obtenue est continue, de dimension finie et unitaire, elle est donc la 


somme directe d’un nombre fini de représentations T2: sas Ti 
unitaires continues irréductibles du groupe G (voir IX, 2.9, chapi- 


tre 1); si Mf?, ..., M) sont les espaces de ces représentations 
irréductibles, alors 


Mi= MS +...+ M9. (2.4.4) 


IT. Chaque fonction de l'espace M d'une représentation irréduc- 
tible TE d'un groupe G est une combinaison linéaire des éléments 
matriciaux de cette représentation. 

Soit e, (£g), . .., e, (g) une base de l’espace M$; puisque M} 
C M), les fonctions e, (£g), . .., e, (g) sont continues. La représen- 


tation 7 est une sous-représentation de la représentation régu- 
lière à droite; par conséquent, T (go) f (g) = f (ggo) pour toutes 
les f € M. Soient Cij (£o) les éléments matriciaux de l'opérateur 
TS) (go) relativement à la base e, (g), ..., e, (g), alors 


1 (880) = Cu (Lo) €1 (8) + - - - + Cn1 (Lo) En (£); 


En (££o) — Cin (£o) er (8) +... + Can (Zo) En (g) 
pour tous les g, go € G. En substituant g = e, g, — h, nous obtenons 


€, (R) — ei (e) C1 Ch) + . . . + ex (e) cn (h), 

En (h) = à (e) Cin (h) M eestt en (e) Can (), 
i.e. chaque élément d’une base de M$), et par conséquent chaque 
élément de M est une combinaison linéaire des éléments matri- 
ciaux de la représentation unitaire continue irréductible T£*. 
Cette représentation 7 ®) étant équivalente à une des T*, la base 
e, (g),...., en (g) peut être choisie de manière à ce que les c; (g) 
coïncident avec les {%, (g) pour un certain & € À. 

D'où l’on tire, à l’aide de (2.4.4): 

IJI. Chaque fonction de l'espace M, est une combinaison linéaire 
finie des éléments matriciaux des représentations unitaires irréductibles 
d'un groupe G. 

Conformément à la théorie de Hilbert-Schmidt, toute fonction 
4 (g) intégrablement représentable (à l’aide d’un noyau continu Æ} 
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sur le groupe G se décompose en une série absolument et uniformé- 
ment convergente de fonctions propres de l'équation (2.4.3). D'où 
l’on tire: 


IV. Si est une fonction intégrablement représentable sur un groupe 
G, alors elle peut être uniformément approchée par des combinaisons linéai- 
res finies des éléments matriciaux des représentations unitaires continues 
irréductibles de dimension finie du groupe G. 


TH£OREME 3. Chaque fonction continue sur G peut être unifor- 
mément approchée par des fonctions intégrablement représentables. 

Démonstration. Soit f une fonction continue sur G. 
Puisque f est uniformément continue sur G, il existe un voisinage U 
de l’élément neutre e du groupe G tel que | f(g) — f(g)|<e 
pour tous les g, g’ € G pour lesquels on a g° € Ug; en remplaçant 
U par U fN\ Ur, nous pouvons supposer par la suite que U est symé- 
trique, i.e. U = U-1. Choisissons dans U un voisinage 
V de l’élément e tel que V & UÜU. Soit % une fonction continue non 
négative sur G telle que ÿ = 1 sur V et ÿ — 0 en dehors de U (l’exis- 
tence d’une telle fonction 1 découle du lemme de Urysohn; voir II, 
1.3). Posons y (8) = c (+ (g) + Ÿ (g”!)); alors x(g”) = x (g). Choisis- 
sons le nombre c de sorte que | x (g) dg = 1. Puisque U est symé- 


trique et ÿ (g) = 0 en dehors de Ü, on a # (g”!) = O0 en dehors de U 
et donc # (g) = 0 en dehors de U. Construisons une fonction inté- 
grablement représentable 


p (£) = | Î (g1) x (gg°) de. 


En posant k — g,g"! et en nous servant de l’invariance de la mesure, 
nous obtenons 


p(8)= À F(he) x (h°1) dh. 
PA [x Pre Î x @°1) dh—1, donc f(g) — Î f(e) X 
X X (h°!) dh et 
Le)—p 1] À 6e x ah — | 5 (he) x 79 an] = 
G G 


=] G@—1 Re» x adR|< | 176 — (he) 1 x (1) dh = 
G G 


=(1/@—f 9x GT), (2.4.5) 


U 


car X(k7!)=%x(h) =0 en dehors de U. Par construction du voisi- 
nage U, nous avons | f(g)—f(hg)|-<e pour tous les g€G, hEU. 
14* 
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de sorte que hgÇUg pour hkÇU; par conséquent | 1f(@— 
U 


— (Ag) | x (RT!) dh <e| X(hk°!) dh=e, et la relation (2.4.5) permet 


de conclure que LE —o()]<e pour tous les g€G, ce qui 
démontre le théorème 8. 


THÉOREME 4. Chaque fonction continue sur un groupe topologique 
compact G peut être uniformément approchée sur G par des combinaisons 
linéaires finies des éléments matriciaux des représentations unitaires 
continues irréductibles de dimension finie du groupe G. 

La démonstration s'obtient immédiatement du théorème 3 et de 
la proposition IV. 

b) Terminons maintenant la démonstration du théorème 2. S oi 
f E L*(G). Puisque l’ensemble des fonctions continues sur G estt 
partout dense dans L* (G), il existe pour tout e >> O une fonction 
continuef sur G telle que || f — f Luc) << 8/2. D'après le théorème 3, 
on peut trouver pour la fonction continue f une combinaison liné- 
aire finie @ d'éléments matriciaux des représentations unitaires con- 
tinues irréductibles, de dimension finie, du groupe G telle que 


IF (g) — p(g) 1 <e/2 pour tous les g € G; alors || — œ IlL26) — 
=({ | (eg) — p (e) (de)? <(e%/4) "©, d'où [| f — p Iliuo 
G 


If — fllze+Nf— p llze 8/2 + e/2 = &. Par conséquent, les 
combinaisons linéaires finies des fonctions du système {ef} sont 


denses dans L? (G), donc {ej} est un système orthonormé complet, et 
le théorème 2 est démontré. 


THÉORÈME 5. Toute fonction f € L* (G) peut être mise sous la 
forme 


Ta 


=> à ü Gepe= D À nie (246 


a€A I aEA !,J—=1 


cù la série converge dans L? (G); par ailleurs on a l'égalité 


la 


(f, f) = 2 à [G )P= D D Pal(f, t%)l2 (2.4.7) 


Al,J=i 


L’assertion du théorème 5 découle immédiatement du théorème 2 
et de la théorie générale des décompositions orthogonales dans un 
Li hilbertien (voir par exemple A. KolmogorovetsS. Fo- 

mine {1], $ 4, chapitre III). L'égalité (2.4.7) s'appelle formule 
de Plancherel. 
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2.5. Décompositions de représentations régulières. 
THÉORÊÈME. Soit T une représentation régulière à droite d’un 


groupe G dans l’espace hilbertien L° (G), et soit {T”, a € A} la famille 
de toutes les représentations unitaires irréductibles de dimension finie 
du groupe G, non équivalentes deux à deux. Désignons par ti, (j, k — 
—1,2,...,n:; ñr« — dim 7°) l’ensemble des éléments matriciaux 
de la représentation T° dans une base orthonormée {e;}, et par H° 
le sous-espace de l'espace L? (G) engendré par les fonctions F5, (g) 
Ü, k = 1,2, ..., nr). Alors l'espace hilbertien L?(G) se décompose 
en somme directe hilbertienne de sous-espaces H° de dimension 
finie sur tous les « € A; chaque espace H° est invariant relative- 


ment à la représentation régulière à droite T, et la restriction T® de la 
représentation T au sous-espace H° est multiple de la représentation 


T° avec multiplicité nr. 
Démonstration. La définition même d’une représenta- 
tion permet d'écrire 


Ta 


ti; (8£0) = e Li (8) th; (Go); (2.5.1) 


ce qu'on peut transcrire sous la forme 


IT (Go (51e) = À 6% (@) 5 (eo. (2.5.2) 


I1 découle de la relation (2.5.2) que les fonctions f, (g), qui forment 


(pour un «& donné) une base dans l’espace H°; sont envoyées par les 
opérateurs de la représentation régulière à droite 7 dans des com- 


binaisons linéaires des mêmes fonctions 1%, (g). Mais alors chaque 


élément de H*, étant une combinaison linéaire des fonctions Ë3, 
est à nouveau appliqué par les opérateurs de la représentation T 


dans un élément de H°, i.e. chaque sous-espace H° est invariant 
relativement aux opérateurs de la représentation régulière à droite. 
Désignons par T° la restriction de la représentation T au sous-espace 
H° ; alors la formule (2.5.2) peut s'écrire sous la forme 


[T® (80) 4651 (8) = À #85 (80) Eh (8). (2.5.3) 


Désignons par HŸ, i — 1, ..., n,, les sous-espaces engendrés 
par les fonctions de la forme ti; (g), j = 1, ..., dim T°, i étant 
fixé. Puisque le sous-espace H° est une somme orthogonale directe 
des sous-espaces HŸ , i — 1,..., n,. on déduit de la formule (2.5.3) 
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que le sous-espace HŸ est invariant relativement à tous les opérateurs 


de la représentation T®. Soit T° la restriction de la représentation di 
au sous-espace HŸ. La formule (2.5.3) nous montre que les éléments 


matriciaux de la représentation Te dans la base {1% (g), j = 1, 
..., Ra} Coïncident avec les éléments matriciaux de la représenta- 


tion T”dans la base {e;}. Ainsi, chacune des représentations T°: est 


équivalente à la représentation 7”, ce qui termine la démonstration 
du théorème. 


2.6. Caractères des représentations unitaires irréductibles de grou- 
pes compacts. Soit 7 une représentation continue de dimension finie 
d'un groupe compact G: soit e,, ..., e, (nr — dim T) une base de 
l’espace H de la représentation T. Désignons par f;; (g), i, j = 1,... 

.., A, les éléments matriciaux de la représentation T relativement 
à la base e,, ..., e,. La fonction 


% (8) = ta (8) +... + tan (8) (2.6.1) 


est un caractère de la représentation 7. [1 découle des propriétés 
générales des caractères des représentations de dimension finie (voir IV 
de 2.9, chapitre I) que la fonction %, continue sur le groupe G, ne 
dépend pas du choix de la base dans l’espace de la représentation T, 
ne change pas lorsqu'on passe de 7 à une représentation équivalente, 
est constante sur les classes d'éléments conjugués du groupe G, 
que la valeur de y dans l’élément neutre du groupe est égale à la 
dimension de la représentation, etc. 

On déduit des relations d'orthogonalité pour les éléments matri- 
ciaux (théorème 1 de 2.4) le 


THÉORÈME 1Â. Les caractères y%, y’ des représentations unitaires 
irréductibles T°, T®* d'un groupe compact G vérifient les relations 


(NET à O0 pour a Æa, 0 6.2 
E (8) x*° (@) e-| L'or ce =. (2.6.2) 
Démonstration. Nous avons 
la na’ 
j x (g) x )de= | D tue) >, ti (g) dg = 
G G i=1 j=1 
Na a’ 
=  [A@É(@az: (263 
i=1,j=1 G 


la valeur du deuxième membre de la formule (2.6.3) se détermine 
par les formules (2.4.1), ce qui donne immédiatement (2.6.2). 
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I. Soit S une représentation unitaire continue de dimension finie 
d'un groupe G; désignons par le caractère de la représentation S. Soit 


S=nT@...@œn,TP (2.6.4) 


la décomposition de la représentation S en une somme directe de repré- 
sentations, multiples des représentations unitaires irréductibles T°“, . .. 
..., T°P du groupe G. Soient 1, . .., %n les caractères des repré- 
ntations T*, ..., T°? respectivement. Alors 


X= Mat... + RhKpr (2.6.5) 
où les nombres n,, ..., nL se déterminent par la relation 
nn = (XX Lx), k =1,..., p. (2.6.6) 


Réciproquement, si l’on a l'égalité (2.6.5), alors la représentation S 
possède une décomposition donnée par la formule (2.6.4). 

Démonstration. Ilest évident que la relation (2.6.4) 
implique la relation (2.6.5). Si l’on a l'égalité (2.6.5), alors la rela- 
tion (2.6.2) implique 


Ce a) = nn (Un Ka) = Pr 


pour tous les # = 1, ..., p, ce qui démontre la formule (2.6.6). 
Supposons maintenant que l’on a la relation (2.6.5) et supposons que 
S=mTi@ .…. ® mT% (2.6.7) 


est la décomposition de la représentation $ en une somme directe 
de représentations multiples de certaines représentations irréducti- 


bles Ti, , T°*. Soit y le caractère de la représentation T'*(i — 
— 1, ..., k). La relation (2.6.7) implique l'égalité 


X= Make + Make (2.6.8) 


Alors les formules (2.6.5) et (2.6.8) donnent deux décompositions 
d’une même fonction relativement au système orthonormé formé 


des caractères du système complet {T*} de représentations unitaires 
continues de dimension finie du groupe G. Ces deux décompositions 
ne peuvent différer que par l'ordre des termes; ainsi, si l’on exclut 
de (2.6.5) et (2.6.8) les termes nuls, on a 4 = p, et à la numération 


de termes près, on a T° — re mi = n;, 1.e. l'égalité (2.6.4). 


II. Les caractères de deux représentations unitaires continues de 
dimension finie T!, T° d'un groupe G coïncident si et seulement si Les 
représentations T' et T* sont équivalentes. 

Démonstration. Soient x!, 4° les caractères des repré- 
sentations T!, T* respectivement. Si l’on a 4! — 4°, alors les décom- 
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positions de la forme (2.6.5) pour les caractères y! et 4° coïncident 
et donc, en vertu de Ï, les décompositions de la forme (2.6.4) pour 
les représentations T! et T° coïncident également, i.e. T! est équiva- 
lente à T°. Réciproquement, l’équivalence des représentations impli- 
que immédiatement l'égalité des caractères. 


III. Soit S une représentation unitaire continue de dimension 
finie d'un groupe G. La représentation S est irréductible si et seule- 


ment si | | Zs (8) |° de = 1. 


G 
Démonstration. Si la représentation $ est irréductible, 
alors Î! Xs (8) |* dg = 1 en vertu du théorème {. Réciproquement, 


supposons que | | 4s (g) * dg — 1 et admettons que la formule 


G 
(2.6.4) donne une décomposition de la représentation S en une 
somme directe de représentations, multiples de représentations 
irréductibles. Nous avons alors l'égalité (2.6.5), et donc les relations 
d’orthogonalité (2.6.2) impliquent 


| [xs (8) Pdg = (xs, %s) = ni (x, 41) +. + 
G 


+ n$ (Am Xp)=ni+...+n5, (2.6.9) 


où 7, ..., np SOnt des nombres naturels. Puisque le premier membre 
de la formule (2.6.9) est égal à 1 par hypothèse, on a n° +. 

.. + nr = 1, d'où p = 1 et n, = 1, ïi.e. S est équivalente à Ts 
et elle est donc irréductible. 

Soit T une représentation unitaire continue irréductible d’un 
groupe G, et x son caractère. La fonction (dim T)-! y est appelée 
caractère normalisé de: la représentation T. 


THÉORÊME 2. Soit 1 une fonction complexe continue sur un 
groupe G. Cette fonction est un caractère normalisé d'une certaine 
représentation unitaire irréductible continue du groupe G, si et seule- 
ment si ÿ 0 et 


À (eh 17) de = + (h) + (4) (2.6.10) 


G 


pour tous lesh, kEG. 

Démonstration. a) Supposons qu'il existe une repré- 
sentation unitaire irréductible T du groupe G telle que = (dim T)-'# 
où y est le caractère de la représentation 7. Soit À un opérateur 
linéaire dans l'espace H de la représentation T déterminé par la 


—1 
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formule 


A= | T (ghg”!) de. (2.6.11) 
G 


Puisque la représentation T est continue, l’intégrale (2.6.11) existe. 
Pour chaque # € G on a Ila relation 


TE) A=T( | T (ghg”') de— 


= | TUT(ehg")de= | T(kghg”!) de. (2.612 


En posant g, — kg, nous pouvons transcrire le dernier membre de 
l'égalité (2.6.12) sous la forme 


| T@her'h) des = | T (eg) T des = 
=(( T (g1hg:') des) T (= AT ().  (2.6.13) 
En réunissant (2.6.12) et (2.6.13), on obtient 
T (k) À = AT (k) (2.6.14} 


pour tous les À € G. Par hypothèse, la représentation T est irréduc- 
tible. On tire donc de (2.6.14) et du lemme de Schur que l’opérateur À 
est multiple de l’opérateur unité: 


A = dy, (2.6.15} 


où À est un certain nombre, 1}; l'opérateur unité dans l’espace À. 
Alors 
tr À = À-dim H = À-dimT7. (2.6.16} 


D'autre part, en calculant la trace des deux membres de l'égalité 
(2.6.11), on obtient 


tr A=tr | T (ghg!) dg= | tr T'(ghe”!) dg — 
= | L(ghg”*) de — | x(h)dg—x(h). (2.6.17) 
On déduit de (2.6.11), (2.6.15) et (2.6.17) que 
| | T (ghg”!) de = (dim T)"1 y (h) Au, (2.6.18) 
tandis que de (2.6.18) on tire 


[The dg= (| T(ehg"t) de) T ) = (im TX 0) T 
(2.6.19) 
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En calculant la trace des deux membres de l'égalité (2.6.19), 
on obtient 


À x (8hg 4) de = (dim T)°! x (x) x (A) (2.6.20) 


pour tous les k, À € G. En divisant les deux membres de l'égalité 
{2.6.20) par dim 7 et en remplaçant (dim T})-! y par la fonction #, 
on obtient la relation (2.6.10). 

b) Supposons maintenant que # est une fonction continue non 
nulle sur le groupe G qui satisfait à la relation (2.6.10). Puisque les 
éléments matriciaux des représentations unitaires irréductibles du 
groupe G forment dans L* (G) un système orthogonal complet, il 
‘existe une représentation unitaire irréductible T du groupe G dans 
l’espace hilbertien de dimension finie H telle que pour chaque élé- 
ment matriciel t;; (g) de la représentation T on a 


Gin D= | ti5(6) 4 (8) de 0. (2.6.21) 


Il découle de la relation (2.6.21) que l'opérateur T (+), défini par 
l'égalité 


T (= | (e) T (@ de, (2.6.22) 


possède un élément matriciel non nul; il est donc non nul ; en multi- 
pliant (2.6.22) par #(h), hk EG, on obtient l'égalité 


be) T Gb) = À (R) à (ET (9 dk. (2.6.23) 
G 


En vertu de la relation (2.6.10) la formule (2.6.23) peut s’écrire 
sous la forme 


+ (2) T (b) = | | p(ghg" 1) T (k) de dk. (2.6.24) 


En effectuant le changement de variables k, — ghg”! k dans (2.6.24) 
‘et en inversant ensuite l’ordre d'intégration, on obtient 


va) Te | TG) T (eh te 4) de dk, = 


=] ÿ (1) (| T(gh°tg"t)dg) T (ki) ds.  (2.6.25) 


Soit 7 le caractère de la représentation T. Portant la relation (2.6.18) 
dans (2.6.25), on obtient 


pi) T@) = [o Gi) Qim 7) x (7) T (k) du = 
= (dim T)-ty(hk71) T (W). (2.6.26) 
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Puisque T (b) = O par construction de 7, la relation (2.6.26) et Ia 
propriété a) de IV, 2.9, chapitre I, impliquent la relation 


p (k) = (dim T7) y(h-1) = (dim T7)! y(h)  (2.6.27) 


pour tous les h € G. Soit T une représentation du groupe G (dans 
le même espace hilbertien A) telle que, pour une certaine base 
orthonormée, les éléments de la matrice de l'opérateur T (g), pour 
chaque g EG, sont des conjugués complexes des éléments cor- 
respondants de l'opérateur T (g). Le lecteur vérifiera aisément 
que T7 est une représentation unitaire continue irréductible du 
groupe G dans À dont le caractère se détermine par la formule 


kr (8) = x (8) (2.6.28) 


pour tous les g € G. La représentation T est définie à l’équivalence 
près, on l’appelle représentation adjointe de T. En comparant (2.6.27) 
et (2.6.28), on obtient 


(8) = (dim 7)! x7 (e)= (dim 7) 4x (e) (2.6.29) 
pour tous les g € G, ce qui termine la démonstration du théorème 2. 


2.7. Décomposition d’une représentation unitaire continue quel- 
conque d’un groupe G en représentations irréductibles. Soient S 
une représentation unitaire continue d’un groupe G dans un espace 
hilbertien H, T une représentation unitaire continue irréductible 
de dimension finie du groupe G, et xr le caractère de la représenta- 


tion 7; soient e,, ..., e, (7 — dim 7) une base de l’espace de la 
représentation T7, et ti; (g), i, J] = 1, ...,n, les éléments matri- 
ciaux de la représentation T dans la base e,, ..., e,. Posons 
Eï= (dim T) | #5(e) S (de: 
G 


: (2.7.1) 
E =(dimT) | Xr (g) S (g) de. 
G 
D'après (2.6.28), la deuxième des formules (2.7.1) peut également 
s'écrire sous la forme 


ET= (dim T) | x (8) 8 (8) de, (2.7.2) 
G 


où Y; est le caractère de la représentation T adjointe de la représen- 


tation T. Les t}; (g) S (g) et xr (g) S (g) étant des fonctions dont 
les valeurs sont des opérateurs continus sur G, les intégrales des 


formules (2.7.1) et (2.7.2) existent, de plus E;; et E” sont des opé- 
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rateurs linéaires continus dans FH. Signalons les principales propriétés 
des opérateurs Eï;, ET. 


I. Les opérateurs Eï, ET vérifient les relations suivantes: 
= 9 E;, (2.7.3) 
i=1 
S (8) Eï = D th(g) En pour tous les g€G:; (2.7.3b) 
i—1 


EX S (g)= D th (g)E% pour tous les gEG; (2.7.3c) 
{= 1 
E;, E% = 0 (2.7.3d) 


si T° est une représentation unitaire irréductible du groupe G, non 
équivalente à T'; 


0, si j#l, 
ET EZ, ={ 2.7.3 
DU VE, si j=l: 
0 si iZÆ), 
E! F5 = 2.7.3 
Es EX si i—j; ù 
(EF) = Ej (2.7.3g) 
ETET =0 (2.7.3h) 


si T' est une représentation unitaire irréductible du groupe G, non 
équivalente à T ; 


ET =E"=ET"; (2.7.3i) 

ETS (g)=S(g) ET pour tous les g€G. (2.7.3;j) 

Démonstration. La relation (2.7.3a) découle immédiate- 

ment des formules (2.7.1) et (2.6.1). Démontrons la formule (2.7.3b). 

On déduit des relations d’orthugonalité, de l’invariance de l’inté- 

grale et des propriétés de l'intégrale des fonctions à valeurs dans 

un ensemble d'opérateurs, que 
S (8) Eh = 5 (8) (dim T) | H1() S (h) dh = 
— (dimT) | LR) S (gh) dh = 


= (dim T) | #4 (eh) S (h)dh = 
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Li me nes 
= (dim 7) | D HG À M) (Hd = 
i=1 


n n 
=D (et) (imT) |) S(H)dh= D ')ER, (2.7.4) 
ii i=1 

tandis que (2.7.4) et la relation 1% (g-!) = ti; (g) impliquent la for- 
mule (2.7.3b). On démontre d’une manière analogue l'égalité (2.7.3c). 


Démontrons les relations (2.7.3d) et (2.7.3e). En se servant de la 
relation (2.7.3b) on obtient: 


EF Eh = ((dim T) | #5(8) S (8) de) Eh — 


= (dim 7) | #5 (8) (S (8) Eh) de = 
dim T’ 
= (dim 7) (5e) ( D (9) En) de= 
p=i 
dim T7’ 
=(imr) X ([%(@ Hd) En. (27.5) 
p=1 
Les relations d'orthogonalité (2.4.1) impliquent immédiatement 
que la dernière intégrale de (2.7.5) est nulle lorsque 7 et T’ ne sont 
pas équivalentes; si par contre T7” — T, d’après (2.4.1) tous les 


termes du dernier membre de (2.7.5) sont nuls pour !  j, tandis 
que pour ! — j le seul terme non nul du dernier membre de (2.7.5) 


correspond à p = i, et ce terme est égal à (dim 7) (dim T)-! En = 
— El. Ainsi 


EE} —E}, (2.7.6) 


ce qui termine la démonstration des relations (2.7.3d) et (2.7.3e). 
La relation (2.7.3f) est un cas particulier de l'égalité (2.7.3e). En 
outre, en vertu de l’unitarité des opérateurs S (g), nous avons 


(EF)° = ((dim T) | #5(e)S (8) &) = 
= (dim 7) | 4 (8) 5° (8) de = (dim 7) | #5 (8) S (8 * de 
= (dim 7) À #5 (5 (8-1) de = (im 7) | 45 (e-1) 8 (@) de = 


— (dim 7) | (eo S(gde=Er, (2.7.7) 
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car la continuité du passage d’un opérateur à l'opérateur adjoint 
permet de passer dans la relation (2.7.7) aux opérateurs adjoints 
sous le signe de l'intégrale. La relation (2.7.7) démontre l'égalité 
(2.7.3g). D'où l’on obtient 


Œ=(ZEi) = DE = DZ Eù=E", (278) 


ce qui démontre la première relation (2.7.3h). On démontre de même 
la deuxième relation (2.7.3h) et l'égalité (2.7.3f). Enfin on déduit 
de (2.7.3a), (2.7.3b) que 


S(eE"= u. H5()Eï, ES(@= 2, t(g) Eñ, (2.7.9) 
d’où l’on tire immédiatement l'égalité (2.7.3j). 

Notons quelques corollaires de la proposition I. 

Soit M} l'ensemble de tous les vecteurs x € H qui vérifient la 
relation Eïxz—zx:; soit MT l'ensemble de tous les vecteurs x € H 
qui vérifient la relation E7x = x. 


II. Les ensembles M} et M” sont des sous-espaces linéaires fermés 
de l’espace hilbertien H. Si T' et T sont non équivalentes, alors M et 
MT sont orthogonaux et MT et M” sont orthogonaux. . Pour ik, M :. 
est orthogonal à MX. 

Démonstration. D'après I, les opérateurs EX et E' 
sont des opérateurs de projection orthogonale dans l’espace hilber- 
tien H. Les ensembles M7 et M” sont par difinition les sous-espaces 
sur lesquels projettent respectivement E7, et ET. On en déduit en 
particulier que M} et M” sont des sous-espaces linéaires fermés 
de H. Supposons ensuite que x € Mi et yE Mi, T n'étant pas 
équivalente à T’ ou bien T = T’', mais ki; alors les relations 
(2.7.3d) et (2.7.3e) impliquent 

(x, y) GE (Eï T; Eir y) (Eik E}; T; y) = (O, y) = 0, 
ce qui démontre l’orthogonalité de M? et M}. On démontre de 
même que M? est orthogonal à MT lorsque 7 est non équivalente à 7”. 

III. L'espace MT est la somme directe orthogonale des espaces 

MT (i=1,...,dimrT). 


Démonstration. Si le vecteur x; appartient à Mj, alors 
les relations (2.7.3) impliquent l'égalité 


Er ET Er; (D En)E= D (ER Ei)z,= Eñz;= tp 
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ie. Z; CM”; par conséquent Af” contient toutes les sommes de la 
forme zi+...<+zh, x; EM;. Réciproquement, si zEMT, en posant 
z=Ex, nous voyons que 2—E"r—(D Eñ)r= Ÿz;, où l'on a 
El r=(E;)r=Ehz—x, ie. 2€ MT. Enfin, les M} sont ortho- 
gonaux deux à deux d’après IT, ce qui démontre la proposition III. 


IV. L'espace hilbertien H est la somme directe orthogonale des 
sous-espaces M7, où T parcourt la famille complète de représentations 
irréductibles *) d'un groupe G deux à deux non équivalentes. 

Démonstration. On sait que les espaces M? sont ortho- 
gonaux deux à deux. Supposons que 77, est l’adhérence du sous- 
espace linéaire de H formé des sommes finies d'éléments des sous- 
espaces MT. Montrons que À, — H, ce qui démontrera la propo- 
sition IV. 

Soit AH, = H. Il existe alors un vecteur non nul zx € H orthogonal 
au sous-espace À,. En particulier, le vecteur x est orthogonal à tous 
les sous-espaces M7. Remarquons maintenant que (2.7.3e) implique 
l'égalité | 

Eh Erz=Exx (2.7.10) 
pour tous les T et tous les i, À — 1, ..., dim T7. I] découle de la 


relation (2.7.10) que Ex € M}. Par conséquent pour tous les T 
et tous les i, À, nous avons 


(x, Eh x) =0 (2.7.11) 


par construction de zx. La relation (2.7.11) peut alors s’écrire sous 
forme de l'égalité 


(dim 7) | tir (g) (x, S (ge) x) dg = 0, (2.7.12} 


vérifiée pour tous les 7 et tous les i, k = 1, ..., dim 7. Mais 


en vertu du théorème 2, 2.4, les fonctions t# (g) forment un système 
complet dans L* (G); par conséquent, on peut tirer de (2.7.10) que 
la fonction continue (x, S (g) x) de la variable g € G définit l’élé- 
ment nul de l’espace L° (G). Donc (x, S (g) x) = 0 pour les g€G. 
En particulier pour g = e nous obtenons (x, x) = 0, ce qui est 
contraire à la construction de x. Par conséquent 4, = H et la pro- 
position IV est démontrée. 

Une représentation S d’un groupe G dans un espace hilbertien H 
est dite multiple d'une représentation irréductible T, si l’espace H 
est la somme orthogonale directe de sous-espaces linéaires fermés H', 


: *) Bien entendu, on peut ici ne pas tenir compte des 7 pour lesquelles 
M' = (0). 
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i = 1,..., dim 7, qui possèdent la propriété suivante: pour 
ue Hi'et chaque z E Hi il existe des vecteurs x; € H°, j — 
— 1, ..., dim 7, tels que x; = x et 
dimT n 
S (g)z; = à th; (&) Th (2.7.13) 
pour tous les g € G. 
V. Soit z,, ... zaimr une famille de vecteurs de l’espace H. 
La relation (©. 7. 13) est vérifiée si et seulement si 
Ej; x z;=zx, pour tous les j,k—1,..., dim 7. (2.7.14) 


En particulier, si S est multiple de T, on a Hi = Mi. 
Démonstration. Si la relation (2.7.13) est satisfaite, 
alors, en appliquant (2.4.1), on obtient 


Ekszy= (dim T) | #4; (e) S (8) x; de = 
dimT 
= (dim 7) [45 (@) D @z,de- 
=1{ 
re 
=(dimT) » (| tps (8) ts (8) de) &9 = zr 
p=1 


ie. on a l'égalité (2.7.14). Réciproquement, si la relation (2.7.14) 
est vérifiée, alors, en appliquant (2.7.3b), on obtient 


T De T T DU T 
S'(g)z;=S (g) Ei;xz; = 2 ta; (8) Enjz; = 2 th; (8) Th 


ce qui démontre la proposition V. 


VI. Si une représentation S d'un groupe G dans un espace hilbertien 
H est multiple d'une représentation irréductible T, alors l’espace H 
est la somme orthogonale directe d'une certaine famille de ses sous- 
espaces M, tels que: 1) chaque M, est invariant relativement à la 
représentation S et, 2) la restriction de la représentation S à chacun 
des sous-espaces M, est équivalente à la représentation T. 

Démonstration. Soit (ei, À € A} une base orthonormée 
de l'espace >: . est évident que e = ETek pour tous les À € A. 


Posons ei — E1e) pour tous les i = 2, , dim 7. Comme nous 
l'avons déjà établi en démontrant la ropositiou IV, les vecteurs e; 
appartiennent aux sous-espaces M} = Hi. Le lecteur vérifiera sans 
difficulté que les vecteurs ej pour un à donné forment une base 
orthonormée de l’espace M}. Mais puisque AH est la somme.directe 
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des H', la famille de vecteurs {e, i — 1, ..., dim 7, À € A} forme 
une base orthonormée de H. Soit M1, À € A, le sous-espace de l'espace 


H engendré par les vecteurs e, i = 1, ..., dim 7. D'après la 
construction des vecteurs e1 et en vertu de la relation (2.7.3) on a 
Eï; à = Eï; Ej ei = En ei = ex, (2.7.15) 


i.e. les vecteurs ex vérifient les relations (2.7.14). On en tire à l’aide 
de V que 
dimT 


S (eg) = à tr; (8) ex. (2.7.16) 


L'égalité (2.7.16) signifie que W, est invariant relativement à S (£g), 
et la restriction de la représentation S à M; est équivalente à la 
représentation T. Puisque la famille {ei, i = 1, ..., dimT, AE A} 
forme une base orthonormée de Æ, la somme orthogonale directe 


des sous-espaces M;, À € À, est l’espace H tout entier. Ainsi VI 
est démontré. 


La proposition VI nous montre que la définition que nous venons 
de donner d’une représentation multiple d'une représentation irré- 
ductible est équivalente à celle que nous avons formulée au cha- 
pitre I, 2.4. 

VII. Soit S une représentation unitaire continue d'un groupe G 
dans un espace hilbertien H. Chacun des sous-espaces MT est invariant 
relativement à tous les opérateurs S (g), et si M° (0) la restriction 
de la représentation S à chaque sous-espace M est une représentation 
unitaire du groupe G dans M”, multiple d'une représentation irré- 
ductible T. Ainsi, chaque représentation unitaire continue d'un groupe 
compact G dans un espace hilbertien est la somme orthogonale directe 
de représentations unitaires de ce groupe, multiples de représentations 
unitaires irréductibles de dimension finie de ce groupe. 

Démonstration. Vu la proposition IV, il nous reste 
à démontrer que chacun des sous-espaces MT est invariant relative- 
ment à tous les opérateurs $ (£g) et que la restriction de la représen- 
tation S à chaque sous-espace M est multiple d'une représentation 
irréductible T. Soit x € M; alors x — E”x, et en vertu de (2.7.3j) 
on à 

S(g)z=S(g)E"x=ETS(g)x (2.7.7) 


pour tous les g€ G, i.e. S(g)xzE€ M” pour x € M7. Ainsi MT est 
invariant relativement à S (g), g € G. En outre, M” est la somme 
orthogonale directe des sous-espaces H° — M}, i = 1, ..., dim 7. 
Soit zE M}. Posons z;= Ex pour tous les j = 1, ..., dim T'; alors 
15-0583 
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z, € Mi pour tous les j et x; = x, donc x, — Ej;x; pour tous les 
j, k—=1,..., dim 7. En vertu de la proposition V, ceci signifie 
que la restriction de la représentation S à M” est multiple de la repré- 
sentation irréductible 7. La proposition VII est démontrée. 

Prises ensemble, les propositions Ï à VIT affirment non seule- 
ment l'existence d’une décomposition de la représentation donnée 
en représentations irréductibles, mais indiquent aussi une méthode 
de décomposition. En particulier, d’après la proposition VII, le 
projecteur E” projette tout l’espace H sur un sous-espace M7 où 
agit une sous-représentation de la représentation S, multiple de la 
représentation irréductible ZT. La proposition VI donne une méthode 
de décomposition de ces représentations, multiples d’irréductibles, 
en représentations irréductibles. Notons que, quoiqu’en général, la 
décomposition des représentations multiples d’irréductibles en somme 
directe de représentations irréductibles n'est pas unique, l’unicité 
de l'opérateur Æ” fait que la décomposition d’une représentation 
unitaire donnée S$S en somme directe de représentations, multiples 
de représentations irréductibles deux à deux non équivalentes, est 
unique. 


2.8. Conditions suffisantes pour qu’une famille de représenta- 
tions unitaires irréductibles d’un groupe G soit complète. Montrons 
que l’on a un théorème qui est, dans une certaine mesure, la récipro- 
que des théorèmes 2 et 4 de 2.4. 


THÉOREME. Soit {T*, « € A} une famille de représentations 
unitaires irréductibles d'un groupe compact G. Soit {1% (g), i, j — 
— 1,...,dim 7°} l'ensemble des éléments matriciaux de la repré- 
sentation T” dans une base orthonormée. Si les combinaisons linéaires 
finies de la famille de fonctions {tÿ; (g), &« € À, i, j = 1, ..., dim 7°) 
forment un ensemble dense dans l’espace L* (G) ou dans l’espace C (G), 
alors chaque représentation unitaire irréductible du groupe G est unitaire- 


ment équivalente à une des représentations du système {T°}. 
Démonstration. Si l’ensemble des combinaisons linéaires 
de fonctions de la famille {t;} est dense dans C (G), alors il l’est 
à plus forte raison dans L* (G). Ce qui nous permet de supposer par 
la suite que les combinaisons linéaires des fonctions {{*;} sont denses 
dans L* (G). Soit S une représentation unitaire irréductible (de dimen- 
sion finie) du groupe G dans un espace hilbertien À ; soit y le caractère 
de la représentation S. Par hypothèse, le système orthogonal {f;} 
est dense dans l’espace hilbertien L* (G) et il existe donc une fonction 


t7; (g) pour laquelle 
(x 15) Æ 0. (2.8.1) 
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Construisons pour la représentation S l'opérateur Eï : nous 
avons 
ET; =(dim T°) | 4%, (g) S(g)d 2.8.2 
i —(dim T ) 5 (8) 9 (g) dg. (2.8.2) 
G 
En vertu de la continuité du passage d'un opérateur à sa trace, 
on peut calculer la trace du deuxième membre de l’égalité (2.8.2) 
en passant à la trace sous le signe de l'intégrale. Par conséquent 
tr (EF) = (dim 7°) | # (g)trS (@ de = 
G 
= (dim 7°) | #5 (@x(e)de= (xt) (dim). (2.8.3) 
G 
En vertu de (2.8.1), le deuxième membre de (2.8.3) n’est pas nul. 
Donc ET =£ 0. En attirant (2.7.3e), on obtient 


EY Æ0, (2.8.4) 
TE RTE IX ss 
puisque Æi;i Eij —E;; #0. Mais alors a fortiori 
ET"#0, donc M" (0). (2.8.5) 


La relation (2.8.5) et la proposition VII de 2.7 laissent entendre 
que la représentation S contient une sous-représentation non nulle 
équivalente à 7”. Mais la représentation S est irréductible, donc S 
est équivalente à T°. 


2.9. Exemples. 1. Soit G le groupe des rotations du cercle 
(G = Tl; voir l’exemple 1, 1.7, chapitre I). Toute fonction f sur 
le groupe G peut être envisagée comme une fonction sur la droite 
réelle R si l’on suppose qu'elle satisfait à la condition 


f (og + 2x) = f (y) (2.9.1) 


pour tous les @ € KR. Les représentations unidimensionnelles du 
groupe G peuvent être identifiées aux fonctions numériques sur G 
(2.1, chapitre [). Considérons la famille y,, r — 0, +1, +2, ... 
des représentations unidimensionnelles du groupe G définies par les 
formules 


{n(q)=e"?, pER, nez. (2.9.2) 


Les fonctions %, (@) vérifient les relations (2.9.1) et donc il 
est légitime de définir x, comme fonctions sur le groupe G. Les fonc- 
tions YA (p) sont les éléments matriciaux des représentations irréduc- 
tibles correspondantes. Dans l'exemple d) de 3.3, chapitre III, 
nous avons démontré que les fonctions #%, (œ) forment un système 
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complet de représentations irréductibles du groupe G. Donnons une 
autre démonstration de ce fait. Considérons l’ensemble À des com- 
binaisons linéaires finies des fonctions %, (®) sur le groupe G. La 
famille À forme une algèbre de fonctions sur le groupe G, puisque 
le produit des fonctions #h et %m €St ntm. L'algèbre À sépare les 
points de G, ce que fait déjà la fonction #%, (@) = ei? en définissant 
une représentation exacte du groupe G. En outre, l’algèbre À con- 
tient toutes les fonctions constantes (puisque #0 (g) = 1). Enfin, 
Xn —= L-n, Ce qui veut dire que l’algèbre À contient la conjuguée 
complexe de chacune des ses fonctions. En vertu du théorème de 
Stone-Weierstrass, l’algèbre À est dense dans C (G). Alors on tire 
du théorème 2.8 que la famille x,, n € Z définit un système com- 
plet de représentations unitaires irréductibles du groupe G. 
Appliquons le théorème 5 de 2.4 au cas considéré. On vérifie 
facilement que la mesure d/2x est une mesure invariante sur G telle 
que la mesure du groupe G tout entier est égale à 1. Par conséquent, 
on peut identifier l’espace L* (G) à l’ensemble de toutes les fonctions 
mesurables f 2x-périodiques sur la droite numérique telles que 
s) 


ei 
| 1/(@) Fdp<+o. En vertu du théorème 5 de 2.4, le 


0 
famille des fonctions #,, r € Z forme une base orthonormée de L* (G) 
et la formule (2.4.7) se met sous la forme 


an +00 

4 9 à 

5 | |  (@) |? dp = > [ch pour toutes les fEL?(G), (2.9.3) 
0 


n-= —®œ 


* 


ou 
ne (to) do= | f(pe-vdp. (2.9.4) 
0 0 


La formule (2.9.3) est l'égalité de Parceval connue de la théorie des 
séries trigonométriques de Fourier. 

On peut en particulier en déduire que le système trigonométrique 
est complet dans L®{[—n, x]. 

2. Soit G le groupe des matrices unitaires d’ordre deux à détermi- 
nant Â,i.e. G — SU (2). Construisons une famille complète de repré- 
sentations unitaires irréductibles du groupe G. 

Soient m un nombre entier non négatif, et H,, l'espace linéaire 
des polynômes homogènes de degré m en deux variables z, et 2:, 
muni du produit scalaire 


(P (Z15 22);Q (21, 22)) = [ P (Zi, Ze) Q (Zi, 22) d2: de, (2.9.5) 


lzl+1z, 1<1 
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où dz, = dx, dy,, dz, = dr, dy, pour z = x, + iy,, 2e = Za + iÿo. 
Le lecteur vérifiera facilement que l’espace linéaire F#,,, muni 
du produit scalaire (2.9.5), est un espace hilbertien de dimension 
finie, et la formule 


(Tim (8) P) (z1 22) = P (Barr + Bartes Bie21 F Lose),  (2-9.6) 


__[|£11 Be 
Bas B22 
définit une représentation unitaire continue du groupe G dans l’espace 
H,,. En particulier, les opérateurs T,, (g) définis par la formule (2.9.6) 


appliquent les polynômes homogènes de degré m dans des polynômes 
homogènes de degré m. 


ESU (2), 


I. Les représentations T, sont irréductibles. 
Démonstration. Soit F le sous-groupe du groupe G 
formé des matrices diagonales, i.e. 
ei 0 
La restriction de la représentation 7”, à T' est décomposable en 
somme directe de représentations unidimensionnelles deux à deux 
non équivalentes. En effet, si px (21, 22) = 2*2-* (k = 0, 1, ..., m), 


on a 
[Tm (Ve) Pa] (21, 22) = (1921) (e-i0z.)R = ei(2k-m op, (z,, 22). (2.9.8) 


Ainsi, chaque sous-espace L (de l’espace H,,), invariant relative- 
ment à la représentation 7’, doit être la somme directe de sous-espaces 
invariants relativement à la restriction de la représentation 7 
au groupe |, i.e. si L = (0), alors L est l’enveloppe linéaire de 
certains polynômes Ph k=0,..., m. 

Considérons maintenant le sous-groupe À du groupe G déterminé 
par la formule 


mie. 


I] est évident que 


(Tm (09) Px) (Z13 22) = 
= (2, cos 0 + z, sin 6)" (—z, sin 8 + z, cos 6)" #. (2.9.10) 


Supposons que la formule 


cos0 —sin6 


OCR L (2.9.9) 


sin 0 cos 0 || 


T m (Ô6) Pr a tr; (0) P; (2.9.11) 
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donne la décomposition du deuxième membre de la relation (2.9.10) 
relativement à la base (p:). Il est évident que les f,; (8) sont des 
polynômes en cos 8 et sin 6, et en particulier les fonctions #;,; (0) 
sont continüment différentiables. Montrons que {4 »+1 (8)et fx. »_1 (0) 
ne sont pas identiquement nulles, lorsque À + 1 < m ou À — 1 > 

respectivement. Î1 suffit de montrer que les dérivées de ces fonctions 
relativement à 6 pour 6 = 0 ne sont pas nulles. En calculant la 
dérivée de la relation (2.9.10) relativement à 6 pour 8 = 0, on trouve 


_. (Tm (8e) Pr) (Z1+ 22) lo- 0 = kzË = 2m -RHI — (m—k) zh+izmR+I = 
= kpy-1 (21, Ze) —(Mm— À) pr+1 (21, 22).  (2.9.12) 
En confrontant (2.9.12) avec (2.9.11), on obtient 


23 (&/d8) (tn5(8)) la=o-p3= Épa-s—(m — 4) pass, (2.9.13) 


i.e. dx, +1 (0) Æ O pour km; ty, r-1 (0) Æ O0 pour 4 > 0. D'où 
l’on tire que si ZL est non nul, i.e. contient un certain polynôme p4,, 
alors Z contient tous les polynômes p, de numéros k<m,k>k, 
et kZ>0,k< k,, i.e. L = H,. Par conséquent, la représentation 
T, est irréductible. 

Par la suite nous aurons à nous servir de la proposition auxiliaire 
suivante. 


IT. Pour chaque élément g € G, on peut trouver des éléments v € G: 
et VE T tels que g = vyv”!. 

Démonstration. On sait du cours d’algèbre linéaire 
que chaque matrice unitaire g peut être amenée par une transfor- 
mation unitaire w à la forme diagonale y: 


g = uwyw. 
Lorsque g € SU (2), i.e. det u = 1, on a également det y = 1 et 
donc y € l. Lorsque det w = 1, alors en remplaçant la matrice w 
(det w)-1 0 
0 11 ” 
det v — 1. Par conséquent v € SU (2), tandis que la matrice + est 


permutable à chaque matrice y € F, car + et y sont simultanément 
diagonales. Par conséquent, tyt-! = y et 


vyu = wty (wt)7 = wywi = g. 


III. Le caractère y, d'une représentation unitaire irréductible T,, 
se détermine par la formule 


par la matrice v = wt, où Tt — on obtient 


eitm+1)39 _,-itm+1}p 


Lo = — 5 — 5 — (2.9.14) 
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pour 
eP 0 
0 e7® 


g=vy® !, LVESU (2), Yr— (2.9.15) 


Démonstration. Supposons que la relation (2.9.15) est 
vérifiée. Puisque le caractère d’une représentation de dimension 
finie est une fonction constante sur les classes d'éléments conjugués 
du groupe G, on à Ym (8) = YXm (V7 80) = YXm (Yo). Par conséquent, 
pour démontrer la relation (2.9.14) il suffit de calculer x} (Yx). 
La relation (2.9.8) nous donne 


Xm (Vo) = à eit2r-me, (2.9.16) 
k—0 


En calculant la somme dans la formule (2.9.16), on obtient 
l'égalité (2.9.14). 


IV. Les caractères 4 des représentations T,, vérifient la relation 
4m (g) {n (8) — Xmtn (g) + Xmtn-2 (g) ARS UE Xim-n] (g) (2.9.17) 


pour tous les g € G et tous les nombres m et n non négatifs. 
Démonstration. Il suffit de vérifier la formule (2.9.17) 
pour g = Y,- On obtient à partir des relations (2.9.14) et (2.9.16) 


Xm (Vo) Xn (Ye) = 
eitm+ ip ,-itm+1}p 


= — (ein9 + ein 20 +, Le-ino). (2.9.18) 
EE 


La substitution de la relation (2.9.14) dans le deuxième membre de 
(2.9.17) donne l'expression du deuxième membre de (2.9.18). 


V. Le produit tensoriel de representations T,, et T, se décompose 
en une somme orthogonale directe des représentations T pin, Tm+n-2» -- 
taie Limit 

Cette assertion est une conséquence immédiate de IV, 2.9, cha- 
pitre I, et de I, 2.6. 


VI. Les combinaisons linéaires finies des éléments matriciaux 
ti; (8), m>O, i, j = 1, ..., dim T, des représentations unitaires 
irréductibles T,, sont denses dans C (G). 

Démonstration. On déduit de la proposition V que les 
combinaisons linéaires finies des éléments matriciaux des repré- 
sentations 7, forment une algèbre À de fonctions continues sur G. 
Puisque l’élément matriciel de la représentation unité 7, du groupe G 
appartient à À, elle contient les constantes. En outre, l'algèbre À 
sépare les points de G puisque la représentation T7, possède, pour 
la base p, = z,, p: — 2°, les éléments matriciaux g,,, à, j = 1, 2 
(i.e. T, est équivalente à la représentation identique). Enfin, si 74 
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est la représentation adjointe de 7}, alors %- = y}, et la formule 
p XT, pd 


(2.9.14) implique x, = %1. Par conséquent, 7, est équivalente à T;. 
L’algèbre À contient donc, avec chaque fonction, la fonction adjointe. 
En vertu du théorème de Stone-Weierstrass, l'algèbre À est dense 
dans C (G). 


VII. La famille des représentations T,, forme une famille complète 
de représentations unitaires irréductibles du groupe G 

Ceci découle de VI et du théorème de 2.8. 

En appliquant le théorème 5 de 2.4, nous obtenons le 


TH£OREME. Les fonctions @f (g) — V m + 1 45 (g), où m > 0, 
i,j—=0,...,m,et les 1} (g) sont les éléments matriciaux d'une repré- 
sentation irréductible T,, dans une certaine base orthonormée donnée, 
forment un système orthonormé dans L* (G) et pour chaque fonction 
fEL?(G) on a l'égalité 


oO CO 


flf@Ede= S (m+1) DIU, 4) (2.949) 
G m--0 i,)—0 


$ 3. Algèbre de groupe d’un groupe compact 


3.1. Définition et propriétés fondamentales de l’algèbre de groupe. 
Soit G un groupe topologique compact. Désignons par L! (G) l’ensem- 
ble de toutes les fonctions numériques f, sommables sur le groupe G, 
telles que: 1) f est mesurable relativement à la mesure invariante 


sur G: 2) | |f (g)1 dg << +00. Identifions les fonctions qui diffèrent 


G 
seulement sur un ensemble de mesure nulle. Munissons L!(G) des 
opérations usuelles d’addition et de multiplication par un nombre. 
Alors L! (G) devient un espace linéaire. Définissons sur l’espace L! (G) 
l'opération de multiplication en posant 


(fax fa) (8) = Ÿ fa (h) fa (ht) dh (8.1.1.) 


G 


pour tous les f,, f: € L1(G). La fonction f, » f, s'appelle convolution 
des fonctions f, et f2. 

Montrons que la fonction f, + f, appartient à l’espace L! (G). 
Considérons l’application œ: (g, h) — (k-!, g, h) du groupe com- 
pact G X G sur lui-même. C’est évidemment un homéomorphisme ; 
on vérifie aisément que applique les ensembles ouverts de la 
forme M, X M, en des ensembles de même mesure. Par conséquent, 
p applique les fonctions mesurables sur G X G en des fonctions 
mesurables. Ainsi, la fonction f,(h) f, (k) étant mesurable sur 
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G X G, la fonction j, (h) f, (k-!g) le sera aussi sur G X G. D'autre 
part, l’intégrale multiple de la fonction | f, (h) f: (h-!g) | est égale à 


M NPTOIIEA CU IT AT TOIC ANAL EE 


G G G G 


= [ifioan |IR@lde< + (812 
G G 
et donc la fonction f, (k) f. (h-1g) est une fonction sommable sur 
G X G. Appliquant à cette fonction le théorème de Fubini, nous 
obtenons que l'intégrale | f1 (h) fs (h”\g) dh existe pour presque 
G 
tous les g € G et détermine une fonction sommable sur G. Par consé- 
quent, la formule (3.1.1) définit correctement la multiplication 


sur Z1 (QG). Le lecteur vérifiera facilement que pour chaque nombre 
complexe À et pour f,, f2. fa € L'(G), on a les égalités 


À (is fe) = fit for fs (fe) = À Gi fa); 
hs Üesfs) = Give) fs Pi + fr) + fs = 
= fiv fs + fes fs fi Ce + fs) = fiv fe + fi fs. (3.1.3) 
Les relations (3.1.3) signifient que L! (G) est une algèbre associative 


sur le corps des nombres complexes. 
Posons 


ff (g)=f(g *) pour tous les g€G, fE L'(G). (3.1.4) 
Puisque 
fiF@lde= (IF@ Side (1f@iée (6.15) 
G G G 


(en vertu de la propriété 7) de la proposition I de 2.1), on a f* € L1 (G). 
Le lecteur vérifiera facilement que l’application f—>f* satisfait 
aux conditions 1) à 4) de 2.5, chapitre II. Ainsi L!(G) peut être 
envisagé comme une algèbre symétrique. 

Introduisons une norme sur L!(G) en posant 


flo = | 1f@ 1e (3.1.6) 
G 


pour tous les f € L'(G). La relation (3.1.5) implique 
IF Tue) =] 7 Îlzuc). (3.1.7) 
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En outre, on déduit du théorème de Fubini et de l’invariance de la 
mesure dg que 


(frs fallu = À [T7 0h) fee) dh | de < 
< | {{ih@IAG Ed} de | {Ts Te) lde} 1f 1 dr = 
= (If @1de | 1%) 1dr =] fillzrol fallere» 


d'où 
Ï fiv fe IlLrec) < Î fi lLicc) | fe [lL:c)- (3.1.8) 


En comparant la définition de l'algèbre L! (G), en particulier la 
formule (3.1.1), avec la définition de l’algèbre de groupe d’un groupe 
fini, en particulier avec la formule (2.7.6) du chapitre I[, nous voyons 
que pour un groupe fini G l’algèbre L! (G) coïncide avec l'algèbre A. 

Dans le cas général, l'algèbre L!(G) s'appelle algèbre de groupe 
du groupe G. 


I. L'algèbre de groupe L\ (G) contient l'élément neutre si et seule- 
ment si le groupe G est fini. 

Démonstration. Si le groupe G est fini, l'algèbre de 
groupe L1(G) contient l’élément neutre d’après la proposition II 
de 2.7, chapitre IT. Réciproquement, supposons que l’algèbre L! (G) 
contient l'élément neutre e (g). Montrons que la mesure des ensem- 
bles ouverts non vides possède une borne inférieure positive. En effet, 
supposons qu’il existe des voisinages de l’élément neutre de mesure 
aussi petite que l’on veut ; alors, pour chaque € >> 0, on peut trouver 
un voisinage Ü de l'élément neutre du groupe G pour lequel 


| | e (g)| dg < e. Supposons que V est un voisinage symétrique de 


Ü 

l'élément neutre du groupe G qui satisfait à la condition V* € U, 
et soit &- la fonction caractéristique du voisinage V. Alors, pour 
£gEV,ona 


1=Ev (8) = (e+ Er) (8) = | e(h)Ev (h°t) dh = 


G 


ni e(h)dh < Î le(k)|dh<e, 


ce qui est impossible lorsque € << 1. 

Ainsi la mesure de chaque sous-ensemble ouvert non vide ME G 
ne peut être inférieure à un certain a > 0. Si le groupe G est infini 
on peut trouver, pour chaque ñ#, n points distincts g,, ..., g € G; 
ces points possèdent des voisinages disjoints M,, ..., M,, donc 
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la mesure du groupe G tout entier n'est pas inférieure à na pour 
tout n. Mais puisque un (G) = 1, le groupe G est fini. 


II. Lorsque f € L'(G), les fonctions 


ffo(g)—f(gog), fe, (8) — Î (Lo) (3.1.9) 


sont des fonctions continues de g, relativement à la norme sur L' (G). 

Démonstration. Si f est une fonction continue sur G, 
alors f est uniformément continue sur G (voir III, 1.2), donc il existe 
pour chaque € >> O0 un voisinage U de l’élément neutre du groupe G 
tel que | f (k;) — f (ho) | € pour h, E AU ; alors lorsque g, € goU 
nous avons également gg, € gg,U et donc 


fe fe leo = | 1fe, @ — fe, (@)1d8 = 
G 
= | (881) — f (880) |d8 < € | dg =:e, 
G G 

i.e. l’assertion de la proposition II est vérifiée pour toutes les fonc- 
tions continues f sur G. Si f est une fonction quelconque de L! (G), 
il existe une fonction f, continue sur le groupe Get telle que |[f—f,|| << 
< £/3. Choisissons un voisinage V de l’élément neutre du groupe G 
de sorte que l’on ait l'égalité [| (fe — (ia ÎlL1 << €/3 pour chaque 
g ERU ; alors 


fe—falle < [fe — (fie Îles +] 1e — Fs)a Îles + 
+ || (fihn — fall <'e/3 + e/3 + e/3 — e. 


On démontre d’une manière analogue la continuité de la fonction f“. 
Soit f € L® (G). Alors f est une fonction mesurable sur G et l’inté- 


grale \ | f (e) L? dg est finie. L’inégalité | f [&(1 + | f [?)/2 impli- 
G 


que alors que | | f (2) | dg est finie. Par conséquent, on a l'inclusion 
G 


L?2(G) € L'(G). (3.1.10) 
On déduit de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski que 
2 
(fifwide) < (T1) [irwrée=T1i@ Fee, 
G G 


G G 


flo < | 17 (8) Pde=1flère (3.1.11) 
G 
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III. Lorsque f € L° (G), les fonctions f*°, f,, définies par les for- 
mules (3.1.9) sont des fonctions continues de g, relativement à la norme 
dans L? (G). 

La démonstration est analogue à celle de la proposi- 
tion IT; elle est donc laissée au lecteur. 


IV. Lorsque f,, f: € L° (G), alors f,»#f, est une fonction con- 
tinue sur G. 

Démonstration. Il est évident que la fonction f° est 
un élément de l’espace L? (G). D'après III, la fonction (f#}* est 
une fonction continue relativement à la norme dans L* (G). D'autre 
part, 


(+ fa) @) = | fi) fe (te) dh = 


G 
= | fa (h) (F5) (GR) dh= (fa, (F5);  (3.1.12) 
G 


comme (5) est une fonction continue dans L° (G), la fonction 
(f, U3)7" est une fonction numérique continue, tandis que l'égalité 
(3.1.12) implique que f, » f, est continue. 
V. Pour chaque fonction f € L'(G) et tout e& > 0 il existe une 
fonction @ € L'(G) telle que ||f » p— filLue <e, [p*f—f IlLo <e. 
Démonstration. Soient ÜU un voisinage de l'élément 


neutre du groupe G, et y une fonction non négative de L!(G), 
nulle en dehors de Ü et vérifiant la condition 


| qu (g)dg=1 (3.113) 
G 


(par exemple, u = (1/u (U)) Xu, où u (U) est la mesure de Haar 
de l’ensemble U, %u la fonction caractéristique du voisinage Ü). 
Alors 


ou» ÿ) (8) = Ÿ qu (h) f (h-*9) dh, 
par conséquent, ; 


que f= | qui) fi an: (3.1.44) 
G 
on déduit de (3.1.13) et (3.1.14) que 
los f— flleuc = |] | où 0) fr a — | 
G 


LG) 


=| Î qu (A) (pan), < Ï qu (A) 11" —f Ilsc dh.  (8.1.15) 
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D'après II, le voisinage U peut être choisi de manière à avoir 
INT — late < € pour k EU; alors on obtient, de (3.1.15) que 


Qu * f—fÎlLo < € | Œu (h) dh =. 
U 


On démontre d’une manière analogue’ que || f » @u — f Ilzie) —+ 0. 


VI. Un sous-espace fermé I dans L' (G) est un idéal à gauche (resp. 
à droite) dans L\ (G) si et seulement s'il est invariant relativement à 
toutes les translations à gauche (resp. à droite). 

Démonstration. Supposons que la fonction est choisie 
conformément aux conditions de la proposition V. Si Z est un idéal 
à gauche de L' (Get fE TZ, alors on a également (qy)£° » f € I. D'autre 
part, 


(pu) » ÿ) (8) = À qu (gui) f (h°'e) dh = 


= À où (A) F-18086) dh = (qu + fe (8). (84.16) 


D'après V, qusf—f; on en tire alors en vertu de IT que 
(Qu + f}fe—+ fé. Puisque (qu+f)é —(puié+fEI et l'idéal Z est 
fermé, on a f&€/. Ainsi, un idéal fermé à gauche est invariant 
relativement aux translations à gauche. 

Réciproquement, supposons que Z est un sous-espace fermé de 
L'(G), invariant relativement aux translations à gauche. Si la 
fonction + est continue sur G, alors la fonction 1 (k) f"" est une 
fonction continue sur G relativement à la norme sur L!(G) quelle 
que soit la fonction f € L'(G). Alors, en répétant les raisonnements 
habituels, on peut montrer que l'intégrale 


vsi= | pp" an 
G 


est la limite (relativement la norme) de sommes finies de la forme 
Di (x) PR 1e (A), 


où les {A;} forment une décomposition du groupe G en sous-ensem- 
bles mesurables disjoints. Soit f € Z. Puisque J est invariant rela- 


tivement aux translations à gauche, on a 21% (Rx) f % u (A) ET; 


puisque Ÿ + f est la limite de ces sommes et I est fermé,onab=f€ 
€ I pour chaque fonction continue #. Lorsque + est une fonction 
quelconque de L' (G), il existe une fonction continue œ sur G telle 
que  [fÿ — @ Irc) €. Alors || Ÿ + f — + f Il 
< | — @ luc If Izuc) << € If Ilzuc) d'après (3.1.8). Comme 
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o*/f € I pour toutes les fonctions continues q on déduit du fait 
que le sous-espace J est fermé l'inclusion 4 » f € Z pour toutes les 
d € L'(G), i.e. JZ est un idéal à gauche dans Z! (G). 


3.2. Représentations d’une algèbre de groupe; lien avec les 
représentations du groupe. Soit T une représentation de l'algèbre 
de groupe L’ (G) dans un espace hilbertien H. La représentation T 
est dite non dégénérée lorsque la condition T (f) E — O(pourun EC AH 
donné et tous les f € L! (G)) implique & = 0. 


I. Soient f —T (f) une représentation continue symétrique non 
dégénérée de l'algèbre de groupe L'(G) dans un espace hilbertien H et qu 
la famille d'éléments de l'algèbre L' (G) construite dans la proposition V 
de 3.1. Alors || T (qu) & — Ë || —-0 pour tout vecteur E € H, et l’en- 
semble H° des combinaisons linéaires finies des vecteurs de la 
forme T (f}n, fE L'(G),n € H, est partout dense dans H. 

Démonstration. Soit H, l’adhérence de l’enveloppe 
linéaire des vecteurs de la forme T (f}n, fE L'(G),n EH. Si H, + 
zÆ H, il existe alors un vecteur non nul E € A, orthogonal à H,, 
ie. (ë, T ()n) = 0 pour tous les fE L'(G), nE H. Alors 


(TUE, n) = (6 TO n) = (E, T (#) n) = 0 (3.2.1) 


pour tous les n € Æ, f € L' (G). Il découle de (3.2.1) que T (f) E = 0 
pour tous les f € L!' (G). Puisque la représentation f — T (f) est non 
dégénérée, on a £ — 0. La contradiction obtenue nous montre que 
H, = H. 

__Lorsque E = T(fjn pour certains n € H, fE L'(G), alors 


IT (qu)è—El=IT (qu Tfn-THnl= 
= [| T(gusf—-f)lllinii—-0, (3.2.2) 


car || Qu » f — f ÎlLiccy —0, tandis que la représentation f — T (f) 
est continue. On tire de (3.2.2) que || T7 (ou) E — El 0 pour 
tout vecteur E € H° (i.e. pour chaque vecteur représentable sous 
forme de combinaisons linéaires finies de vecteurs de la forme T (f) n). 
Mais l’ensemble H° est dense dans H, — H, et si E est un vecteur 
quelconque de 7, il existe un vecteur E’ € H qui vérifie la condi- 
tion || — E" [| <e. Alors 


IT (qu) Ë — E III T (pu) E—T (qu) Ê + IT (ou) E— E’ 11+ 
+ IE —EN<+NT (qu) ID NE — EN + NT (pa)s —E| 


Puisque l'application f — T (f) est continue et {|| qu [luc = 1» 
on a || 7 (qu) | LC pour un certain C et tous les U. En choisis- 
sant la fonction y de manière à avoir || T (ou) E’ — E" [| << e, 
on obtient || T (qu) — El << (C +2)e, ce qui termine la démons- 
tration de la proposition Î. 
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I1. 7Zl existe une bijection entre l’ensemble des représentations non 
dégénérées symétriques f — T (f) de l'algèbre de groupe L'(G) d'un 
groupe G et l’ensemble des représentations g —+ T (g) unitaires continues 
du groupe G; cette bijection est définie par la formule 


T(D= | f(8)T (e) de. (3.2.3) 


G 


Démonstration. Soit g —T (g) une représentation uni- 
taire continue du groupe G. Définissons les opérateurs T (f) par la 
formule (3.2.3). Il est évident que l’application f — T (f) est linéaire. 
En outre 


rm) = | FT (e) de= | TE T (@ de 
= (| F@T (1) de= | FT* (8) de = 


= [UOTE de=T( (8.24) 
et 


T(hief)= | (| A) fe dr) T (8) de = 
= À 0) (| He) T (@ de) dr = 
_ | fi (h) ([r (&) T (hk) dk )dh = | fi CR) ( Î fe (#) T (k) T (&) dk}dh— 
= | AG)T ar | LT dk=T (DT () (8.25) 
reg iris Ro A Da ir nt à ms ARE L 


l'algèbre de groupe L'(G). Montrons qu'elleest continue. Puisque 
IT (g)1=1,0ona 


ir HI=]T1f@ 7 @del< | 17@ 7 @ de = 
G G 


= [1f(@lde=lflius (2.6) 
G 


pour tous les f € L' (G); par conséquent l'application f — T (f) 
est continue. 


Soit g un élément du groupe G. En vertu de I on a || T (qu) ë — 
— E || — 0, donc 


IT (8) T (qu) E — T (8) £ 1 —0; (3.2.7) 
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mais 
T (8) T(qu)=T (8) ( | ut) T (H)dh)= 
= À qu @)T (eh) dh= | qu'(g""#) T (h) dr = 
= | (pu) T (4h =T (pu); (8.28) 


ainsi on tire de (3.2.7) et (3.2.8) la relation 
T ((pu)S") ET (8)8 (3.2.9) 


pour tous les g€G. 
Montrons que la représentation f — T (f) est non dégénérée. 
Remarquons que 
T (pu) —+E 


pour tous les E € H, d'où l’on déduit immédiatement que la repré- 
sentation f — T (f) est non dégénérée. 

Réciproquement, supposons donné une représentation continue 
symétrique non dégénérée de l'algèbre de groupe L! (G) dans l’espace 
hilbertien H. Montrons qu'il existe une représentation unitaire 
continue g —+ T (g) (du groupe G) bien définie qui vérifie la rela- 
tion (3.2.3). 

L'unicité de la représentation cherchée du groupe G découle de 
l'égalité (3.2.9) qui nous montre que si la représentation f — T (f) 
est définie par la formule (3.2.3), alors les opérateurs T (g) sont 
déterminés de manière unique par celle-ci. Démontrons l'existence 
d'une représentation g — T (g) (du groupe G) vérifiant la relation 


(3.2.3). D'après (3.1.16), (œu)®° x f = (pu*f}"; d'autre part, 
puisque (®u+f) —>f dans L!(G), on a (qu=f}° —>f6. Donc 


(qu)£e x f— f6e —> 0 (3.2.10) 


dans L! (G). Etant donné la continuité de la représentation f — T (f), 
on peut tirer de l'égalité (3.2.10) que 


T ((pu)e) T (f)n—T (F6) n +0 (3.2.11) 
pour tous les n € H. Soit H” une famille des combinaisons linéaires 
finies des vecteurs de la forme T'(f) &, fE L'(G), £E H. En vertu 


de (3.2.11), pour tout vecteur E € H' la limite des vecteurs 7 ((u)°°) £ 
existe et appartient à H”. Désignons par 7” (£g,) l'opérateur sur H”° 
défini par la formule 


T'(80)E= lim 7 ((po)® )E (3.2.12) 
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pour tous les E € H”, g EG. L'égalité (3.2.11) implique alors 
T' (80) T ()=T (F5) (3.2.13) 


pour tous les 8€G,fEL'(G. Puisque [(pu)® IL 


= [qu lle = 1, on a [IT (Qu) SC pour un certain 
C'>0, tous les g, € G et tous les y. Par conséquent, l'opérateur 
T' (£0) défini par la formule (3.2.12) peut être prolongé de manière 
unique à un opérateur linéaire continu sur tout l’espace H ; désignons 
cet opérateur par ? (g,). Alors 


IT (g)IISC pour tous les g,€G. (3.2.14) 
On tire de (3.2.13) que pour tous les g, kEG, fE L'(G) on a 
T'(gh) T (= T (ENT) =T (8) — 
Te T = T' (8) T'()T(). (3.215) 


L'égalité (3.2.15) signifie que T°” (gh) = T° (g) T' (h) sur H'. Par 
conséquent 


T (gh) = T (g)T(h) (3.2.16) 
pour tous les g, k EG. En outre, on déduit de l'égalité (3.2.13) 
T (e) = 1. (3.2.17) 

Lorsque E = T'(fjn, on a 
T (8) E=T' (g)T(fn=T(')n (3.2.18) 


et fo" dépend continüment de g, en vertu de II, 3.1. Par consé- 
quent, le deuxième membre de l'égalité (3.2.18) dépend continü- 
ment de £,, et donc 7 (£,) ë est une fonction continue de g, pour 
tous les & € H”. Pour chaque E € H il existe un E£’ € H° tel que 
IE — EI] <Le; alors on tire de (3.2.14) 


IT (82) Ë — T (80) EN < IT (81) (6 — E°) I + IT (gi) E — 
— T (80) E 1 + NT (go) (8° — Ë) IK2Ce + IT (gi) É — T (80) E Il, 


où || 7 (8) E — T (go) Ë I 0 pour g, —+g,. Ainsi, la fonction 
T (g) & est continue relativement à g € G pour chaque E € H. En 
réunissant ce fait avec les relations (3.2.16) et (3.2.17), nous voyons 
que l’application g — T (g) est une représentation continue du 
groupe G dans l’espace H. 

Montrons que cette représentation est unitaire. Soit V—=U MU"; 
alors V est un voisinage symétrique de l'élément neutre de G. 
Posons py(g)—(u(V)) ‘Xv, où %v est la ‘fonction caractéristique 
de l'ensemble V et (V) est la mesure de Haar de l’ensemble V. 


Alors _(qv)* (8) = qv(g"*) = pre) = qrg) et (pv) )*(g) — 
= Pv (85871) = pv (880) = (Pv)s, (8). Un calcul analogue à (3.1.16) 
16—0883 
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nous donne f #(p5:)£=f4,* pv. En appliquant l'involution, on obtient 

(prhe. + f° = pr + (F*)8, (3.2.19) 

d’où l'on tire que (q@r)4,*f—>f# pour V quel que soit fE L'(G). 

Alors T ((pven1) T ()—+T (7) =T (go)T (f) pour tous les geG, 
fEL'(G) et donc 

T'(80)5= lim ((pv)g1) E (3.2.20) 


pour tous les EC H'. En comparant (3.2.19) avec (3.2.12) et en 
se servant de la relation (py)g-1= ((pv}g)*, on voit que T”(g0) — 
=(T"(g;!)}* sur H”, donc 


T (go) =(T (g5')}”; (3.2.21) 


ce qui démontre que la représentation g —+ T (g) est unitaire. 
Démontrons enfin l'égalité (3.2.3). Puisque 


fisfe= À fa(h) (fa) dh 
(cf. (3.1.13)), on déduit de (3.2.13) que 
T (fa) T (fa) = T (fa fa) = À fa (h) T (fa) dh = 
= À HG) T GT (a dh= (| fe) T MR) T Ga. 


Donc, les opérateurs linéaires bornés T (f,) et | f1 (h) T (h) dh coin- 
cident sur H'; par conséquent, ils coïncident sur X. 


3.3. Centre d’une algèbre de groupe. Soit @ une fonction dans 
L'(G) telle que 
psf=fs (3.3.1) 


pour tous les f € L' (G), i.e. q est une fonction sur G, appartenant 
au centre Z, (G) de l'algèbre de groupe L! (G) du groupe G. En parti- 
culier, pour chaque fonction f (g) continue sur G l’égalité (@ » f ) (g) — 
— (f + p) (g) de deux fonctions appartenant à L! (G) prend la forme 
d’une identité 


[ete f@) dR= | jh) p (te) dh, (8.3.2) 


dans laquelle les deux membres sont des fonctions continues en 
g EG. Par conséquent, l'égalité (3.3.2) est satisfaite pour tous les 
g EG. En remplaçant dans le deuxième membre k”! par hk, nous 


voyons que l'égalité 
p (8h) = (kg) (3.3.3) 


est satisfaite pour tous les g € G et presque tous les k € G. Puisque 
la fonction œ(ghk) est mesurable (comme une fonction de deux 
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variables sur G X G), l'égalité (3.3.3) est vérifiée presque partout 
surG X G. Puisque l’application (g, k) —(h”1g, h) du groupe G X G 
dans G X G préserve la mesurabilité et la mesure (voir (3.1.2)), 
alors, en remplaçant g par hk-!g dans (3.3.3), on obtient presque 


partout sur G X G 
p (g) = p (7! gh); (3.3.4) 


et par conséquent, pour presque tous les g € G (et à plus forte raison 
dans le sens de l'égalité de deux fonctions de L'(G)), on a 


o (g) = | o (k-igh) dh. (3.3.5) 


Réciproquement, si la fonction q € L' (G) vérifie la condition (3.3.4), 
alors l'égalité (3.3.3) est satisfaite presque partout sur G X G et 
donc (3.3.2) est valable pour presque tous les g € G, ïi.e. (3.3.1) 
est verifiée pour tous les f € L' (G) et @ € Z, (G). Ainsi, nous avons 
démontré la proposition suivante: 


I. Une fonction @ € L'(G) appartient à Z, (G) si et seulement 
si o satisfait presque partout sur G X G à la relation (3.3.4). 


IT. La somme et le produit de convolution de deux fonctions de 
Z; (G) appartiennent également à Z, (G). 

La démonstration se réduit à une vérification immédiate et 
sera donc omise. 


III. Le caractère de toute représentation unitaire continue de 
dimension finie d’un groupe G appartient à Z; (G). 

Démonstration. Le caractère de toute représentation 
unitaire continue de dimension finie du groupe G est une fonction 
continue sur G, constante sur les classes d'éléments conjuguées ; 
elle satisfait donc à l'égalité (3.3.4). 


IV. Les caractères des représentations unitaires continues irréduc- 
libles d’un groupe G forment un système complet orthonormé dans 
l'espace hilbertien L° (G) (\ Z, (G) formé des fonctions au carré som- 
mable sur G qui appartiennent à Z, (G). 

Démonstration. Il découle des relations d’orthogona- 
lité (2.6.2) pour les caractères que les caractères 4, des représenta- 
tions unitaires coutinues irréductibles du groupe G forment un 
système orthormé dans L?(G). En vertu de III, les caractères +, 
appartiennent à Z, (G) et donc y, € L®(G)fN\ Z; (G). La relation 
(3.3.3) et la continuité de la multiplication dans L! (G) (voir (3.1.8)) 
permettent de conclure que le centre Z, (G) est fermé dans L! (G). 
I] découle alors de (3.1.10) et (3.1.11) que le sous-espace L? (G)f1 Z, (G) 
est fermé dans L* (G); par conséquent L? (G) N\ Z; (G) est un espace 
hilbertien. 

Il nous reste à démontrer que le système orthonormé {4,} est 
complet dans L* (G) f\ Z1 (G). Supposons que € L? (G) f\ Z; (G): 


16* 
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alors, en appliquant (2.4.6), on voit que l'égalité 
p (g) = > Na À (p, ti;) Li; (£) (3.3.6) 


est vérifiée dans L* (G) et donc re partout sur G. D'autre part, 
la relation (3.3.4) est satisfaite pour presque tous les (g, k) EG X G; 
en substituant (3.3.6) dans (3.3.4) on obtient 


21 a 21 (p, #9 6 (8) = Dre À (p 1) 65 8h) = 
= Dre 2 (E (op 16) 4h ) 46) (8) (8.3.7) 
œ . 1,7 


pour presque tous les (g, h) EG X G; en particulier, pour presque 
tous les k € G l'égalité (3.3.7) est satisfaite pour presque tous les 
g € G. D'autre part, pour un h donné, les deux membres de l’égalité 
(3.3.7) appartiennent à L* (G) (comme fonctions de g). Par consé- 
quent, pour presque tous les h € G, les coefficients auprès des ty (g) 
dans les deux membres de (3.3.7) doivent être égaux, d’où 


Ge, th) = D Cp, #5) (65) = À Co, DR) 6) (39 


pour presque tous les À € G. Comme les deux membres de l'égalité 
(3.3.8) sont des fonctions continues de h, (3.3.8) est vérifiée partout. 
En prenant l'intégrale de (3.3.8) relativement à h, et en appliquant 
les relations d'’orthogonalité (2.4.1) on obtient 


(y, th) = 
0 si iZÆ}j, 


5e = — (9, 24)=( , Xa) Si i= j. 


la 


(3.3.9) 


En substituant (3.3.9) dans (3.3. eo on obtient 


P = D la S (p, ti) tr EE D Na S + na (y, Xa) Li — 


ss 1=1 œ i=! 


2 >» S (P; Xa) li = ÿ (P, Xa) Xe (3.3.10) 


œ i—=1i 


i.e. chaque fonction œ@ € L* (G) f\ Z, (G) se décompose en une série 
relativement à ses caractères. 


REMAQUE. Lorsque y € Z, (G), la série D) (p, Xe) %X4 ne converge 
œ 


pas nécessairement vers @, mais la fonction q se détermine par les 
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coefficients (®, %«). En plus, chaque fonction @ € L! (G) se définit 
de façon unique par les coefficients (@, {;). Montrons-le. 

Soient U un voisinage de l’élément neutre de G, et U, un voisinage 
de l'élément neutre tel que UŸ € Uet U;' = U,. Soient g,, ..., 8, 


des éléments du groupe G tels que les ensembles g;U, (i — 1, ...,n) 
recouvrent le groupe G. Soit U, un voisinage de l'élément neutre 
tel que g'U,g, € U, pour tous les i = 1,...,n, et soit U, 


un voisinage de l’élément neutre tel que U5 & U.,. Désignons par 
8y la fonction (u (U;))-lyu, et posons Yu = 6w +0. En vertu 
de IV, 3.1, la fonction +, est continue. Il est évident que Ÿ… est une 
fonction non négative, nulle en dehors du voisinage U,, et telle que 


[bu te de = | (Teuth)e (me) dr) de = (| eu (e) de) —1. 
G G G G 
Supposons que qu (£) — \ Yu (k°! gh) dh. Il est évident que la fonc- 


e/ 


G 
tion qu est non négative, continue et qu'elle vérifie la condition 
(3.3.4). Il existe pour chaque k€ G un élément g4 tel que k€ gU: 
et donc k"U,h € U'gn UegaUs € UŸ CU. Par conséquent, la fonc- 
tion qu s'annule en dehors du voisinage U. Il est évident que 


Î qu (8) de =1. 
G 
Considérons maintenant la convolution œ@+œ4. Puisque ®y 


est continue, on déduit de Ja formule (+ œu) (g) = 
— | @ (k) ou (k”!g) dh la continuité de la fonction q s qu. Donc 


G 

à plus forte raison @ » qu € L* (G). Considérons la décomposition 
de la fonction @s=œ#- en une série relativement aux éléments 
matriciaux (2.4.6). Calculons les coefficients de cette décomposition : 


@e qu, )= À ([ PU) pu th tp) dh) te de = 
G G 


= | Dot) @) ou re) dh de = À [oth) qu 5 (hM) dh ak = 
GXG GXG 


= [fo 6) qu (9 D 1) #5 (6) dh dk = 
1=1 


GXG 
LS (| p (*) 4 (h)dh) (| Pu (&) ACYOE 
I=1 G G 


= S'(p,1)(qu, 1%):  (3.3.11) 
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en portant (3.3.9) dans (3.3.11) on obtient 


(p+ qu, fi) = — (p, #55) (Qu, Xe) ; (3.3.12) 
(2.4.6) et (3.3.12) donnent 


n 


P+ Pu = 2 2 (p, 45) (Qu, Xa) 1%. (3.3.13) 


Ainsi @#@uy est uniquement défini par les coefficients (œ, fi). 
Puisque q+œu—>-@ sur L!(G), la fonction œ est bien définie par 
les coefficients (p, ti;). 

3.4. Structure de l'algèbre de groupe. 


I. Soient T°*, T® deux représentations unitaires continues irré- 
ductibles du groupe G. Leurs caractères vérifient la relation 
0, si T* et T° ne sont pas équivalentes; 
fav ka — | ; (3.4.1) 
NElXas Sè T'=T". 


Démonstration. Les relations d’orthogonalité (2.4.1) 
permettent d'écrire 


(Bee) (e)= | 50) Re) dh = 
G 


=> ( (Î LE (A) Pén (R7*) dh) tu (g) = 


= À 


= (| 155 (Re) Lx (h) dh ) tu (8) = 
m=1 G 
0 . L e k, 
= | SL ET 
Natiu(g) Si a—=@,j—k. 
D'où l’on tire directement l'égalité (3.4.1). 
IT. On a les égalités 
0 si T* et T* sont non équivalentes, 
Li * Xa’ = -{ OT en ’ (3.4.3) 
nat; si T = TS. 


La démonstration se déduit immédiatement de l'égalité (3.4.2). 


III. Soient T° une représentation unitaire continue irréductible 
d'un groupe G, x, son caractère, et I, l'ensemble des fonctions f € L' (G) 
qui vérifient la condition fe no%Xa = f. Alors I, est un idéal bilatère 
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symétrique minimal, de dimension finie (et donc fermé), dans L! (G), 
constitué par des combinaisons linéaires des éléments matriciaux de la 
représentation T°. L'idéal I, est isomorphe (en tant qu'algèbre symé- 
trique) à l’algèbre de tous les opérateurs linéaires de l’espace de la 
représentation T°. 

Démonstration. Il est évident que Z, est un sous-espace 
linéaire de ZL'(G). Soient fEZa, pEL'(G); alors (p*f)+na%a = 
—=ps(fsencka)—p+f; par conséquent p*fE 7, et Z, est un idéal 
à gauche de L'(G). D'autre part, %a € Z1(G) (voir III, 3.3), et donc 
(+ D)» aka =laXav(f+p)=(rakasf)sp—fsp. Ainsi ZQ est un 
idéal bilatère de L'(G). La relation f—f+nc#. signifie que 


f(@)=na À 50h) 4e (Hg) dh= ina À (h) 44 (he dh = 
i=1 


=D Dre (ff) 4%") an), (844 


i.e. f est une combinaison linéaire des éléments matriciaux de la 
représentation 7°. Réciproquement, si f est une combinaison linéaire 


des éléments matriciaux de la représentation T°, on a f € ZI, en vertu 
de la proposition II, i.e. /, s’identifie à l’ensemble des combinaisons 


linéaires des éléments matriciaux de la représentation T°. Puisque 


(He) = 1 (e7!) = LÀ (eg), l'idéal Z, est symétrique. Pour démon- 
trer que l'idéal 7, est minimal (i.e. qu'il n'existe pas d’idéaux non 
nuls Z, € 7, de l'algèbre L! (G) autres que 7,), il faut démontrer 
que Z, est une algèbre simple. 


Soit f EL, ; alors f = 'c;jlé, où les c;; sont des nombres com- 
plexes. Faisons correspondre à la fonction f la matrice carrée d'ordre 
ñr4; aux éléments matriciaux (n5'c;;). Il est évident que l'application 
obtenue est une correspondance bijective et linéaire entre 7, et 


l'algèbre de toutes les matrices carrées d'ordre n,. Soit f, = D c!;ti;, 


fe = Dcit;; alors on tire de (3.4.2) que 


à 1 © 1 2 -1 
fiv fe > SHC (ist) = À ici li = 
+, do [] 1, Je 


= Zn Lcbci) fi. (8.4.5) 
i, j= 


On déduit de (3.4.5) qu'à la convolution de fonctions de 7, cor- 
respond le produit des matrices respectives. Par conséquent, L4 
est isomorphe à l'algèbre de toutes les matrices d’ordre n, (i.e. il 
est isomorphe à l'algèbre de tous les opérateurs linéaires dans l’espace 
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de la représentation T°). Puisque l'algèbre des matrices est simple, 
nous avons en même temps démontré que 7, est une algèbre simple. 

Soient B un espace de Banach, et {B,} une famille de sous- 
espaces fermés de l’espace B. L'espace B s’appelle somme directe 
fermée de la famille de sous-espaces {B,} si: 

1) l’espace B est l’adhérence de l’ensemble de toutes les 
sommes finies de la forme ze +...+xo , Ta, CE Bas k=1,...,n; 
n=1Â, 2, - 

2) si la ‘suite LT = + Ta, te. . + tan converge vers Zéro 
dans B pour la norme, et que pour un «& "donné la suite x£”, 
m = 1, 2, ..., converge pour la norme, alors ||z£"” || —+ 0. 


IV. a) Tout idéal bilatère fermé minimal non nul de L' (G) coïncide 
avec un des idéaux I,. 


b) L'algèbre L' (G) est la somme directe fermée de ses idéaux bilatères 
fermés minimauzx. 


Démonstration. a) Soit 7 un idéal bilatère fermé mini- 
mal non nul de L! (G). Soit @ un élément non nul de l’idéal 7. Lorsque 
(@, #;) — 0 pour tous les &, à, j, on tire de (3.3.13) que @ » qu = 0 
pour tous les ÜU; comme {||p + @u—® {ic —0, on a œ=0. 
La contradiction obtenue nous montre que pour un certain @& et 
certains i, j on a (®, &;) 0. Alors les égalités 


(p + é7a) (8) = 
= om" dh= 5 (( pt) )dR) (0 = 


G R=1 G 


= D (To) ah) Rte) = D (p fo) hole) (8.4.6) 
k=1 G ES | 


impliquent que pour p=—}j au moins un des coefficients (p, tk,) dans 
(3.4.6) n’est pas nul, et donc @*t;,0 pour tous les qg. D'autre 
part, selon III, 1%€/2, donc la convolution œ*»t;, appartient 
à l'idéal Z et à l'idéal Z,. Puisque p»1% #0, on a 1N1c=# (0). 
Or 7f/4 est un idéal bilatère fermé non nul contenu dans les 
idéaux minimaux Z et Z,, donc 1N/;=1let [Nlo— lo, d'où 1 = La. 

b) Soit ®E L'(G). D'après (3.3.13), les fonctions de la forme 
p*+u sont des limites dans L*(G) de combinaisons linéaires 
finies d'éléments matriciaux de la représentation 7°. D’après III, ces 
éléments matriciaux appartiennent à l'idéal Z,, et il existe donc 
une suite de sommes finies de la forme Ya, + . . . + Va,» Va, € Jap 


k=1,...,n, n = 1,2,..., qui onVetee vers @sŒuy dans 
l'espace L: (G). D'après (3. 1. 10) et (3.1.11), cette suite converge vers 
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* Ou également dans l’espace L1(G). Puisque œ+ œ@y — ® —+0 
dns L1 (G) (V de 3.1), alors L! (G) est l’adhérence de l’ensemble de 
toutes les sommes finies de la forme We, + . .. + Vans OU Va, € Ja, 

Supposons maintenant que Ja citte qg"— = pr +... + pan 
converge dans ZL'(G) vers zéro pour la norme, et qu Eloy- 
Alors ‘= qu 2 Poe, + +. + Pém * llamkams Par Conséquent 


D» RaXa = Pa, L Nota (Xe, * Xa) +... + pEn * lamiia (Xam*%Xx) pour 
tous les &. Les relations (3.4.1) impliquent Xe, * Xa — 0 pour a a, 


et Xa,*YXa—=laXa, POUT G —@x, donc 


Po + NoXa = Pa * aka = Pa (3.4.7) 
pour tous les &. Par conséquent 
pe Ka 1 PI I Xe Îl- (3.4.8) 


On déduit de (3.4.8) et de la condition pt” — 0 que || g£" || —+ 0 
pour tous les &, ce qui termine la démonstration de la proposition IV. 

Les résultats fondamentaux de ce chapitre restent valables (avec 
des modifications appropriées) pour les groupes localement compacts 
qui ne sont pas compacts; voir, par exemple, M. Naïmark {1}, 
chapitre VI. 


CHAPITRE V 


REPRÉSENTATIONS DE DIMENSION FINIE DES GROUPES 
CONNEXES RÉSOLUBLES. THÉORÈME DE LIE 


$ 1. Groupes topologiques connexes 


1.1. Espaces topologiques connexes. Soit À un ensemble. Nous 
dirons que deux ensembles M € X et N € X forment une partition 
de l’ensemble XSMUN=X MNN=-@G, M OetN = ©. 

Ün espace topologique X est dit connexe s’il ne possède pas de 
partition en ensembles fermés; dans le cas contraire, À est dit 
non connexe. 

Un ensemble M d’un espace topologique X est connexe si, en 
tant que sous-espace de X, il est connexe; dans le cas contraire, 
il est non connexe. On appelle parfois domaine toute partie de X 
ouverte et connexe. 


REMARQUE. Dans ces définitions, cela revient au même de 
dire « ouvert » au lieu de « fermé ». En effet, si À = U, |] U:, où 
les U,, U, sont ouverts et U, N] ÜU, = ©, alors U,, U, sont égale- 
ment fermés (comme compléments des ensembles ouverts. U,, U,;). 


I. Le segment a, b] est connexe. 

Démonstration. Supposons le contraire; soit [a, b] — 
= FU FF, où F;, F, sont fermés, F,f\ F, = Get, << @, F, + 
=Æ @. Supposons, pour fixer les idées, que b € F,; par conséquent, 
béF,;. Posons x, = sup F,. Alors x, € F, puisque F, est fermé, 
et donc r, € F,. En outre x, << b, puisque b € F;. Selon l'hypothèse 
que nous avons faite sur x,, nous avons (x,, b) € F,. D'où nous 


tirons zo E Fo = F,, et nous aboutissons à une contradiction, car 
Zo Ë Fa. 


IT. Une image continue d'un ensemble connexe est connexe. 

Démonstration. Supposons que À est connexe et f 
est une application continue de X sur Y: Y =f (X). Soit Y =F,U F,, 
Fi D, Fr FD, Fin F: = ©, où F;, F, sont fermés. Posons 


F, =. a (F,), F = f-!(F,). Alors X est la réunion des ensembles 


F., Fa fermés Ga vertu de la continuité de f), non vides et disjoints, 
ce qui contredit la connexité de X. 
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III. Toute courbe continue est connexe. 

Cette assertion découle immédiatement de ÏI et II car, par défi- 
nition, une courbe continue est une image continue d'un segment 
(voir 1.2, chapitre III). 


IV. Si un ensemble M € X est dense dans X et connexe, alors X 
est également connexe. 

Démonstration. Supposons que X est non connexe, de sorte 
que À —U, JU, où U,, U, sont ouverts dans À (voir la remarque 
à la page 250), U,£ ©, UV, G et U,NU;= @. Posons MNU,=Ü:, 
M QU: = Üs. Alors M—Ü,UÜ, _Üi, Ü, sont ouverts dans M, 
et Ü, NÜ:= @. Démontrons que U,£@ et Ü,-# ©; nous abouti- 
rons alors à une contradiction avec l'hypothèse de connexité de M. 

Supposons par exemple Ü, = @, i.e. M f] U, = @. Puisque UV, 
est ouvert, cela signifie qu'aucun des points de Ü, n’est un point 
d’adhérence de l’ensemble M, i.e. U. = XNAU, =MfN U, = GS: 
d'autre part, par hypothèse, U, Æ g. 

V. Si M est connexe, alors tout ensemble M, telqueM<M, cc M 
est également connexe; en particulier, si M est connexe, M l'est aussi. 

Cette assertion se déduit immédiatement de IV, car M, et M 
sont denses dans M. 


VI. La réunion d'une famille d'ensembles connexes qui possèdent 
un point commun esl connerte. 
Démonstration. Supposons que M = |] M,, où les 


œ 
M, sont connexes, & parcout un ensemble quelconque et chaque M, 
contient x. Supposons que M = U,{j U,, où U,, U, sont ouverts 
dans M, VU, # ©, VU, Æ£ @ et Vif VU, = ©. Cela signifie qu'il 
existe des ensembles ouverts V,, V, tels que U, = V,fN M, U, — 
= ÿ,fN\ M et donc 


ViNnUZD, VNMEO et VINVaNMÆG. (1.1.1) 


Le point x appartient à un des ensembles V,, V,; supposons pour 
fixer les idées que 


zE Vi. (1.1.2) 
D'autre part, on déduit de la deuxième des relations (1.1.1), que 
V,NMcz © pour un certain «. (1.1.3) 


Posons ViNMoe=Wia Vol Ma—=Woa; alors Wic, Woo Sont 
ouverts dans M4, Wii © en vertu de (1.1.2), Ia © en vertu 
de (1.1.3) puisque que M 3z, et 
Ma=MNMe=(0iN Ma) U (Ua Ma) = 

= (ViN Ma) U(VaN Ma) = WicU Woo: 


ce qui est en contradiction avec l'hypothèse de connexité de M. 
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Soit À un espace topologique. La réunion de tous les sous-espaces 
connexes de X, qui contiennent zx, est connexe en vertu de VI; 
c'est évidemment le plus grand ensemble connexe qui contient x. 
On l'appelle composante connexe du point x et on le désigne par 
K (x). On appelle composante connexe du point x € M dans l’ensemble 
M © ZX la composante connexe de z dans M envisagé comme sous- 
espace de À. 


VII. Toute composante connexe est fermée. 

En effet, X (x) est connexe d’après V et contient x. Mais K (x) 
est le plus grand ensemble connexe contenant x et donc X (x) & K (x). 
D'autre part, X (x) € K (x), de sorte que X (x) =: X (x). 


VIIT. Deux composantes connexes distinctes sont disjointes. 
En effet, si X (x) f\ X (y) ©, en vertu de V K (x) |} K (y) 
est connexe et contient x. Par définition d’une composante connexe 


ona K (x) = K (x) {[J K (y), mais ceci est possible seulement lorsque 
K (y) = K (x). 


En vertu de VIII, l’espace X est la réunion de ses composantes 
disjointes deux à deux; À est connexe si et seulement s’il coïncide 
avec la composante connexe d’un quelconque de ces points, donc s’il 
est constitué par une seule composante connexe. 


IX. Si chaque couple de points x, y E X est contenu dans un 
sous-ensemble connexe M € X, alors X est connexe. 

En effet, dans ce cas X coïncide avec la composante connexe d'un 
point quelconque. 


X. Si deux points quelconques x, y € X peuvent être réunis par 
une courbe continue dans X, alors X est connexe. 

En effet, dans ce cas X est connexe d’après IX car une courbe 
continue est connexe (voir III). 


XI. Pour qu’un espace X soit non connexe il faut et il suffit qu'il 
existe une application continue de X sur un espace discret qui contient 
plus d’un point. 

Démonstration. La suffisance découle immédiatement 
de la proposition II, car un espace discret qui contient plus d’un 
point n’est pas connexe. Réciproquement, supposons que À est non 
connexe, et soit À = F1] F,, où F,, F, sont fermés, F, =Æ ©, 
F: 5% 9, Fil Fe = ©. Soit Y = {a, b} un espace discret constitué 
par deux points, de sorte que tous les sous-ensembles de Ÿ sont fermés. 
En posant f (F;) = {a}, f (F.) = {b}, nous obtenons une application 
continue f de X sur Y. 


XII. Le produit topologique X;, X ... X X, d'espaces X,,... 
, À, est connexe si et seulement si chacun des espaces X,, .. 
est connexe. 


7 n 
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Démonstration. Supposons que les X;, ..., À, sont 
connexes, tandis que X =: X, X ... X X, ne l’est pas. Alors, en 
vertu de XI, il existe une application continue f de l’espace X sur 
un espace discret Y constitué d'au moins deux points. Soit a — 
— {a, ..-., an} E À. Considérons pour un j (1<j<n) donné 
l'application f;: Xj — Y de l’espace X ; dans Y définie par la formule 


f; (xp = f(m X ... X x), 


x; = x; et zx = ax pour k # j. 


Cette application est continue; elle est donc constante en vertu 
de XI. Ainsi 


fmuX...Xaj1 X Zj X ajra X ... X an) — 
= (a res NX 2 X): (1.1.4) 
En particulier, 
fi X de X... X an) = f(a X as X .-.. X a). (1.1.5) 
En appliquant ensuite (1.1.4) àj=2eta=r X a3 X... X an 


nous obtenons que f (x, X z: X as X ... X an)—=f(x, X a X ... 
. X a,) et donc (voir (1.1.5)) 


ÎmX ZX 43 X... Xa)=f(a X a X... X An). 


En répétant ces raisonnements, nous arrivons à f (x, X ... X x,) — 


— fa, X ... X ah), i.e. f applique X en un seul point, tandis 
que, par hypothèse, f appliquait À sur Ÿ et ce dernier espace conte- 
nait plus d’un point. 
Réciproquement, si À est connexe, alors chaque X; est connexe 
comme image continue de À par l’application continue x, X ... 
. X Zn zx; (voir Il). 


EXEMPLES 


1. L'espace R'‘ est connexe ; en effet, chaque couple de ses points 
a, b (a < b) est contenu dans le segment [a, b], qui est connexe en 
vertu de Ï (voir IX). 

2. L'espace R° est connexe comme produit topologique de n 
copies de l’espace connexe R'. Par ailleurs, la connexité de R” 
découle également du fait que deux quelconques de ses points a — 
= (a, ..., an), b = (b,, . .., b,) peuvent être joints par un seg- 
ment (voir IX): 

= (1 t) a; + tb}, 0OLI<1. 


3. L'espace C! est connexe comme produit topologique R! X R!. 

4. L'espace C”" est connexe comme produit topologique de n 
copies de l'espace C'. Notons qu’ on peut établir la connexité de C' 
en répétant le raisonnement à la fin de l’exemple 2. 
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5. L'ensemble 3 = ei9, O < p < po, où pL2x (un segment 
de cercle de rayon 1, ou bien tout le cercle) est connexe comme 
image du segment [0, ,l par l’application continue @ — ei (voir I 
et IT ; voir également III). 

6. L'ensemble M, — {(x,, ze): x° + x5 << 1} (l’intérieur du dis- 
que de rayon 1) et M, — {(x,, x): x° + x5 >> 1} (l'extérieur de 
ce disque) sont connexes dans R°. En effet, deux points quelconques 
de M, peuvent être joints par un segment de droite entièrement situé 
dans M,, tandis que deux points a, b de M, peuvent être joints par 
un arc de cercle de centre au point (a + b)/2 situé entièrement dans 
M. L'ensemble M, = {(x,, r2): x + 2x5 0} (le plan dont le 
point (0, 0) a été éliminé) est connexe dans R°; on démontre sa con- 
nexité de même que celle de A7. 

7. L'ensemble M = {(x,, x.): x + 35 1} dans R° est non 
connexe. Il est évident que M = M,{1) M, (voir l’exemple 6), 
et M,, M, sont les composantes connexes de l’ensemble 1. 

8. L'ensemble M de tous les nombres rationnels, envisagé comme 
sous-espace de R!, est non connexe (démontrerl). 


1.2. Sous-ensembles connexes d’un groupe topologique, groupes 
topologiques connexes. Un sous-ensemble S d’un groupe topologi- 
que G est dit connexe si S est un sous-ensemble connexe de l’espace 
topologique G. 


I. Si S est un sous-ensemble connexe du groupe topologique G, 
alors l'ensemble S-1, ainsi que les ensembles g,S, Sgo, g5'Sgo, pour 
chaque g, € G, sont connexes. 

En effet, S-1 » LoSr SEor Es SL, Sont connexes en tant qu’ 
continues de l'ensemble connexe S par les de rTes g— g”! 

E — Lol, EL —+ LE £ —+ L'££o respectivement (II, 1.1 


II. Si S,, So, ..., Sh sont des sous-ensembles connexes d'un 
groupe topologique G, alors l'ensemble S,5S, ... Sn est connexe; 
en particulier, si S est connexe, S" l’est aussi (pour tous lesn = 1,2, ...). 

Démonstration. La correspondance {g,, ge, ..., ge.) — 
—+ Li£e - - : En eSt une application continue du produit topologique 
S, X S, X...Xx Sn Sur SiS 3e S,. Remarquant que S, X 
X 92 X . 5h est connexe (XII, 4. 1), son image continue $,$, 

.S, l'est également (II, 1.1). En particulier, pour $, — S, = 
— $, nous obtenons que S" est connexe lorsque S est connexe. 

Un groupe topologique G est connexe si l’espace topologique G 
est connexe. Dans le cas contraire, le groupe G est appelé non con- 
nexe:; en vertu de VIII, 1.1, G est alors réunion des composantes 
connexes disjointes que l’on peut décrire de la manière suivante. 


III. La composante connexe K de l'élément neutre d'un groupe 
topologique G est un sous-groupe distingué fermé du groupe G. 
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Démonstration. Si gE XX, alors g°! À est connexe et con- 
tient gg —e; par conséquent, g''À € K pour chaque g € À. 
Cela signifie que À est un sous-groupe du groupe G, fermé en vertu 
de ITT, 1.1. En outre, l’application g —+ g'gg, est un homéomorphi- 
sme de G sur G qui envoie e dans g,'gg, —e. Par conséquent, &'X£g, 
est un ensemble connexe contenant e et donc g'Xg € K pour chaque 
£o € G. Cela signifie que X est un sous-groupe distingué du groupe G. 


[V. La composante connexe de chaque élément g, € G est de la 
forme £oX — K£0- 

Cette assertion se déduit immédiatement du fait que l’applica- 
tion g —+ gg est un homéomorphisme de G sur G qui applique e 
sur £o- 


V. Si Gest un groupe topologique connexe et V un voisinage de 


l'élément neutre de G, alors G — Ù v". 


n—=1 


Démonstration. Posons M — |} V”. Il est évident que 
l 


M = © et, étant la réunion d’ouverts Pr. il est ouvert. D'autre 
part, MC MV = LU VV M. D'où l'on tire À = M, i.e. M 


n-={ 
est fermé. Si M = G, alors M et GX M forment une partition de 
l'espace G en ensembles disjoints fermés non vides, ce qui contredit 
la connexité de G; par conséquent M = G. 


VI. Si G est un groupe topologique connexe et N un sous-groupe 
distingué discret de G, N est contenu dans le centre du groupe G. 


Démonstration. Soit rz un élément de V. Envisageons 
l'application q du groupe G dans À définie par la formule œ (g) = 
— gng”!. Comme œ est continue et le groupe G connexe, l’ensemble 
 (G) est connexe. D'autre part, @ (G) € N, donc œ (G) est discret. 
Par conséquent,  (G) est constitué par un seul élément. Puisque 
p (e) = r, on a p@(g) = nr pour tous les g € G. Ainsi, gng-! = n, 
gn = ng pour tous les rnEN,gEG, i.e. N est contenu dans le 
centre du groupe G. 


EXEMPLES 

1. Les groupes R!, C!, R", C” sont connexes puisque les espaces 
topologiques R!, C!, R", C" le sont (voir les exemples 1 à 4, 1.1). 

2. Le groupe multiplicatif R, est non connexe, ses composantes 
connexes sont RS (la composante contenant 1) et R, l’ensemble de 
tous les nombres réels négatifs (la composante contenant —1). 

3. Le groupe multiplicatif C, est connexe (voir l’exemple 5, 1.1). 
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4. Le groupe X,. Désignons par X, l’ensemble de toutes 
les matrices complexes de la forme 


ki O O0  ... 0 


ka: kne kns “ose kan 


où tous les k;; sont non nuls. On vérifie immédiatement que X, 
est un groupe relativement à la multiplication usuelle des matrices, 
de sorte que X, est un sous-groupe du groupe GZ (n, C). Nous sup- 


poserons que X,, est muni de la topologie induite par celle du groupe 
GL (n, C). 


VII. X, est un sous-groupe fermé du groupe GL (n, C). 
En effet, X, est l’ensemble des seules matrices g € GL (n, C) 
qui vérifient les conditions 


gn = 0 pour j < |; 


les g,, étant des fonctions continues sur GL (n, C), notre assertion 
découle directement de I, 1.8, chapitre III. 


VIII. Le groupe K, est connexe. 

En effet, les paramètres k;,, ! << j, des éléments du groupe K, 
parcourent indépendamment l’un de l’autre l’ensemble C!, tandis 
que les k;; parcourent C;, indépendamment l’un de l’autre et des 
kr, L << j. D'où l’on tire, en comparant les topologies, que l’espace 
topologique K, est homéomorphe au produit topologique de nr (n—1)/2 
copies de l’espace C! et de » copies de l’espace C!. Puisque C!' et C, 
sont connexes, X, le sera aussi d’après XII, 1.1. 

5. Le groupe D,. Désignons par D, l’ensemble de toutes 
les matrices diagonales 


10 ... 0 


0 0 à, 


qui vérifient la condition det ô = À, ... À, = 0. Il est évident 
que D, est un sous-groupe fermé du groupe GL (nr, C). Nous suppo- 


sons que D, est muni de la topologie induite par celle du groupe 
GL (n, ©). 


IX. Le groupe D, est connexe. 

En effet, l’espace topologique D, est homéomorphe au produit 
topologique de n copies de l’espace Ci. Puisque C,; est connexe, notre 
assertion découle de XII, 1.1. 
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6. Le groupe U(n). Nous nous servirons du lemme simple 
suivant. 


LEMNE 1. Chaque matrice u E U (n) peut être représentée sous 
la forme u = e", où h est hermitienne. Réciproquement, chaque matrice 
eh, où h est hermitienne, est une matrice unitaire. 

Démonstration. Chaque matrice u € U (n) peut être 
ramenée à la forme diagonale par une transformation unitaire, i.e. 


ein ... 0 


où vEUI(n). et les p1, ..., , sont réels. Posons 
OP: 02:30 


0 O0 ... à 


Alors k est hermitienne et, évidemment, u == e*. Réciproquement, 
siu = e*, où h est hermitienne, on a u* — e-Ÿ* ct u*u — uu* — e. 


X. Le groupe U (n) est connexe. 

Soient u, — ei, u, — eï"2, où les matrices h,. k, sont hermi- 
tiennes. Posons k — th, + (1 — t)h,, où 0OStI<1, u (t) — ein — 
— githi+ill-fh2, Alors u (t), 0OSt<1Â, est une courbe continue dans 
U (n) qui joint u, à u.. Ainsi deux points quelconques de L (n) 
peuvent être joints par une courbe continue dans U (n); par con- 
séquent, U (n) est connexe. En particulier, U (1) est connexe; 
ceci est d’ailleurs évident car l’espace topologique sous-jacent au 
groupe Ü (1) est homéomorphe au cercle. Les groupes F, .7 ! et 
SO (2. R) sont topologiquement isomorphes à Ü (1) et sont donc 
connexes. 

7. Le groupe SU (n). 


XI. Le groupe SU (n) est connexe. 

En effet, le produit topologique direct SU (n) X U (1) est homéo- 
morphe (voir V, 1.2, chapitre IV) au groupe connexe U (n) (voir X); 
il est donc connexe. En vertu de XII, 1.1, on en tire que SU (n) 
est connexe. 

8. Le groupe SO(3, R). Désignons par J le produit topo- 
logique (0, 2x] X (0, 2x] X [0, x]; il est connexe en tant que 
produit topologique d’'ensembles connexes (à savoir de segments, 
cf. Let XII, 1.1). D'autre part, SO (3, R) est une image continue 
de l’espace Z; ceci découle immédiatement de la formule (1.2.20) 
du chapitre IV. Par conséquent: 


17-0883 


258 REPRÉSENTATIONS DES GROUPES CONNEXES RÉSOLUBLES [CH. V 


XII. Le groupe SO (3, KR) est connexe. 

9. Le groupe © (3, KR). La fonction f (g) — det g étant continue 
sur GL (n, C), sa restriction à © (3. KR) est également une fonction 
continue. Mais sur © (3, R) la fonction det g prend seulement deux 
valeurs det g = 1 et det g — —1; par conséquent, 


XIII. Le groupe O (3, KR) est non connexe. 

Le groupe SO (3, R) est connexe; il est contenu dans © (3, R). 
Si det g — —1 et det g, — —1, alors det gi!g — À et donc gg € 
€ SO (3, R). Par conséquent 


{g: det g = —1} = g,S0 (3, R). 
D'où l’on tire: 

XIV. Le groupe O (3, KR) est réunion de deux ensembles connexes 
SO (3, R) et goSO (3, R), où go est un élément quelconque pour 
lequel det g, = —1; par conséquent SO (3, KR) est la composante 
connere de l'élément neutre du groupe O (3, R). 


EXERCICE. Etudier la connexité des groupes O(n, R), SO(n, R), 
O (n, C), SO (n, C). 

10. Le groupe GLin, C). Démontrons préalablement le 
lemme suivant: 


LEMNE 2. Chaque matrice g€EGLin, C) peut être représentée 
sous la forme 


g—=ku, où kEK,, uEU (n). (1.2.1) 


Démonstration. Envisageons les lignes de la matrice 
g comme des vecteurs de C”". Puisque det g 0, ces vecteurs sont 
linéairement indépendants. Appliquons le procédé d’orthogonalisa- 
tion : multiplions {g,1, .- .- ., £mn)} par un facteur k,, tel que le vecteur 
obtenu, que nous désignerons par {u,,, ..., u,,}, soit normé. Pre- 
nons ensuite la combinaison linéaire des vecteurs {g,1, - . ., £in} et 
{Las + - -» Len} avec des coefficients k:,, k.. tels que le vecteur 
obtenu, désignons-le par {u,,, . .., u»,}, Soit normé et orthogonal 
à {u,,, . -., un}. En répétant ce raisonnement, nous obtiendrons 


kg = u, (1.2.2) 


où ÆE K,, tandis que les lignes de la matrice u sont normées et 
orthogonales deux à deux; par conséquent, u € U (n). Mais l’on 
déduit de (1.2.2) que g = k-lu, où k€ K,, u E U (n), mais c'est 
justement une décomposition de la forme (1.2.1). 

La décomposition (1.2.1) s'appelle décomposition de Cramer. 


XV. Le groupe GL (n, C) est connexe. 

En effet, d’après le lemme 2, GL(n, C) = K,U (n), et notre 
assertion découle de II, puisque X, et U (n) sont connexes. 

11. Le groupe SL (n, C). 
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XVI. Le groupe SL (n, C) est connexe. 

Démonstration. Le groupe GL (n, C) est homéomorphe au 
produit direct GL (1, C) X SL (n, C) = Ci x SL (n, C) (cette asser- 
tion se démontre de même que V de 1.2, chapitre IV). Puisque 


GL (n, C) est connexe, notre assertion se déduit immédiatement 
de XII, 1,1 


$ 2. Groupes résolubles et nilpotents 


2.1. Commutateur algébrique. Soit G un groupe. On appelle 
commutateur des éléments g:, g: EG le produit g,gg'g'; si 
EiLoi 82 — e, alors évidemment g,g, — £g,£ 

On appelle commutateur algébrique K, (S.. S:) de deux ensem- 
bles S,, S, & G le sous-groupe algébrique minimal du groupe G 
engendré par tous les commutateurs de la forme g,g,g'g.", g, € S, 
£a ES+. En particulier, X, (G, G) s'appelle commutateur algébrique 
du groupe G; on le note G. 


I. Le commutateur algébrique G,; d'un groupe G est son sous-groupe 
distingué; le groupe quotient G/GS est commutatif. 

Démonstration. Chaque élément EG est de la 
forme: h — gig8:8, 8" . - . Bon-18on£2n-1£82n. D'où l’on tire pour 
chaque g EG: 


g'hg = (87818) (87828) (87818) (7828) - .. 

: (87 8on-18) (87 Ben8) (87 Ben-18) 7" (8 'Een8) * € Ga; 
par conséquent, G est un sous-groupe distingué du groupe G. Sup- 
posons en outre que & 2 E G/G,, et soient g,, g: des sepresntents 


des classes gi g: respectivement. Alors la classe | B82Ei Ig,! con- 
tient g:Lo81 82 € Ga et coïncide donc avec G; — — €, où e est l’élé- 


ment neutre de G/G;. Cela signifie que gi£e = £e8i. 


2.2. Groupes algébriquement résolubles et groupes algébriquement 
nilpotents. Pour un groupe donné G construisons deux suites: 


GG, GG! dis GC 0), 2. 0.21) 
G'I=K,(G G)=G, GE K, (G, Cu, .., GE 
—=kK,(G,G-1,... (2.2.9 


Le groupe G£{” est appelé dérivée algébrique n-ème du groupe G. 
Il est évident que 


84 


GE = GE). (2.2.3) 
Le groupe G est dit algébriquement résoluble si pour un certain rnona 
GT = {e}, (2.2.4) 
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et le nombre minimal nr pour lequel on a (2.2.4) s'appelle rang du 
groupe résoluble G. Pour n = 1 le groupe G est commutatif, de 
sorte que les groupes résolubles sont des généralisations naturelles 
des groupes commutatifs, et le rang d’un groupe résoluble caractérise 
son degré de non-commutativité. 

Le groupe G est dit algébriquement nilpotent si pour un certain nr 


on a 
GL'1 = fe). (2.2.5) 


I. Chaque groupe algébriquement nilpotent est algébriquement réso- 


luble. 
En effet, si G est algébriquement nilpotent, on a pour un cer- 


tain nr, en vertu de (2.2.3) et (2.2.5), 
GE GT = {e}, 


par conséquent, GE = {e}. Si G est algébriquement résoluble, 
alors il est évident que chacun des groupes G{" l'est également, 


et si G est algébriquement nilpotent, alors chacun des groupes Gl1 
est algébriquement nilpotent. 


II. Chaque sous-groupe H d'un groupe G algébriquement résoluble 
(nilpotent) est algébriquement résoluble (nilpotent). 
Cette assertion découle des relations évidentes 


H°° a tu H) _. Gt] 
(voir la démonstration de la proposition ]Ï). 


2.3. Commutateur d’un groupe topologique. Soit G un groupe 
topologique. On appelle commutateur K (S,, S.) de deux ensem- 
bles S,, S, € G le sous-groupe fermé minimal du groupe G qui 
contient tous les commutateurs 


BiBa8r 8 HE Sn 82€ Se 
De cette définition et de 2.1 on tire immédiatement que 
X (S:, Se) = Ka (Si, Se) © Ko (Si, Se). (2.3.1) 


En particulier, le commutateur Æ (G, G) s'appelle commutateur du 
groupe G; on le désigne par G’; dans ce cas (2.3.1) s'écrit sous la 
forme 


G'=6G;, >6G;. (2.3.2) 


I. Le commutateur G’ d'un groupe G est un sous-groupe distingué 
fermé de G, et le groupe quotient G/G° est commutatif. 

Démonstration. En vertu de (2.3.2), G’ est l’adhérence 
du sous-groupe distingué et donc c’est un sous-groupe distingué 
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fermé du groupe G. La démonstration de la commutativité du groupe 
G/G” est la même que celle du groupe G/G; dans Ï, 2.1. 


IT. Soient S,, S, deux sous-ensembles connexes d’un groupe topolo- 
gique G ayant un élément commun, alors: 1) K, (S,, S.) est connexe; 
2) K'(S,, S:) est connexe. 

Démonstration. Posons 


Sia = (giBoi gr, LE S1, Le C Se}; (2.3.3) 
Ses — (gat1gz 81 81 ES1, L2C So}, (2.3.4) 
S=S y So. (2.3.5) 
Evidemment 
Say = et Sie — Si. (2.3.6) 


La correspondance {£,, g.} — g,8,:£8,'g" est une application continue 
de l’espace S, XS, sur S,, ; par conséquent, S,, est une image conlinue 
de l’espace connexe S, X S$, (voir XII, 1.1) et donc S,, est connexe. 
On démontre de même que S., est connexe. 

Soit £o un élément commun quelconque de S, et S.; alors S,, 
et S:, contiennent e (voir (2.3.3) et (2.3.4) pour g, = £ge = £o): 
donc S = S,,  S:, est connexe (VI, 1.1). Mais en vertu de I, 1.2, 
chapitre I 


Ka (Su S)= Ù S”, (2.3.7) 

n=i 
où chaque S”" est connexe (II, 1.2) et S = Sie S° &... Donc 
S'NSTSSE GS (2.3.8) 


et la réunion X, (S,, S.) de tous les S” est connexe en vertu de 
(2.3.8) et de VI, 1.1. Mais alors X (S,, S.) est également connexe 


en tant que l’adhérence X, (S,, S.) de l’ensemble connexe X, (S,, S.) 
(voir (2.3.1) et V, 1.1). 


2.4. Groupes topologiques résolubles et groupes topologiques 
nilpotents. Pour un groupe topologique donné G, construisons deux 
suites 


GM2G, G?=(6), ..., Ge (Gm 0), ... (2.4.1) 
GIE X(G, G)=G, GX (G, cl) ..., 
=K(G,G!"-'1,... (2.4.2) 


Le groupe G‘” s'appelle dérivée n-ème du groupe G. On a évidemment 
GI = GO), (2.4.3) 
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et 
cel, cc, (2.4.4) 


(voir (2.3.1)). 
Un groupe topologique G est dit résoluble si pour un certainnona 


GM = {e}, (2.4.5) 


et le nombre minimal nr pour lequel (2.4.5) est vérifié s'appelle 
rang du groupe résoluble G. Un groupe topologique G est dit semi- 
simple s’il ne contient aucun sous-groupe distingué résoluble con- 
nexe fermé, autre que {e}; G est dit simple s’il ne contient aucun 
sous-groupe distingué fermé différent de G et de {e}. Un groupe topo- 
logique G est dit nilpotent si pour un certain nr on a 


GI = {e}. (2.4.6) 
I. Chaque groupe topologique nilpotent est résoluble. 


II. Chaque groupe topologique résoluble (nilpotent) est également 
algébriquement résoluble (algébriquement nilpotent). 


III. Tout sous-groupe résoluble (nilpotent) d'un groupe topologique 
est résoluble (nilpotent). 

La démonstration de ces propositions est analogue à celle de la 
proposition Î (voir également II) de 2.2; cf. (2.4.4). 


EXxERCICES. Démontrer que: 

1. Le groupe quotient d'un groupe résoluble par chacun de ses 
sous-groupes distingués fermés est résoluble. 

Indication. Démontrer que l’homomorphisme canonique : 
GG— G/H applique chaque dérivée G#) (resp. G‘*) dans G£° (resp. 
G). 

2. Si H est un sous-groupe distingué fermé (algébriquement) réso- 
luble d'un groupe G et si le groupe quotient G/H est résoluble, alors G 
est également résoluble. 

Indication. Soit k le rang du groupe G/H; démontrer 
que G% © H. 

3. Le groupe G est résoluble si et seulement si on peut trouver: 

a) un sous-groupe distingué commutatif fermé H, dans G, 

b) un sous-groupe distingué commutatif fermé H, dans G, = G/H,, 

c) un sous-groupe distingué commutatif fermé H, dans G,; — 
— G;/H, etc., et qu'après un nombre fini (m) d'étapes, on ait Gn = 
= {e}. 

. dication. Soit k le rang du groupe G. Poser H, — 
— G*-b et procéder par récurrence sur k, en se servant des propo- 
sitions des exercices 1 et 2. 

4. Le groupe K, est résoluble. 
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Indication. Poser 


{ 1 0 .. 0 0 
O 1 "0 (0 
Hi ho =llss serre ssss : 
O0 ssl 0 
ka: kne er ka, n-1 ki,n 
1 (9 “se 0 0 
0 1 6-0 (® 
th hall 2 aies un ea 
0 (® CS | 0 
kn-1,1 ka. re hic kn-1. n=1 


etc., et appliquer l’assertion de l'exercice 3. 

9. Le groupe quotient d'un groupe nilpotent par chacun de ses 
sous-groupes distingués fermés est nilpotent. 

6. Si H est le centre du groupe G, et G/H est nilpotent, alors G 
est nilpotent. | 

7. Un groupe G est nilpotent si et seulement si : G possède un centre 
non trivial H,, G, = G/H, possède un centre non trivial H,, G;, = 
— G/H, possède un centre non trivial H,, etc., et après un nombre 
fini (m) d'étapes, on a Gn = {e}. 

8. Toutes les matrices z de la forme 


L25..: 2% 

0 1 PTE 
z 

0 0 1 


constituent un groupe nilpotent. 

9. Le groupe K, n'est pas nilpotent (mais il est résoluble, voir 
l'exercice 4). 

10. La dérivée d'un groupe résoluble est nilpotente. 

11. Démontrer les assertions analogues à celles des exercices 1 à 9 
pour les groupes algébriques. 


Indication. Envisager les groupes algébriques comme les 
groupes topologiques munis de la topologie discrète. 


$ 3. Théorème de Lie 


3.1. Théorèmes fondamentaux sur les représentations des groupes 
résolubles connexes. 


THÉORÈME { (théorème de Lie). Chaque représentation irréduc- 
tible de dimension finie T: g—>T (g) d'un groupe algébriquement 
résoluble G est unidimensionnelle. 
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Démonstration. Démontrons l’assertion du théorème par 
récurrence sur le rang du groupe. Si G est de rang 1, alors G est 
commutatif (voir I, 2.1) et l'assertion découle du lemme de 
Schur (voir le corollaire dans 2.2, chapitre I). Supposons 
que l’assertion du théorème a déjà été démontrée pour les grou- 
pes algébriquement résolubles de rang <7n — 1; démontrons 
cette assertion pour le groupe de rang nr. Posons H = G;. Alors H 
est connexe (II, 2.3) et algébriquement résoluble de rang < n. 
Soit T: g—> T (g) une représentation irréductible de dimension 
finie du groupe G dans l’espace ZX, et soit k — T (h) la restriction 
de la représentation 7 au groupe }. En vertu de Ï, 2.1. chapitre I, 
il existe dans À un sous-espace X’, sur lequel k — T (h) est irréduc- 
tible. Mais alors, en vertu de l'hypothèse de récurrence, X, est 
unidimensionnel. Soit x, E À,, x 0. Alors T'(h)x, € X1. i.e 


T(h)z = A (h)zy, hEH, (3.1.1) 
où À, (k) est une fonction numérique sur H, continue sur A par 
suite de la continuité de T7. Désignons par À4, À+, . ... À, toutes 


les fonctions distinctes sur À qui vérifient la condition 
T'(h)z;=Àh;(h)z;,, hEH, j=1,...,7r, (3.1.2) 


pour un certain x; # 0, x; € X. Puisque dim À << o,iln’y : qu'un 
nombre fini de tels x; et donc de tels À;; posons À = {À,, Às, . .. 

.., À,} et munissons À de la topologie discrète. Désignons par 
Y, l’ensemble de tous les y € Y qui vérifient la condition 


T(h)y=h()y, hEH; (3.1.3) 
en vertu de (3.1.1), Y’, est un sous-espace de X, différant de (0). 
Notons maintenant que g-'hg € H, quels que soient g€G, hE€H, 
car H est un sous-groupe distingué de G (I, 2.1); par conséquent, 
(3.1.3) est appliquable à g-'hg: 


T (g'hg)y=h(g thg)y, hEH, yEYs (3.1.4) 
1.0. 


T (8) TG) T (8) y = à (g7"hg) y, (3.1.5) 
TR)T (y = M UR)T (8%, yYyEY:, 


où l’on a désigné 
lg () = h (g7*hg). (3.1.6) 


On déduit de (3.1.5) que À,, (k) € A. Mais la fonction g — À, (k) — 

— À, (g-'hg) est continue sur G; par conséquent k — À,, (h) est 
une ‘application continue du groupe G dans A. En effet, l’image 
inverse d’un point, et donc de tout sous-ensemble de A. est fermée 
dans G. Vu que G est connexe et À est discret, l’image du groupe G 
par l'application g—+ À, (h) sera un point unique (XI, 1.1), i.e. À, (h) 
ne dépend pas de g. D'où l'on obtient À (k) — Àg (A) = À (h) 
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et la deuxième des égalités (3.1.5) se met sous la forme 


Th) T(9y=h(h)T(g y, yEY:, 8EG hkEH. (3.17) 


Mais (3.1.7) signifie que Y est invariant relativement à tous les 
opérateurs T (g), g € G. Puisque Y, (0), tandis que T est irre- 
ductible, on a Y, = X, de sorte que (voir (3.1.3)) 


T(h}z=h(h)z pour zE À. (3.1.8) 
D'où l’on tire 
det T (h) = (4, (h))", où m = dim X. (3.1.9) 


D'autre part, pour hk = g,g,g;'g:", 
det T (h) = det (T (g1) T (ge) T (8°) T (8) = 1 
et en vertu de (2.3.7) 
det T (k) = 1 pour tous les h € H. (3.1.10) 


En comparant (3.1.9) et (3.1.10), nous voyons que (4, (h))" = 1, 
de sorte que les valeurs possibles de la fonction À, (k) sont les élé- 
ments de l’ensemble € — {e, = 1, €,, 8e, ... ., Em}. D'où, en se 
servant à nouveau de la continuité de la fonction À, (h), k€ H, 
de la connexité du groupe Æ et du fait que l’ensemble £ est discret, 
on déduit que À, (k) ne dépend pas de , de sorte que À, (h) = À (e) = 
— 1 (voir (3.1.1). D’où l’on tire, à l’aide de (3.1.8) que T (k) = 1. 
En particulier, pour h — g;gg,'g' on obtient 


T (g182g 85") = 1, T (8) T (g2) T (g)7°T (ge) = 1. 
Par conséquent, 
T (81) T (82) = T (82) T (gi), 


i.e. tous les opérateurs T (£g), g € G, sont permutables entre eux. 
Mais alors on déduit de l’irréductibilité de la representation g — 
— T (g), g€ G,et du lemme deSchur que À est unidimensionnel 
(voir le corollaire dans 2.2, chapitre Î), et le théorème est démontré. 


THÉBOREME 2. Si T: g—>T (g) est une représentation de dimen- 
sion finie d’un groupe connexe algébriquement résoluble G, alors l’espace 
X de cette représentation contient un vecteur x, =£ O qui est un ‘ecteur 
propre commun à tous les opérateurs T (g). 

Démonstration. L'espace À contient un sous-espace 
X, + (0) invariant relativement à tous les opérateurs T (g), g € G. 
La représentation T |x, est irréductible sur X, (voir I, 2.1. chapi- 
tre I[). En vertu du théorème 1, X, est unidimensionnel. Supposons 
que z, 5 0 est un vecteur de À. Alors T (g) xo € À, i.e. 


T (g) xo = À (g) zx, pour tous les gE€G, 
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où À (g) est une fonction numérique sur G. Mais cela signifie juste- 
ment que x, est un vecteur propre commun à tous les T (g), g€G. 


REMARQUE. Les assertions des théorèmes 1 et 2 sont généralement 
fausses pour les représentations de dimension infinie. 


3.2. Corollaires des théorèmes fondamentaux. 
COROLLAIRE 1Â. Toute représentation irréductible de dimension 


finie T: g— T (g) d'un groupe résoluble connexe G est unidimension- 
nelle. 


CoROLLAIRE 2. Si T: g— T (g) est une représentation de dimen- 
sion finie d'un groupe résoluble connexe G, alors l'espace X de cette 
représentation contient un vecteur xzo 5 Ô qui est un vecteur propre 
commun à tous les opérateurs T (g). 

Vu que chaque groupe topologique résoluble est également algé- 


briquement résolubie (11, 2.4), les deux assertions se déduisent des 
théorèmes 1 et 2. 


ExERcICE. Démontrer que dans l’espace d’une représentation de 
dimension finie d’un groupe connexe algébriquement résoluble, on 
peut choisir une base telle que les matrices de tous les opérateurs 
de la représentation sont triangulaires relativement à cette base. 


CHAPITRE VI 


REPRÉSENTATIONS DE DIMENSION FINIE 
DU GROUPE LINÉAIRE GÉNÉRAL 


Les représentations irréductibles de dimension finie d'importantes 
classes de groupes se construisent de même que pour le groupe GL (n, C). 
Nous exposons d’abord le procédé de construction sur l’exemple 
le plus simple du groupe GL (n, C). Partout dans ce chapitre G 
désignera le groupe GL (n, C). 


$ 1. Quelques sous-groupes du groupe G 


1.1. Le groupe K. Désignons par X *) l’ensemble de toutes les 
matrices 


ki, 0 0 
k — Fes hes 3 k11 7 0, PES knn 0, 
ka kne se kan 


Æ est un sous-groupe résoluble connexe fermé du groupe G. 


1.2. Le groupe IH. Désignons par À l’ensemble de toutes les 
matrices k de la forme 


LIT Rio .….. Rhin 


h = A ’ h1Z0, ..., han Æ 0. 


I. H est un sous-groupe résoluble connexe fermé de G. 

Il est évident que À s'obtient de X par passage aux matrices 
transposées; par conséquent, H est un sous-groupe résoluble con- 
nexe fermé du groupe G 


*) Pour simplifier les notations, nous écrivons partout dans ce chapitre A 
à la place de X, (cf. l'exemple 4, 1.2, chapitre V). 
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1.3. Le groupe D. Désignons par D l'ensemble de toutes les 
matrices diagonales 


A4 0... 0 
s—|0 0 
0 O0... A, 


Il est évident que D est un sous-groupe connexe fermé du groupe K, 
et donc du groupe }X. Il est évident également que D est commutatif. 


I. D est isomorphe au produit direct de n copies du groupe C;. 
Notons également la relation évidente 


KNH=D. (1.3.1) 


1.4. Le groupe Z_. Désignons par Z-_ l’ensemble de toutes les 
matrices de la forme 


1 0 0 ...0 
1 


Cn1 Cn2 Cn3 ES | 


où les y, j > l, sont des nombres complexes arbitraires. On vérifie 
immédiatement que Z_ est un groupe. Il est évident que Z- est un 
sous-groupe connexe fermé du groupe À’, et donc également du groupe G. 


1.5. Le groupe Z,. Désignons par Z; l’ensemble de toutes les 
matrices de la forme 


À Zis Zi Zin 
eus | 
00 0 1 


où les zy, j << l, sont des nombres complexes arbitraires. On vérifie 
facilement que Z., est un groupe. Il est évident que Z; est un sous- 
groupe connexe fermé du groupe G et 


K N Z+ = {e}, (1.5.1) 
où e est la matrice unité. 


I. Les applications & — "C6, z —+ Ô-1zô sont des automorphismes 
des groupes Z_ et Z* respectivement. 

En effet, en multipliant les matrices, nous voyons que les élé- 
ments £g»4 des matrices ô-1£6 et Ô-!zô s’obtiennent à partir des élé- 
ments correspondants des matrices & et z en les multipliant par 
À A; d'où l’on tire notre assertion. 
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1.6. Décomposition des éléments du groupe K. 
I. Chaque élément k du groupe K peut être représenté de manière 
unique sous la forme 


k = Ô&, GED, LEZ., (1.6.1) 
et également sous la forme 
k = ©ô, ÔED, LEZ. (1.6.2) 
Démonstration. L'égalité (1.6.1) est équivalente au systè- 
me d'équations 
kpq = Apbpar PQ. (1.6.3) 
Pour g = p. on obtient de (1.6.3) 
Àp = Kpp; (1.6.4) 
et, par conséquent, lorsque qg << p, on obtient de (1.6.3) 
Cpq =. kpa/kpp- (1.6.5) 


Ainsi le système possède une solution et une seule. Ceci démontre 
l’assertion qui concerne (1.6.1); l’assertion concernant (1.6.2) se 
démontre d’une manière analogue, et dans la formule (1.6.2) on a 


Àp = Épps Opq = Kpq/Kga- (1.6.6) 
1.7. Décomposition des éléments du groupe H. 


I.Chaque élément h du groupe H peut être représenté de manière 
unique sous la forme 


h = Ôz, ÔED, zEZ,, (1.7.1) 
et également sous la forme 
h = :0, ÔED, :E€Z,.. (1.7.2) 


La démonstration est analogue à celle de la propo- 
sition Ï, 1.6 (les formules (1.7.1), (1.7.2) s’obtiennent de (1.6.1), 
(1.6.2) en passant aux matrices transposées); on aura alors dans 
le cas de (1.7.1) 


tandis que dans le cas de (1.7.2) 
Àp = Rpps 2pa = Rpalliaa- (1.7.4) 


ExERcICE. Démontrer que H‘Ÿ — Z,, K'1 — Z.. 
Indication. Se servir des propositions I de 1.6 et 1.7. 


1.8. Décomposition de Gauss. Posons pour g€G 


Bai --. Bi 
A (g) =| ee... . (1.5.1) 
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La matrice g € G est dite régulière, si 

Lg ÆO, IÎ=1,...,n; (1.8.2) 
elle est non régulière dans le cas contraire. IÏl est évident que les 
matrices régulières g forment un ensemble ouvert dans G (dési- 


gnons-le par Gxz#), tandis que les matrices non régulières forment 
dans G un ensemble de plus petite dimension. 


I. Toute matrice régulière g € G peut être représentée de manière 
unique sous la forme 


g—=kz, kEK, z€Z. (1.8.3) 
Démonstration. Trouvons un élément z € Z+ tel que 
g € K. (1.8.4) 


Puisque Zpo = 0 pour p > gq, Zpp — 1, tandis que k,, — O0 pour 
p <q, la condition (1.8.4) est équivalente au système d'’égalités 
g-1 
à Lps2sq + Eng = 0 Si PL. (1.8.5) 


Pour un g>1 donné et p=1,2,..., qg — 1, les égalités 


(1.8.5) forment un système d'équations relativement à Z19, + - -; 2q_1.q- 
Son déterminant coïncide avec À, (g); il est donc différent de zéro 
en vertu de la régularité de la matrice g; par conséquent, le système 
(1.8.5) possède une solution unique. Cela signifie qu’il existe un 


élément z € Z, tel que gz = kE K; d’où l'on tire g — kz-1 = kz, 
où l’on a noté z — z-!. Ceci démontre l’existence de la décomposi- 
tion (1.8.3). Admettons maintenant que 

£g — kz — k121, où k, k; € K, 2, 2] € Z+. 


Il vient kz = k,z,, k=1k, = 27! € K MN Z+ = {e} (voir (1.5.1)). Ainsi 
k"1k, =e, 2z;! —e; par conséquent k — k,, z — z,. Ceci démontre 
l’unicité de la décomposition (1.8.3). La formule (1.8.3) s'appelle 
décomposition de Gauss *). En combinant maintenant cette assertion 
avec la proposition Î de 1.6, nous obtenons: 


II. Chaque matrice régulière g € G peut être représentée de manière 
unique sous la forme 


g E ÔEz, ED, CEZ., zEZ4+, (1.8.6) 
et également sous la forme 
g = Côz, GED, CEZ., zEZ1. (1.8.7) 


*) Gauss appliqua cette décomposition à la résolution par ,écurrence des 
systèmes d'équations linéaires. 
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Les décompositions (1.8.6) et (1.8.7) s'appellent également décom- 
positions de Gauss. 

Trouvons des formules qui expriment les éléments des matrices k 
et z dans (1.8.3), ainsi que les éléments des matrices 6, & et z dans 
(1.8.6) et (1.8.7) par les éléments de la matrice g. 


. “Dis.sress D 
Designons par g # Fm ss. EE Pm AL... Cm 
; . m 


le mineur constitué des éléments de la matrice g qui se trouvent 
à l'intersection des és de numéros p,, ..., Pm avec les colonnes 
de numéros gq,, ... 

Lorsqu' on multiplie la matrice g à droite par z, on ajoute à la 
première ligne une combinaison linéaire des lignes suivantes, à la 
deuxième ligne une combinaison linéaire des lignes qui suivent 

: : Pis - Pm ; 
celle-ci, etc. ; le mineur g , : ne sera pas changé par une 
tee. Im, 
telle multiplication, i.e. il doit être égal au mineur identique de la 
matrice k dans la formule (1.8.3). En particulier 


ki 0 0 
ko Ka CCE] 0 
Am (8) = oo = kiskie Kram (1.8.8) 


kr: kme ee km 


et pour p>gq 
k,a 0 0 .….. 0 
k p+i sé ï) : k,+1. Q ki, p+1 (0) 0 __ 
g p+i...n |................. 
Knaq k, pt1 ka, p+2 kan 


ka p+1. p+i -.: Ru: (1 8.9) 
On tire de (1.8.8) que 


___ Am (g) _ 1 8.10 
kom = . m—=2,...,n, (1.8.10) 
ki1 = Ai (8), (1.8.11) 
et alors on obtient de (1.8.9) 
pp+i...n p p-+i n 
AT ( ) 
_ g p+i ...n _. g p+i n 12 
knq = Kp+1, p+1 +. knn = Ar (8) A p (&) Li ) 
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En combinant (1.8.10)-(1.8.12) avec (1.6.4)-(1.6.6), nous obtenons 
pour & et Ô dans (1.8.6): 


Am= 208), m—2,...,n: AM—=Ai(g: (1.813) 


Am-1 (8) ” 
( p+1i ... 7) os 
L'us -1 (8 
ne — RE EE, pe. (1844 


Enfin, en appliquant au deuxième membre de (1.8.3) la règle de 
multiplication des mineurs, nous obtenons pour p << g: 


è 2 SD Pin 
814192... p—1 qg) 


ki 0 ... 0 ip 
ko ko... 0 ri. 
- SE EE — À, (&) Zpqs 
SE TE à JO 2. 1 Zp-1, q 
koi ko . Kpp 0 O0 0 Zpq 
d'où 
12.352 pp 
e(, 2 ... p—1 ) 
Zpa TE (1.8.15) 
Ainsi, 


III. Les éléments des matrices k, z, Ô, & dans les décompositions 
(1.8.3) et (1.8.7) s'expriment par les éléments de la matrice g suivant 
les formules (1.8.10) à (1.8.12), (1.8.13) à (1.8.15); par conséquent, 
les éléments des matrices k, z, Ô, & dans ces décompositions sont des 
fonctions rationnelles des éléments de la matrice g. 


REMARQUE. Dans certains cas il est commode d'envisager X 
comme le groupe de toutes les matrices 


Rs )9 fers in | (1.8.16) 
0 O0 kan 
Z+ comme le groupe de toutes les matrices 
1 0 33 0 
es OR | (1.8.17) 


Zn1 Zn ee 4 
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et Z_- comme le groupe de toutes les matrices 


1 Cie Ha Ne Lin 
+ (18.18) 
0 0 1 


Pour de tels X, Z+, Z_ (et pour le même D), toutes les décomposi- 
tions de Gauss sont toujours valables. 

Pour s’en convaincre, il suffit d'appliquer ces décompositions à la 
matrice transposée g’ et passer ensuite aux matrices transposées 
dans les deux membres des égalités obtenues. 

Voyons en détail le cas r — 2. La décomposition de Gauss 
prend la forme 


Li1 Lie =] kis Kio 14 0 |-| ki + kig Zos He 
821 Be O se Zes 1 kos Ze1 Kao ||’ 
d'où 
Lo =. hour 
12 — L12 22 — Bas (1.819) 


Kootos = Bois is + KioZei = Eu; 
par conséquent, 


à det 
mi =, ka gui — ia Bis — ie =, (1.8.20) 
22 22 Bo2 


1.9. Décomposition de Gram. Désignons par l l’ensemble de 
toutes les matrices diagonales de la forme 


eisi O0 ... 0 
0 ip ,., 0 

cu PNEU à Ph pERt (19.1) 
0 O0 eion 


Il est évident que l est un sous-groupe du groupe D, isomorphe au 
produit direct de »r copies du groupe l'!. Posons par souci de brièveté 
U (n) = U. Il est évident que 


rev, (1.9.2) 
UNhKk=UNnD—-TF. (1.9.3) 
Désignons maintenant par Æ l’ensemble de toutes les matrices 
diagonales de la forme 
£:s 0: 5:25 0 
£ — Dee 0 En 1€ 0 (1.9.4) 


18-0883 
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Il est évident que Æ est un sous-groupe du groupe D, isomorphe 
au produit direct de x copies du groupe R:. 


I. Chaque matrice 6 € D se représente, d'une manière unique, sous 
la forme 
Ô = y = ve, eCE, yEer. (1.9.5) 


Cette assertion découle directement de la décomposition À, = se, 
e;, > 0, p; E R!, où les À, sont les éléments diagonaux de la matrice. 


IT. Chaque matrice gE€ G peut être représentée sous la forme 
g=ku, kKEK, uE U. (1.9.6) 
Si l’on a également g = ku,, k.E K, u, EU, alors k, = ky, u, = 
= y"lu, 

La première assertion a été démontrée plus haut (voir le lemme 2 
dans l’exemple 10 de 1.2., chapitre V). Si l’on a également g = k,u,, 
k\EK,u. EU, alors ku = k,u,; d’où en vertu de (1.9.4) 

k-1k, =uu! EUNXK=T; 
par conséquent k-1k, = y, uu;! = y, où YET et k, = ky, u, — 
= y"lu. 
III. Chaque matrice g EG peut être représentée, d'une manière 
unique, sous la forme 


g—beu, VCEZ., eCE, uEU, (4.9.7) 
et aussi sous la forme 
g=elu, eCE, CEZ_., uEU. (1.9.8) 
Démonstration. En vertu de (1.9.6) 
g=ku, kEK, u EU. (4.9.9) 
D'autre part, en vertu de (1.6.2) 
k = C6, CEZ_, ÔED (1.9.10) 
et en vertu de (1.9.5) 
Ô —ey, Ee€CE, YEer. (1.9.11) 


En substituant ces expressions dans (1.9.9), on obtient g — Ceyu, — 
— Çeu, où u = yu, E U. Ceci démontre l’existence de la décompo- 
sition (1.9.7). 

Si l’on a également g = &,eu,, alors &,e,u, — Ceu, d’où en 
vertu de II, u, = vu, Lie, = Cey !. Mais alors par suite de l’unicité 
des décompositions (1.6.2) et (1.9.3), &, = &, €, = ey”!. La der- 
nière relation est possible seulement pour y = e, e, — &. Les décom- 
positions (1.9.6), (1.9.7) et (1.9.8) s’appellent décompositions de Gram. 
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$ 2. Description des représentations irréductibles 
de dimension finie du groupe GL (n, C) 


2.1. Poids et vecteurs de poids. Soit T: g — T (g) une représenta- 
tion du groupe G dans un espace X de dimension finie. Un vecteur 
zÆ0,zxE€X. est appelé vecteur de poids de la représentation T 
(relativement au groupe D), si 


T (6) x = v(ô) x pour tous les Ô ED, (2.1.1) 


où v(Ôô) est un caractère continu du groupe D ; le caractère v (6) s’ap- 
pelle poids de la représentation T. Un vecteur z, 0, z, € X, s'ap- 
pelle vecteur de poids supérieur de la représentation T si l’on a 


T (ô)xzs = & (6) x, pour tous les Ô € D et 
T (2) zo = To pour tous les z2€Z,, (2.1.2) 


où « (ô) est un caractère continu du groupe D; le caractère « (6) 
s'appelle dans ce cas poids supérieur de la représentation T. 

Enfin, un vecteur x, Æ 0, x, € À, s’appelle vecteur de poids 
inférieur de la représentation T si 


T (6) x, = u (6) x, pour tous les 8 ED et 
T'(Ü rx =x, pour tous les CE Z.; (2.1.3) 


le caractère u (ô) s'appelle dans ce cas poids inférieur de la représen- 
tation. 


THÉOREME 1. Dans l’espace X de chaque représentation T : g — 
— T (g) de dimension finie du groupe G = GL (n, C), il existe un 
vecteur de poids supérieur et un vecteur de poids inférieur. Si en outre T 
est irréductible, alors X contient un vecteur unique (à un facteur numé- 
rique près) de poids supérieur et un vecteur unique (à un facteur numé- 
rique près) de poids inférieur. 

Démonstration. La restriction à H de la représentation 
T est une représentation du groupe résoluble connexe H. D'après 
le théorème de Lie (voir 3.1, chapitre V), il existe dans À un vecteur 
z0 5 O qui est un vecteur propre commun à tous les opérateurs 
T (h) 

T (h)zo = a (h) x, pour tous les h € H, (2.1.4) 


où k—> œ(h) est une représentation continue unidimensionnelle 
du groupe H. 

I1 découle de (2.1.4) que T (6) x, = « (6) x, pour tous les Ô € D 
et T'(z) ro = zx, pour tous les 2€ Z}; car Z,; = HŸ; par consé- 
quent, z, est un vecteur de poids supérieur de la représentation T. 
En remplaçant dans ce raisonnement le groupe Æ par le groupe X, 
nous démontrerons l'existence d’un vecteur de poids inférieur de la 


18* 
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représentation 7. Supposons maintenant que 7 est irréductible. 
Soient Ÿ un espace linéaire en dualité avec X relativement à une 


certaine forme bilinéaire non dégénérée (x, y), T une représentation 
du groupe G contragrédiente de T', y, un vecteur de poids inférieur, 


Le] 


et enfin u le poids inférieur de la représentation T7. En vertu de 
(2.1.4), pour chaque élément régulier g= tCôz, CE Z_, ÔED,zE€Z,, 
on a 


(T (8) Zo. yo) = (T (EÔZ) zo, yo) = (T (E) T (6) T (2) To, 5) = 

=(T(6)zo, TE) yo) = (@ (6) zo y) =& (8) (os y), (2.1.5) 
et d’une manière analogue 
(T (g)Zor y) = (T (6) os y) = (ro, T (8-1) y) = (87!) (zo y). (2.1.6) 
Par conséquent 


(æ (6) — pu (8-1) (Gor y) = 0. (2.1.7) 
Si (zo, y) = 0, on tire de (2.1.5) que 
(T (g) zo, y) = 0 (2.1.8) 


pour tous les g € Greg, et donc pour tous les g, puisque Gg = G. 
Mais l’enveloppe linéaire de tousles T (g) x,, g € G, coïncide avec X, 
puisque 7 est irréductible, et nous voyons que (x, y;) = 0 pour tous 
les x € À, ce qui contredit le fait que la forme (zx, y) est non dégénérée. 
Par conséquent 


(tros Yo) Æ 0, (2.1.9) 
et l’on obtient de (2.1.7) que 
a (8) = p (5-1). (2.1.10) 


Admettons maintenant que z, € À, x, æ 0, est un autre vecteur 
de poids supérieur et &, (ô) le poids supérieur correspondant de la 


représentation 7. Alors en vertu de (2.1.10) on a &, (8) = u (ô-!); 
par conséquent &, (ô) — æ& (ô). Ensuite, en multipliant x, par c = 
_ (Gr Yo) 


. . on obtient 
(Zo, Yo) 


(Cto — Zir Yo) = C (os Yo) — (Z1s Yo) = 0. (2.1.11) 


Si cto — X 0, alors cz, — zx; est également un vecteur de poids 
supérieur qui correspond au poids & (ô) ; dans ce cas (2.1.11) contredit 
l'égalité (2.1.9) (dans laquelle on a remplacé le vecteur z, par le 
vecteur CZo — Z1). Ainsi CTo — 21 = 0, x, = cx, et x, se détermine 
de manière unique à un facteur multiplicatif près. On démontre 
d’une manière analogue l’assertion concernant le vecteur de poids 
inférieur. 
On déduit du théorème démontré le 
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COROLLAIRE Â. Chaque représentation irréductible de dimension 
finie du groupe G = GLi(n, C) admet: un poids supérieur, et un seul, 
et un poids inférieur, et un seul. 


CoRoLLAIRE 2. Soient T: g—+> T (g) une représentation de dimen- 
sion finie du groupe G dans un espace de dimension finie À, x, Æ0 
un vecteur de poids supérieur, et enfin & (ô) le poids supérieur correspon- 
dant de la représentation T. Si: 

4) X est l'enveloppe linéaire de tous les T (g) x,, g€G; 

2) x, est le vecteur de poids supérieur de la représentation T dans 
X, unique à un facteur numérique près, alors T est irréductible. 

Démonstration. Soit M0 un sous-espace de À inva- 
riant relativement à 7. D’après le théorème 1 il existe dans M 
un vecteur de poids supérieur de la restriction de T7 à M quiest en 
même temps le vecteur de poids supérieur de 7 dans À. En vertu 
de la condition 2), ce vecteur, à un facteur numérique près, coïncide 
avec z, ; par conséquent, zo € M. Mais alors tous les T (g) z,, g€G, 
et donc également leur enveloppe linéaire, sont contenus dans W ; 
d'autre part, en vertu de la condition 1), cette enveloppe linéaire 
coïncide avec X. Ainsi À M € X, À = M, ce qui prouve que 7 
est irréductible. 


2.2. Réalisation canonique des représentations irréductibles de 
dimension finie du groupe G&. Soit T: g + T (g) une représentation 
irréductible du groupe G=GLi(n, C) dans un espace À de dimension 
finie, et soient Ÿ, T, zo, y, &@, u les mêmes que dans la démonstra- 
tion du théorème 1 de 2.1. 

Faisons correspondre à chaque vecteur x € À la fonction jf (g) = 
— f, (g) selon la formule 


Î (8) = fx (g) = (T (g) x, y). (2.2.1) 


I. L'application x—f, (g) est linéaire. 
En effet 


fasxs+ axe (8) = (T (g) (&iT1 + ete), Yo) = 
= Qi (T (g) Ts, Yo) + Ge (T (8) Les Yo) = Lifxs (8) + Gofxe (8): 


Désignons par © l’image de l’espace À par l’application x —+ f, (g). 
En vertu de I, © est un espace linéaire des fonctions sur G, tandis 
qu’en vertu de la continuité de la représentation 7 toutes les fonctions 
de ® sont continues sur G. 


II. L'application z—f, est une bijection sur ®. 

Démonstration. Soit M le noyau de l'application x —+ 
— f, (2); M est évidemment un sous-espace de X. Si x € M, alors 
0 = f, (g) = (T (g) x, y) pour tous les g EG. Mais alors pour 
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chaque g, € G. 
(T (8) T (8) x, yo) — (T (881) Z, Ye) = 0. 


Par conséquent, on a également T'(g,) x € M, i.e. M est invariant 
relativement à tous les T (g,), g, € G. En vertu de l’irréductibilité 
de la représentation 7’, on obtient donc, soit M = X, soit M = (0). 
Dans le premier cas (T (g) x, yo) = 0 pour tous les x € X ; en parti- 
culier (x, yo) = 0 pour tous les x € X ce qui est impossible, puisque 
(x, y) est non dégénéré. Par conséquent M = (0), i.e. l’application 
z—f, est un isomorphisme. 
En réunissant les propositions I et II, nous concluons: 


III. L'application x —f,(g) donnée par la formule f, (g) = 
= (T (£g) x, y.) est un isomorphisme de l’espace X sur l’espace ©; 
et D sont donc isomorphes. 


Considérons en détail certaines propriétés de l’espace ®D. 
IV. Chaque fonction f (g) E D satisfait à la condition 


f (kg) = a (k) f (e). (2.2.2) 
Démonstration. Par définition de ®, 
fa (kg) = (T (kg)z, y) =(T (k)T (g)x, y) — 
= (T(g)z, T'Hy)=(T(g)z, TK) y) = 
= (T(g)z, uk t)y) = uk) (T (g)z, yi) = a (k) + (8). 


V. Si f (g) E ®, alors également j (ggo) € D 


Démonstration. Supposons que j (£) = f, (g) € D; alors 
on a également 


f (ggo) = fx (880) = (T (880) T; Yo) = 
= (T (g)T (g)z, y) = frigox (8) ED. (2.2.3) 
En même temps: 


VI. L'isomorphisme x — f, (g) applique les opérateurs T (g,) dans 
les opérateurs de translation à droite sur ©: 


T (80) f (8) = (880) (2.2.4) 


En effet, lorsqu'on passe de x à T'(g)zx, la fonction f. (8) = 
mt * y) devient (7 (2) T (g) x, UV) = (T (ge) z, y) = 
— 880) 
Ën eunissant les propositions III à VI, on peut énoncer: 


VII. L'isomorphisme x—f.(g) définit une équivalence de la 
représentation T dans X et de la représentation T dans ®, cette équiva- 
lence étant déterminée par la formule 


T (go) (8) = f (gg), ED. (2.2.5) 
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Ainsi, chaque représentation irréductible T du groupe G est équi- 
valente à sa représentation dans un certain espace ®, et cette repré- 
sentation est définie par la formule (2.2.5). 


VIII. Soit O un espace linéaire quelconque de dimension finie 
de fonctions continues f (g) sur G, qui satisfait aux conditions suivantes: 

4) f (kg) = «a (k) f (g) où k— a (k) est une représentation uni- 
dimensionnelle du groupe K; 

2) si f(2) E D, alors f (gg0o) E D; en outre supposons que T est 
une représentation du groupe G dans ® définie par la formule 


T (go) f (g) = f (80). (2.2.6) 


Alors il existe dans ® un vecteur unique (à un coefficient numérique 
près) de poids supérieur, déterminé par la formule 


fo (6Ez) = Ca (8) si g — ÔEz € Greg. (2.2.7) 


Démonstration. Soit f, (g) un vecteur de poids supé- 
rieur de la représentation 7. En vertu de 1) 


fo (Ô6z) — & (OÙ) fo (z) = & () & (E) fo (z) = & (6) fo (2). (2.2.8) 


D'autre part (voir (2.1.2) et (2.2.9)), fo (820) = T (20) fo (8) = fo (8); 
et donc on tire de (2.2.8) que 


fo (ÔEz) = fo (ÔE) = «& (6) fo (e), (2.2.9) 
. Jo (8) = fo (ÔËz) = Ca (6) pour g = Cr € Greg, où C = f (e) 


0. En effet, si C = 0, on a fo = 0, ce qui contredit la condition 


Æ 0. 
Si f, (g) est un autre vecteur de poids @&, alors f, (g) = C,a (Ô); 


par conséquent, f, (£g) = & fo (g) pour g = ÔEz € Greg, et donc 


pour chaque g EG; la proposition VIII est démontrée. 

Les propositions VII et VIII nous donnent une autre démonstra- 
tion du théorème 1 de 2.1 concernant le vecteur de poids supérieur. 
En échangeant les rôles de À et H, on peut obtenir une nouvelle 
démonstration de l’assertion concernant le vecteur de poids infé- 
rieur. 

Un caractère « (ô) du groupe D sera dit inductif relativement à G — 
= GL (n, C) si: 

1) la formule (2.2.9) détermine une fonction continue f, (g) sur 
tout le groupe G: 

2) l'enveloppe linéaire, que nous désignons par ®,, de toutes 
les translations à droite fo (g£o), £o € G, est de dimension finie. 


IX. Toutes les fonctions de D, vérifient la condition 


Î (kg) = à (h) f (e). 
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En effet, si f (g) = fo (880), alors f (kg) = fo (kggo) ; posons k = 
— ÔE, £g£o = Ô101Z,; nous obtenons 


Î (kg) — fo (0 TO: 0121) —= Ca (ÔTO: Er) — 
= Ca (ôE)a (6161) = & (4) fo (g8o) 


pour g£80€ Gré, et donc pour tous les g, g € G. 

Soit & un caractère inductif du groupe G. Désignons par T,: g— 
— T, (g) la représentation du groupe G dans l’espace O, définie 
par la formule 


Ta (Lo) f (g) = (££o) si fE D, . 


THÉOREME 2. 1) Si @œ est un caractère inductif du groupe D, 
alors T, est une représentation irréductible du groupe GL (n, C) de 
poids supérieur «. 

2) Le poids supérieur x de toute représentation irréductible de 
dimension finie du groupe GL (n, C) est inductif, et toute représentation 
irréductible de dimension finie du groupe GL (n, C), de poids supérieur «, 
est équivalente à la représentation T.. 

3) Deux représentations irréductibles de dimension finie du groupe 
GL (n, C) sont équivalentes si et seulement si leurs poids supérieurs 
coincident. 

Démonstration. 1) Supposons que « est inductif et 
soit fo (g) le vecteur de poids supérieur de la représentation 7. 
En vertu de 2), l'enveloppe linéaire de tous les T, (go) fo Coïncide 
avec ®,, et en vertu de VIII, f, (g) est un vecteur unique, à un 
facteur numérique près, de poids supérieur dans ®, ; par conséquent, 
T, est irréductible d'après le corollaire 2 de 2.1. 

2) Soient 7 une représentation irréductible de dimension finie 
du groupe GL (n, C), et &« son poids supérieur. En vertu de VII, T 


est équivalente à la représentation 7 dans ®. En vertu de VIIÏ, il 
existe dans ® un seul (à un facteur numérique près) vecteur fs (g) — 
— Ca (ô) pour g = ôËz de poids &. Puisque T est _irréductible, 
T le sera aussi, et donc l'enveloppe linéaire de tous les T (go) f (8) = 
— f (gg0,) coïncide avec ®, i.e. D = D, et T = T,. Ceci démontre 
que « est inductif et que 7 est équivalente à Ty. 

3) Deux représentations irréductibles de dimension finie avec 
un même poids supérieur & sont équivalentes à 7, et donc équiva- 
lentes entre elles. La réciproque est évidente. 

Dans le sens de l’assertion 2) du théorème 2, la représentation 
T, s’appelle réalisation canonique des représentations irréductibles 
de dimension finie du groupe GL (n, C) à poids supérieur «@. 

En vertu de cette assertion 2), pour énumérer toutes les repré- 
sentations irréductibles de dimension finie du groupe GL (n, C) 
(à une équivalence près) il suffit de choisir parmi tous les caractères 
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continus æ& (ô) du groupe D les caractères inductifs. Ce problème 
sera résolu dans 2.5. 

Notons également que 7, agit dans l’espace des fonctions sur un 
espace homogène G à groupe de transformations constitué par les 
translations à droite g —+ gg. 

Partout par la suite T, désigne une représentation irréductible 
de dimension finie du groupe G à poids supérieur & ; nous donnerons 
maintenant diverses réalisations de la représentation 74. 


2.3. Réalisation des représentations irréductibles de dimension 
finie du groupe G dans l’espace des fonctions sur Z.. En vertu du 
théorème 2 de 2.2, chaque représentation irréductible de dimension 
finie du groupe G est équivalente à une certaine représentation 7, 
qui agit dans ®,,. Toutes les fonctions f (g) de l’espace D, sont con- 
RUE sur G et vérifient la condition f (kg) = «& (k) f (g). En parti- 
culier, 


f(g)=f(k) = a(k)f(z) pour REK, 2€Z+, 8 € Gr: (2.3.1) 


la fonction f (z) est continue sur Z, en tant que restriction à Z+ 
de la fonction f (£g), continue sur G. D'autre part, la formule (2.3.1) 
définit f (g) de manière unique sur G;4 et donc, par continuité, 
sur G, car Gr est dense dans G. L'application f (g) — f (z) donnée 
par la formule (2.3.1) est évidemment linéaire. En outre, elle est 
bijective. En effet, si f (z) = 0, alors f (g) = 0 sur Gx, et donc 
sur tout le groupe G. Désignons par F, l'image de l’espace D, par 
l’application f (g) — f (z) définie par la formule (2.3.1). Cette appli- 


cation envoie les opérateurs T, (g) dans des opérateurs T, (g) 
dans F,. 


Trouvons une forme explicite pour les Te (g). On a par défini- 
tion des 7, (£g): 


Ta (£o) { (8) = f (880) — 
= a (k) Te (&)f(2) pour g = kz, kEK, z2EZ4. (2.3.2) 
Posons a (£g) = f) (£) pour g E Greg et 
2£o = K12,; (2.3.3) 
alors 
Î (go) = f (kzgo) = f (kKkaz) = 
= à (kk) f (1) = @ (k) & (ki) f (z1). (2.3.4) 
D'où l’on tire à l’aide de (2.3.2) 
Ta (go) f (2) = à (ki) f (21) Si Z£o = ki. (2.3.5) 
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L'application z—z, déterminée par la formule (2.3.3) est une appli- 


cation de Z}, dans Z,; désignons-la par g, *) et posons z, = 2g. 
I] découle en outre de (2.3.3) que 


@ (280) = @ (ki) «& (21) = @ (ki). 
Par conséquent, la formule (2.3.5) se met sous la forme 


Ta (80) f (2) = a (280) f (280). (2.3.6) 


Donnons maintenant une description explicite de l’espace F,. Par 
définition, ®, est l'enveloppe linéaire de tous les T (£,) fo (£g) = 
= f, (£Lo), £o € G; par conséquent son image F, est l'enveloppe 
linéaire de tous les T (go) fo (z), £o € G. Maïs en vertu de (2.2.11) 
et (2.3.1), fo (8) est envoyé dans f, (z) = C par l’application f (g) — 
—- f (z), et, sans perte de généralité, on peut supposer C = 1, et 
donc f, (z) = 1. En appliquant la formule (2.3.6) nous concluons: 
F, est l'enveloppe linéaire de tous les «& (zg), g € G. 

En combinant ces résultats avec le théorème 2 de 2.2, nous obte- 
nons le théorème suivant : 


THÉOREME 3. Chaque représentation irréductible T de dimension 


finie du groupe G = GL (n, C) est équivalente à la représentation | A 
où « est le poids supérieur de la représentation T, définie de la manière 


suivante. L'espace F, de la représentation Te est l'enveloppe linéaire 
de tous les a(zg), g€G, tandis que les opérateurs de la représentation 
sont donnés par la formule 
_ Ta (e) 1 () = @ (ce) f (8), (2.3.7) 
où z, = Zg se détermine à partir de la condition zg = k,2. 
2.4. Le cas n —= 2. Considérons en détail le cas G = GL (2, C). 


I1 nous sera commode de supposer alors que X et Z, sont respective- 
ment constitués par des matrices de la forme 


ki1 Ko 1 0 
O  Koo Ze 1 


{voir la remarque dans 1.8); en outre, posons comme d'habitude 
pour ÊED 
Ô — 


0 À 


k = 


(2.4.1) 


*) Strictement parlant, l'application z —+ :g9 est définie seulement pour 


les : et g, qui vérifient zgo € Grég. Néanmoins, ceci n'a pas d'importance, puis- 
que les fonctions f (z) € F,. se prolongent par continuité aux matrices non régu- 
lières. 
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Nous voyons que z se détermine par un seul paramètre complexe 
ZI — Z91 et nous pouvons poser 


1 0 
f(z) = f(x) pour z — 4 | : (2.4.2) 
Trouvons le paramètre correspondant z, dans la matrice z, — zg pour 
zg = kz,. (2.4.3) 
En multipliant les matrices z et g, nous obtenons 
 — 1 0 | 811 Be =| 811 Bis | 
8x1 Bei 832 BiiT + Bei Lit + Lee || 
D'où en vertu de (1.8.20) 
_EnuZT£En. 
| Era +822 ? 49 
donc *) 
nn BiaT + Loi 
f(cg)=f (EE TEn). (2.4.5) 


Ensuite on tire de (1.8.20) que pour zg = kz,, k —= Cô, 


det (2g) det g 
Ào = Koo = a 993 À = k ns 2.4.6 
L 2 — 8127 82e . ds Bio FBe2 B12Z FB22 À ) 
Le caractère & (ô) est un caractère continu du groupe D, isomorphe 
au produit direct de deux copies du groupe C}; par conséquent, 


a (ô) = ARAABAE, (2.4.7) 


où les P,, 1: Pe, g2 Sont des nombres complexes quelconques tels 
que P, — 4, et Pe — g, sont entiers. En substituant dans la for- 
mule (2.4.7) les expressions pour À, et À, données par (2.4.6), nous 
obtenons 


det g Hé ( det £ 


ES 8127 + B22 L117 + Le 


)” (gu1T + Les)? (LieT + Les), 
1.e. 


a (2g) = APIA (gi07 + go) 2 Pt (gaz + gas), (2.4.8) 


*) Ainsi, pour nr — 2 l'application z + zg se réduit à une transformation 
rationnelle de la variable zx. Pour nr > 2, les éléments de la matrice zg sont 
des fonctions rationnelles des éléments des matrices z et g; ceci découle immé- 
diatement de la formule (1.8.15), de sorte que dans le cas général nous pouvons 


envisager l'application z — zg comme une généralisation des transformations 
rationnelles. 
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où À = det g et la formule (2.3.7) se met sous la forme 
Ta (@) f (2) = PAU (gi0 + gas) Pt (gieT + Bee)?! X 


&uiZ + Ba: 
x f (Het), (24.9) 


Il reste à déterminer à quelles conditions le caractère & (ô) est induc- 
tif. Supposons que « (ô) est inductif, de sorte que l’enveloppe linéaire 
de tous les a (z) est de dimension finie, mettons de dimension 
k — 1. Alors il existe des constantes C,, ..., C,, qui ne sont 
pas toutes nulles et qui dépendent en général de g,, ..., gx, mais 
sont indépendantes de z, telles que 


Cia (ze) + Cou (ge) +... + Cya (ze) = 0 (2.410) 


pour tous les g,, ge, . .., gx € G et tous les z € Z,. 
Posons dans (2.4.10) 


où les x; sont des nombres complexes quelconques. Alors A; = 1, 
et en vertu de (2.4.8) on a 


a(zg;)=(z+z) (c+z), j—=1,2,...,k, (2.411) 


FT — Poe — Pur S — 2 — Qi. (2.4.12) 
En substituant dans (2.4.10), nous obtenons 
Cifz+a) (z+z) +... +Cr(z+a) (z+z)=0 (2.413) 


pour des nombres complexes arbitraires x, x,, . .., x,. En calcu- 
lant la dérivée de l'égalité (2.4.13) k — 1 fois relativement à x *) 


et en posant ensuite x = 0, on obtient un système de k égalités: 
Cixizs +... + Cixkzh = 0, 
rat ri +... +rCrh ré = 0, 
r(r—1) ... (r—k+1)Ciri +... +Hr(r—1) 
….(r—k+1)Cirk =0. (2.414) 


; Ô 1 () d () 1 (c) (e) 
& . se RER tré RS PAR po « 
) Nous posons ici — 5 ( ie) et Fe (ti). où 
E=Rez, n—Im z; le lecteur vérifiera facilement qu'alors 0z/0xz —0, dr/dr—0, 
de sorte que x et r peuvent être envisagés comme des variables indépendan- 
tes pour cette différentiation. 
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Par hypothèse, le système (2.4.14) est vérifié pour des C’; qui ne sont 
pas toutes nulles. Par conséquent, le déterminant de ce système, 
qui est égal à #(r— 1-1... (r—k+1)2 ... duw(z, ... 

., Zr), OÙ W(xy, - .-., æ) est le déterminant de Vander- 
monde des nombres z,, ..., x,, doit s’annuler. Mais ces nom- 
bres peuvent être choisis arbitrairement; prenons-les non nuls et 
distincts, de sorte qu’un des nombres r,r—1,...,: r—k+îi 
s'annule. Cela signifie que r doit être un nombre entier non négatif. 
D'une manière analogue, en calculant la dérivée de l'égalité 2.4.13 


k — 1 fois relativement à x, et en posant ensuite z — 0, nous aboutis- 
sons à ce que s doit être un entier non négatif. Ainsi, 


I. Si le caractère «a (6) est inductif, alors r — p; — p, et s = 
= a — Q, sont des nombres entiers non négatifs. 

Réciproquement, supposons que r et s sont des entiers non néga- 
tifs. Alors on tire de (2.4.8) que 


a (28) = APA (g1ex + gen)" (8127 + 822) (2.4.15) 
est un polynôme de degré inférieur ou égal à r en x et de degré infé- 


rieur ou égal à s en x. Il est évident que ceci est également vrai pour 
toute combinaison linéaire des fonctions æ (zg). Par conséquent, 


IT. Sir — ps — pet S = 2: — q, Sont des nombres entiers non 
négatifs, alors le caractère a (ô) est inductif. 

Dans ce cas F4, est un espace de polynômes de degré <r en x 
et de degré <s en x. Démontrons que F, est constitué par tous 
les polynômes de ce type. L'espace F4 contient toutes les 
fonctions de la forme (2.4.15). En posant gi —1, goes —0, g11 0, 
Lei —1, nous voyons que F, contient x'r°. Remarquons mainte- 
nant que si un polynôme p(r)—p(E+in), EÈ—Rez, n—Imz 
appartient à F,, alors on a également f(r+h)CF,. En effet, 


posons go — , Où LCR! Si f(x) € Fa, alors en vertu de (2.4.9) 


h 
0 1 
on a Ta(go)f(x)=f(x+h)EFs. On a donc également —(f (z+h)— 
—f(z))E Fa et 2 = lin + (/ (x+h)—f(x))€Fa. D'une manière 


dE 
analogue, en prenant "Th à la place de », Dre on obtient 
ôf Re : of __ 1 [ef = 
Fn Fa D'où l’on tire = (is F)EFe et 
1 of . Ôf F P : F 
= (+ ie) € a. Far conséquent Ff, contient toutes F 
al 


OR e rs e LA 
dérivées DR nr de la fonction z'x°, i.e. toutes les puissan- 
T 


ces z'irsi, Or, <r, 0Ls,LSs, et F4 coïncide donc avec l’en- 
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semble de tous les polynômes f(x, x) de degré Sr en x et de 
degré <s en x. Nous avons obtenu le résultat suivant : 


THÉORÈME 4. Chaque représentation irréductible de dimension 
finie du groupe GL (2, C) se détermine par deux nombres entiers non 
négatifs r, s et deux nombres complexes p, q dont la différence p —gq 
est un nombre entier. La représentation donnée par ces nombres est 


équivalente à la représentation Te qui agit dans l’espace F,, des s polynô- 
mes f (x, x) en x et x, de degré <renzxet de degré <sen x, tandis 


que les opérateurs F: (g) sont définis par la formule 
Ta (g) f(x, +) = (det g)P (det 8) (g127 + ae)" (8127 + 822) X 


Entten, Enttén \ (9446 
x f ( L11T + Lo | Lio L Los )- : 16) 
La dimension de cette représentation est égale à (r+1)(s + 1). 
Si s = 0 et q = 0, alors p est un nombre entier et F, est consti- 
tué uniquement par des polynômes en x, et donc par des fonctions 
analytiques de z; dans ce cas la représentation est dite analytique. 
Mais sir — 0 et p = 0, alors g est un nombre entier et F,, est consti- 
tué uniquement par des polynômes en z; dans ce cas la représentation 
est appelée antianalytique. 


REMARQUE 1. Souvent on donne le nom de poids supérieur 
au système des nombres r, s qui déterminent une représentation. 


D'une manière analogue, si f (x) est le vecteur de poids Ami Ame 


de la représentation 1. le couple m,, m, est également appellé 
poids du vecteur f (x). 


III. Chaque monôme f = zizi, OKr<r, 0Ls,<Ss, est Le 


vecteur de poids r — 2r,, s — 2s, de la représentation T. 


Démonstration. Substituons f = z124 dans la formu- 
le (2.4.16) pour g = Ô; nous obtenons 


Ta (6) z'izsi — (det g) (det g)? A: (= 2)" (£2) = 


in (det g p-2r! (det g)77“! À EULF 21 71751 - 


ce qui démontre notre assertion. 

Les plus grandes composantes du poids s'obtiennent lorsque 
r, = S, = 0, i.e. pour f= 1. Alors le poids correspondant dans III 
est égal à r, s. Dans les autres cas les composantes sont plus petites. 
C'est là l'origine du terme de poids supérieur. Une situation analogue 
se rencontre lorsque #7 >>2 (voir, par exemple, D. Jélobenko 


[1)). 
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REMARQUE 2. Si les groupes Æ et Z., sont toujours consi- 
dérés comme des groupes de matrices 


ki: 0 À x 
ko os 01 


respectivement, alors, en effectuant des calculs analogues, nous 
obtiendrons à la place de la formule (2.4.16) la formule 


Ta (8) f (x) = (det 8)? (det g)? (g11 + guix)" X 


qe 7 ns E15 + Ba2T Lie HET 
X (g11 + Lait) f (See , Re), 


, d'A 


où p, g sont des nombres complexes pour lesquels p — g est un 
entier, r, s sont des entiers non négatifs, tandis que F, garde la 
même signification qu'auparavant. En général, lorsque r = 2 on 
préfère la formule (2.4.16). Notons que dans le cas considéré le carac- 


tère æ (6) = AP ARAP:AR est inductif si et seulement si 
Ti Pi — Pa S — Qi — 


sont des nombres entiers non négatifs, tandis que p,, g. sont des 
nombres complexes quelconques, dont la différence est entière. 


2.5. Caractères inductifs du groupe D dans le cas général. Soit G° 
un sous-groupe du groupe G = GL(n, C). Posons 


2 =Z2:n@, Z=Z.NG, D°=DNG. (2.54) 


Nous dirons que la décomposition de Gauss du groupe G induit 
la décomposition de Gauss du groupe G° si dans la décomposition 
de Gauss de chaque élément régulier g° € G° 


D = ôtz (2.5.2) 


on a les relations 
ô—6 ED, L—E{EZ!, z—=26E21, 
et si G° N Ge est dense dans G°. 


LEMME. Supposons que la décomposition de Gauss du groupe G 
induit la décomposition de Gauss du groupe G°. Si le caractère « (ô) 
du groupe D est inductif relativement à G, alors sa restriction &, (6°) 
à D9 est inductive relativement à G°. 

Démonstration. Supposons que «& (ô) est inductif rela- 
tivement à G. Cela signifie que l'enveloppe linéaire de tous les 
a (zg), g EG, est de dimension finie, mettons de dimension k — 1. 
Alors pour tous les g,, g:, . .., £g, on peut trouver des constantes 
C1, - - -, CR telles que 


Cia (zg1) +... + Cia (288) = 0. (2.5.3) 
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Ainsi, (2.5.3) doit être vérifié pour g = gg EG,..., g = & EG 
quel que soit z € Z;, en particulier pour z = 2° € Z,. Mais puisque 
la décomposition de Gauss du groupe G induit la décomposition de 
Gauss du groupe G°, on a a (2°g5) = a, (2°g;) et (2.5.3) se transforme 
dans l'égalité 

Cito (281) +... + Cao (288) = 0. 
qui signifie que &, est inductif. 

Remarquons maintenant que D est le produit direct de x copies 
du groupe C, et donc (voir i), 3.3, chapitre II1) un caractère quel- 
conque « (ô) du groupe D est de la forme 

a (6) = AP AT APIAI .. APPAIN, (2.5.4) 


Supposons maintenant que «& (ô) est inductif relativement à G, et 
appliquons le lemme précédent au groupe G° des matrices g° de Ia 
forme ° 


a b 
cd 
— (2.5.5) 


1 


a b 
où les éléments non indiqués sont des zéros, et L #0. Alors 
Z1, Z1, D° sont respectivement constitués par toutes les matrices 


1 Ze 1 0 
0 1 Ces 1 
1 1 
2 = . 9 C0 — . ’ 


8° — 
4 


Il est évident que G°, 29, 20, D° sont isomorphes au groupe GL (2, C) 
et à ses sous-groupes correspondants Z., Z., D, et par conséquent 
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la décomposition de Gauss de GZL (n, C) induit une décomposition 
de Gauss de GLZ (2, C). D’ après le lemme, le caractère inductif « (6) 
du groupe D relativement à Gest appliqué dans le caractère inductif 


a (8) = APAPAPTE 


du groupe D° relativement à G°. En vertu de la remarque 2 dans 2.4, 
ce dernier cas peut avoir lieu si et seulement si r, = p, — p, et 
S = 41 — , Sont des entiers non négatifs. En déplaçant maintenant 


a b 
la matrice ( à) le long de la diagonale principale et en répétant 


le raisonnement précédent, nous voyons également que r; = P2 — Pa, 
Sa = 2 — Ass + + + Tn-1 = Pn-1 — Pnr Sn-1 = n-1 — Gn SOnt des 
nombres entiers non négatifs. Nous avons obtenu le résultat suivant : 


I. Si le caractère 
(67 (ô) == AA NO Va ve — ANA 
du groupe D'est inductif relativement à GL (n, C), alors les nombres 


Fi = Pa — Pos Sa — Qi — os + + Tn-1 — Pn-1 — Pns Sn — On-1 — An 
(2.5.6) 
sont entiers non négatifs. 
Montrons que l’on a l’assertion réciproque: 


II. Si les nombres (2.5.6) sont des entiers non négatifs, alors le 
caractère a (ô) est inductif relativement à GL (n, C). 

Démonstration. Désignons par À, (g), À, (g), ..., A,(g) 
les mineurs principaux successifs de la matrice g € GL (n, C). En 
vertu des formules (1.8.13) et (2.5.4) 


a (2g) = À; (ze) ( RE FE )”*2 Ge)" (2 À (28) )" 


Ai (38) 
An (28) j" ( An (28) }" = 
* VA (ze) An (8) 


= À, (2g)" A (2g)" ... An (2) 7 An (28) A, (g)7" A, (g)°”, 


car À, (zg) = det zg = det z det g = A (eg). 
On déduit de I, II et du théorème 3 de 2.3 le 


THÉ£ORÈME 5. Chaque représentation irréductible T de dimension 
finie du groupe G = GL (n, C) est déterminée par des nombres entiers 
non négatifs Ti, Toy + + + lm=ir San So» + + +» Sn-1 €t des nombres com- 
plexes p, q dont la différence est un nombre entier. La PER T 
déterminée par les nombres r,, ra, . . ., Fn-1» Sir Ses + + ++ Sn-1 €t D, Q 


est équivalente à la représentation Ta qui agit dans Tennis F4 de 
19—0883 
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polynômes f(z, z) de degré Pit... + rn1 en zu et de degré 


LH +... +S11 en 2j, tandis que les opérateurs T a (£g) sont 
donnés par la formule 


Ta(g)f(z 2 = 


= A; (28) Ai (28)... Ann (29) "7 An (28) AGAMT (ze, 28), 
(2.5.7) 


où À; (g) est le j-ième mineur principal de la matrice g. L'espace F, 
est l'enveloppe linéaire des fonctions 


A; (28) Ai (28) ... Ann (28) A na (22) 7". 


Ainsi, chaque représentation irréductible T de dimension finie 
du groupe GL (n, C) se détermine par une suite de nombres {p,, pe, … 
., Pn3 Gus Der + + +» On} OÙ Pn — Gn eSt un nombre entier, tandis 
QUE F1 — Pi — Pos - + Tr = Par — Pr: S—=  — I2s + + ++ Sn-1 — 
= Qn-1 — n Sont des nombres entiers non négatifs. Cette suite 
s'appelle signature de la représentation 7 ; on la désigne par «: 


Œ—= {Dis Dei nes Dis dis Qov eds ni: 


On appelle également signature la suite {r,, . .., rn_1, Pn3 Sy» + - 
- Sn=1r Gn} et l’on écrit 


œ — {ra ee. Tn-1s Pns Sas - + +» Sn-19 An}: 


La représentation irréductible 7 du groupe GL (n, C) à signature @ 
sera désignée par 7. 

Lorsque s, = 8 = ... —= 5,1 = q = 0, le nombre p est entier 
et F, est constitué par des polynômes en z;; seulement ; la représen- 
tation est dite analytique dans ce cas. Par contre, lorsque Ty = 
= Fo =... =/rn =p = 0, alors q est un entier et F, est cons- 
titué uniquement par des polynômes en z;,;, la représentation est 


dite dans ce cas antianalytique ; il est clair que 7, est en même temps 
analytique et antianalytique si et seulement si elle est une repré- 
sentation unité unidimensionnelle. 

Il découle directement de (2.5.7): 


111. Chaque représentation irréductible T de dimension finie du 
groupe GL (n, C) est équivalente au produit tensoriel de ses représenta- 
tions irréductibles analytique et antianalytique; réciproquement, chacun 
de ces produits tensoriels est une représentation irréductible du groupe 
GL (n, C). 

Déjà pour nr > 2 l’espace F,, contrairement au cas r = 2, ne 
contient plus tous les polynômes de degré < r, + ... +r,_\ en 


zu et de degré <a + ... +s,_, en zy,et la définition de F, 
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est suffisamment compliquée. Donnons sans démonstration *), un 
des moyens de définir F,. Définissons les opérateurs différentiels 


dans l'espace de tous les polynômes en zy, zx par les formules 


0 Ô 0 
De ++ +. À Zen Dre 
12 ‘13 ‘in 


1 ! 
D, = O3 + . TT Z3n dz ’ 
A (2.5.8) 
0 
Dai L dZn-1,n 
É = 
D; — = + 293 — n + Zon —= , 
GET GET 2in 
= 0 
D, = = + . + Z3n = , 
OZog on 
— 0 
D, — = 
OZn- -Ln 


IV. L'espace F, est l'ensemble de tous les polynômes en 2j, 2y 
qui vérifient les conditions 


DY*t'f=0, Dyt'f=0,..., Dit, 
Dit'f=0, Dst'f=0, ..., Dit, 


Au fait, on peut supposer que f est une fonction différentiable 
un nombre suffisant de fois. Dans ce cas aussi l’ensemble de toutes 
les fonctions vérifiant le système (2.5.9) s’avère être l’espace F.. 

Une autre description de l’espace F, sera donnée plus loin, dans 


le $ 3. 


(2.5.9) 


REMARQUE. L'application z— zg est définie seulement pour 
2£ € Greg. Cet inconvénient peut être éliminé si l’on considere, 


à la place de la fonction f (z), z € Z+, la fonction f (z), où z est une 
classe d'équivalence à droite: 


z2CZ—G/K. 


La classe z est dite régulière si elle contient les matrices régulières £ 


(dans ce cas, comme on le voit facilement, toutes les matrices de z 
sont régulières), et non régulière dans le cas contraire. De la décom- 
position de Gauss (1.8.3) on tire immédiatement que: 


V. Chaque classe régulière z contient exactement un élément z € Z Le 

*) Pour la démonstration voir, par exemple, D. J élo benko f{1] 
chap. X, ou D. Jélobenko [1*]. - 
19% 


2992 REPRÉSENTATIONS DU GROUPE LINÉAIRE GENERAL [CH. VI 


réciproquement, chaque élément z € Z, est contenu dans une seule classe 
régulière z. 
En identifiant chaque matrice z € Z, avec la classe régulière 


qui la contient, nous obtiendrons une inclusion de Z+ dans Z. Il est 


évident que Z est un espace homogène relativement au groupe G 
qui agit suivant la formule 


2 Lo = {€} 80 = {ELo} (2.5.10) 


(voir 2.6, chapitre [IT), et la transformation (2.5.10) est définie 


pour tous les z € Z. Les éléments non réguliers de Z peuvent alors 
être considérés comme des points à l'infini adjoints à Z;. 


Exercice. Trouver tous les éléments non réguliers de Z pour 
G = GL (2, OC). 


2.6. Réalisation des représentations dans l’espace des fonctions 
sur U”. Servons-nous maintenant de la décomposition de Gram (1.9.7) 
à la place de la décomposition de Gauss. Si f € ®,, alors en vertu 
de IV, 2.2, et de (1.9.7): 


f (8) — f (beu) = a (Le) f (u) = a (e) f (u). (2.6.1) 


Il est évident que f (u) en tant que restriction de f à Ü, est continue 
sur U, et l'application 


Î (8) + f (u), (2.6.2) 
définie par la formule (2.6.1) est linéaire et bijective. Désignons 
par Fe l’ image de ©, par l'application (2.6.2) qui envoie la repré- 
sentation Te sur une représentation équivalente dans 2 Désignons 
à nouveau par T5 cette représentation, et par Te (g) l'opérateur 


de la représentation 7 ,. En répétant le raisonnement employé 
pour obtenir la formule (2.3.5), nous voyons facilement que: 


I. Les opérateurs T. (g) de la représentation 1 sont donnés par 
la formule 


Ta (go) f(u) = a (se) fus) si Ugo = Ge'ug. (2.6.3) 
En outre, puisque F = X f\ U, on a en vertu de IV, 2.2: 


II. Les fonctions f € Fe vérifient la relation 


f (vu) = a (y) f (u). (2.6.4) 


La formule (2.6.3) est appelée réalisation de la représentation 
irréductible du groupe GL (n, C) dans l'espace des fonctions sur U. 
Le fait que U est compact rend cette réalisation particulièrement 
commode dans nombre de cas pour une étude théorique des proprié- 
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tés de la représentation T,. D'autre part, pour des études pratiques 
on préfère la réalisation sur Z,, vu que les éléments de la matrice u 
s'expriment d'une manière compliquée en termes de paramètres 
indépendants. 


$ 3. Décomposition d’une représentation de dimension finie 
du groupe GL (n, C) en représentations irréductibles 


3.1. La méthode des Z-invariants. Soit T : g — T (g) une repré- 
sentation du groupe G = GL (n, C) dans un espace X de dimension 
finie. Le vecteur x € X s'appelle Z-invariant de la représentation 7 si 


T (z) x = x pour tous les z € Z. (3.1.1) 


Il est évident que les Z-invariants forment un sous-espace de X ; 
nous le désignerons par Q-. En vertu de la définition donnée dans 2.1 
(voir (2.1.2)), le Z-invariant x =£ 0 est un vecteur de poids supérieur si 


T (6) x — « (6) x pour tous les ô € D, (3.1.2) 


où æ (ô) est le poids supérieur. Désignons par M (T) l’ensemble de 
tous les vecteurs x de Q- vérifiant la condition (3.1.2). Il est évident 
que M,, (T) est un sous-espace de Q+; sa dimension dim M, (T) 
est appelée multiplicité du poids supérieur & dans la représenta- 
tion 7. Si en particulier À ne possède aucun vecteur de poids supé- 
rieur &, et seulement dans ce cas, dim M, (T) = 0. 


I. Soit T une représentation du groupe G = GL (n, C) dans l’espace 
X de dimension finie. Si T est complètement réductible, alors la mul- 
tiplicité avec laquelle la représentation irréductible T, se rencontre 
dans T est é: le à la multiplicité du poids supérieur a dans la repré- 
sentation I 

Démonstration. Par hypothèse, 7 est complètement 
réductible. Il existe donc une décomposition 


XX IX x (3.1.3) 


dans laquelle chaque À; est invariant relativement à T et la restric- 
tion T; =T |x, est irréductible. Soit &; le poids supérieur de la 
représentation 7}, de sorte que 7; — Taj. Supposons que &; = & 
pour j — 1, ..., k et a; a pour j << k. Alors la multiplicité 
avec laquelle 7, participe dans 7 est égale à k. 

En vertu du théorème 1 de 2.1, chaque X;, j = 1, . .., k possède 
exactement un seul (à un facteur numérique près) vecteur x; de 
poids &. Il est évident que tous les x; € M, (T) sont linéairement 
indépendants, puisque zx; € X,et les X;, j — 1, ..., k, sont linéai- 
rement indépendants. Démontrons que les xz;, j — 1, ..., k, for- 
ment une base dans M, (7). Cela signifiera que l’on a également 
dim M, (T) = k, et la proposition Î sera démontrée. 
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Soit zx’ E M, (T). Alors, en vertu de (3.1.2) et (3.1.1), 
T (6)z° = a (ô) x’, T(z)x° = x. (3.1.4) 
D'autre part, il découle de (3.1.3) que 


z' = D zx, (3.1.5) 
j=1 


où zx; E À ;. En substituant dans (3.1.4), on obtient 


S a (© x; — à (Ô) x’ — à T (6) x;, 


DO z=2 =T(z)r = DT (2x. 
j=1 
D'où 
T (ô)z;—a(ô)r;, T(z)r;=zx;; (3.1.6) 


par conséquent, si zx; # 0, alors x; est un vecteur de poids supérieur 

a (6) de la représentation T; dans X;. Mais T; possède dans X; 

un seul vecteur (à un facteur numérique près) de poids supérieur 

et son poids est égal à &; (ô). Par conséquent, x; = 0 pour a; # a, 

1. e. pour j > ket x; = c;x, pour j = 1, 2, ..., k. Alors la rela- 
k 


tion (3.1.5) s’écrit comme z' = Ÿ cyx;; donc dim M, (T) = k et 


la proposition Î est démontrée. On en déduit immédiatement la 
proposition suivante: 


IT. Pour qu'une représentation complètement réductible T du groupe 
G = GL (n, C) soit irréductible il faut et il suffit que l'espace X de 
cette représentation possède un seul (à un facteur numérique près) vec- 
teur de poids supérieur. 

La nécessité découle du théorème 1 de 2.1 ; réciproquement, si À 
possède un seul vecteur de poids supérieur &, alors dim M, (T) = 1, 
donc 7 contient seulement T,, et avec multiplicité 1, i.e. T — Tu. 


III. Le nombre et la multiplicité des représentations irréductibles 
T, entrant dans une représentation complètement réductible T du 
groupe GL (n, C) ne dépendent pas de la méthode de décomposition 
de T en représentations irréductibles. 

En effet, 7, entre dans 7 lorsqu'on a la condition M, (T) + 0, 
tandis que la multiplicité avec laquelle T, apparaît dans T est 
égale à dim M, (T) (proposition I); d'autre part, M, (T) ne dépend 
pas de la méthode de décomposition de T en représentations irréduc- 
tibles. 

Ainsi la proposition Î fournit une méthode pratique de déter- 
mination de la famille 7, des représentations, avec leurs multipli- 
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cités en lesquelles se décompose une représentation 7 ; on l'appelle 
méthode des Z-invariants. Elle consiste à trouver d’abord l’espace Q- 
de tous les Z-invariants de la représentation 7 et ensuite à chercher 
dans + tous les sous-espaces M, (T) 0. 

La décomposition effective d’une représentation T du groupe G 
représente un problème beaucoup plus difficile, car sa solution 
n’est pas unique lorsque la multiplicité avec laquelle les représenta- 
tions irréductibles entrent en T est supérieure à 1. Nous nous borne- 
rons à une analyse de ce problème sur quelques exemples concrets. 


3.2. Représentations analytiques du groupe GL (n, C). 


LEMME. Soit V un voisinage de l'élément neutre du groupe G = 
— GL (n, C) déterminé par les conditions 


n 


> lgn— nl <e<1, (3.2.1) 


J 
où 


8 1 si j=l, 
HW | Osij-l; 
et soit À l'ensemble de toutes les matrices complexes a = (aj)}1=1. 


Alors l’image de À par l'application a —+ e° contient Y. 
Démonstration. Considérons la série 


a=(g—e)—+(g—e) ++ (g—e) (3.2.2) 


En vertu de la condition (3.2.1) on a |g—e|< Ve; par consé- 
quent, cette série converge absolument et pour la norme lorsque 
g € V; désignons sa somme par In g. En vertu de la convergence 
absolue des séries correspondantes, on peut les manipuler de même 
que les séries numériques, et donc & = el8 — g pour a = In g. 
Notons que lorsque la condition (3.2.1) est satisfaite, on a 


1 : 1 
jal<|g—el+--1g-elf + -Ig—-elf+... 


….<Vete/2+es/2+... D CR (3.2.3) 
1—Ve 

La représentation T : g — T (g) du groupe G = GL (n, C) dans 
un espace À de dimension finie est dite analytique si les éléments 
matriciaux de la représentation 7 relativement à une base donnée 
(et donc relativement à une base quelconque) sont des fonctions 
régulières analytiques des éléments matriciaux gy. On voit facile- 
ment que cette définition est en accord avec la définition de la repré- 

sentation analytique irréductible donnée dans 2.5. 
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THÉEOREME 1. 1) Chaque représentation analytique T de dimension 
finie du groupe GL (nr, C) est complètement réductible. 


2) La restriction au groupe U = U (n) d'une représentation analy- 
tique irréductible T de dimension finie du groupe GL (n, C) est irré- 
ductible. 

Démonstration. a) Soient 7 une représentation analyti- 
que du groupe G dans un espace À de dimension finie, et Ÿ un espace 
de dimension finie en dualité avec À relativement à une forme bili- 
néaire non dégénérée (x, y), xEM,yEeY. 

Soit M un sous-espace de X invariant relativement à tous les 
T (u), u E U. Démontrons que M est également invariant relative- 
ment à tous les T (g), g€G. 


Soit N — M* le complément orthogonal de M dans Y relative- 
ment à la forme (x, y); alors M = N+ et : 


(T (u) x, y) = 0 pour tous les rEM,yEnN (3.2.4) 


car M est invariant relativement aux opérateurs 7 (u), u € U. 
Remarquons maintenant que la matrice u € U peut être représentée 
sous la forme u = ei", où hk est une matrice hermitienne. 

Pour déterminer la matrice u choisissons en guise de paramètres 
réels indépendants les nombres hk,;, j = 1, 2, ...,n, et by — 
— Reky, cu = Reh;y pour j<<1, 1<1—2,...,n. Ces para- 
mètres déterminent complètement la matrice hk, et donc u. Par con- 
séquent 


k;i = by + iCjl si j < Le 


_ (3.2.9) 

hi = hi; — bi; — iCi; si j1> L. 
Pour des valeurs complexes k;;, b,; et cx, la matrice a = ih définie 
par la formule (3.2.5) est une matrice quelconque de À, donc les 
matrices de la forme y = e'h remplissent tout le voisinage V (voir 
le lemme); (T (g) x, y) est une combinaison linéaire à coefficients 
constants des éléments matriciaux de l'opérateur 7 (g) et donc, par 
hypothèse, elle est une fonction analytique régulière des éléments 
gx, et aussi des paramètres complexes ;;, b;;, cu. Mais pour des 
valeurs réelles de ces paramètres on a g — u et, en vertu de (3.2.4), 


(T (g)x, y) =(T(w)z, y =0sixEeM, yEN. 
Le principe d’unicité d’une fonction analytique permet d'en tirer 
(T (89 z, y =0sizeM, yeN (3.2.6) 


pour toutes les valeurs complexes de la fonction analytique, et 
donc au moins pour tous les g € V. On déduit de (3.2.6) que 


T (g) M © M pour tous les g € Y. 
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Mais alors 
T (8182) M = T (81) T (ge) M CT (g1) M pour tous les g,, 83 € V, 


i.e. 
T (8) M € M pour tous les g € V*. 


En répétant ce raisonnement, nous voyons que 7 (g) M € M pour 


tous les g € V',n = 1, 2, 3, ..., et donc pour tous les g € |} V”. 
n=! 


Mais Ù V = G, car G = GL (n, C) est connexe; par conséquent 
n=Î 


est invariant aussi relativement à tous les g € G. 

b) Soit à nouveau 7 une représentation analytique du groupe G 
dans un espace À de dimension finie. Sa restriction u —+ T (u) est 
une représentation du groupe compact U ; elle est donc compléte- 
ment réductible. Par conséquent, il existe une décomposition À — 


= À, +... + X,, telle que chaque À ; est invariant relativement 
à tous les 7 (u) et la restriction de T (u) à X ;est irréductible. D'après 
ce que nous avons démontré dans a), À ; est invariant aussi relative- 
ment à tous les T (g), g E G, et la restriction de T (g) à À; est irre- 
ductible, car même la restriction de 7 (u) à X ; l’était. Ceci démontre 
l’assertion 1). 

c) Supposons maintenant que 7 est irréductible. Admettons que 
sa restriction u — T (u),u € U, est réductible. Alors il existe dans À 
un sous-espace M =£ (0), M = X invariant relativement à tous les 
T (u), u E U. D'après ce que nous avons démontré dans a), M est 
également invariant relativement à tous les T (£g), g € G ce qui est 
en contradiction avec l’irréductibilité de T : g + T (g). Nous avons 
démontré ainsi l’assertion 2). 

Le raisonnement sur lequel nous avons axé la démonstration est 
un exemple de l’application au cas considéré d’une méthode générale 
appelée « méthode unitaire de H. Weyl» (elle sera exposée au 
chapitre XI). 

J1 découle du théorème 1 que toutes les assertions des proposi- 
tions Î à III de 3.1 sont valables pour une représentation analytique 
du groupe GL (n, C). En particulier, 


I. La représentation analytique T du groupe GL (n, C) dans un 
espace À de dimension finie est irréductible si et seulement s'il existe 
dans À un seul (à un facteur numérique près) vecteur de poids supérieur 
de la représentation T. 


II. Chaque représentation tensorielle du groupe GL (n, C) est analy- 
tique et donc complètement réductible. 

Cette assertion découle directement des expressions des éléments 
matriciaux d’une représentation tensorielle (voir 2.6, chapitre Î} 
et du théorème 1. 
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On déduit de II que toutes les assertions des propositions I à III 


de 3.1 sont valables pour les représentations tensorielles du groupe 
GL (n, C). 


REMARQUE 1Â. La condition d’analyticité est essentielle. Par 
exemple, la représentation 


1 In]detg| 
8 |o 1 
n'est pas complètement réductible. D'autre part, la représentation 
1 Indetg 
87|o 1 


est analytique, mais elle est multivaluée, parce que telle est la 
fonction In det g. La fonction det g remplit le plan complexe dont 
on a éliminé le point 0 (i. e. l’ensemble C; non simplement connexe); 
il est donc impossible de choisir une branche continue univoque de 
la fonction In det g. 


REMARQUE 2. En vertu de la relation GL (n, C) — CiSL (n, C), 
toute représentation 7 : g— T (g) de dimension finie du groupe 
GL (n, C) peut être représentée sous la forme T (g) = T, (tr) T, (g) 
lorsque g = tg,, TE Ci, g E SL(n, C). Nous verrons plus loin 
($ 3, chapitre X et 7.2, chapitre XI) que chaque représentation de 
dimension finie du groupe SL (n, C) est complètement réductible; 
par conséquent, une réductibilité non complète des représentations 
du groupe GL (n, C) doit être portée sur le compte C;. 


REMARQUE 3. La fonction f(E,, &:, ..., &,) donnée dans le 
domaine V de C" est dite antianalytique dans V si pour chaque point 
(E°, ..., En) de ce domaine il existe un voisinage de ce point dans 
lequel 


D Bb), D, au...nn GE". En —E)", 


où la série dans le deuxième membre converge absolument. La repré- 
sentation T : g—> T (g) du groupe GL (n, C) dans un espace À de 
dimension finie est dite antianalytique si les éléments matriciaux 
de l'opérateur T (g) dans une base donnée (et donc dans une base 
quelconque) de X sont des fonctions antianalytiques sur GL (n, C) 
des éléments g; de la matrice g. Il est évident que cette définition 
s'accorde avec celle de la représentation irréductible antianalytique 
donnée plus haut dans 2.5. Il est également évident que le théorème 
d'unicité est valable aussi pour les fonctions antianalytiques, et donc 
les assertions du théorème 1 et des propositions I et II restent en 
vigueur pour les représentations antianalytiques. 
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3.3. Produit de Young. Appliquons maintenant les résultats de 
3.2 aux représentations irréductibles du groupe GL (n, C). On déduit 
immédiatement des propositions Ï et II de 2.5 que 


I. Le produit a;,a. de deux caractères inductifs a«,, &«. du groupe 
G = GL(n, C) est également un caractère inductif de ce groupe. 

Par conséquent, &,«. détermine aussi une représentation irréduc- 
tible Ton, de dimension finie du groupe G; on l'appelle produit 
de Young des représentations T4., T4, et on la désigne par 7, Te. 
Dans de nombreuses réalisations l’espace de la représentation Too, 
se construit facilement à l'aide des espaces des représentations T,., 
Ta. Considérons par exemple la réalisation dans l’espace ®, (2.3); 
alors : 


II. On a 
Done = = DayDaz) (3.3.1) 


où ®, De, désigne l'enveloppe linéaire de tous les produits de la forme 
hi @ fe (@), fi (8) € Do Je (8) € Das 

Démonstration. Supposons d'abord que 74, et To, 
sont analytiques. L'espace 4, est l'enveloppe linéaire de toutes 
les fonctions &, (880) Go (880), Lo € G, tandis que D, D, est l’en- 
veloppe linéaire de toutes les fonctions a, (gg) &: (ge). Er Le EG; 
par conséquent 


Dons € Da Das (3.3.2) 


En posant «;,a., = &« nous voyons que chaque fonction f (g) = 
— 1 (881) &+ (gg) vérifie la condition 


Ï (kg) = a (kgg:) 2 (Kgge) — 

— Qi (4) &e (4) @1 (881) &e (gg2) = a (k) f(g); (3.3.3) 
par conséquent cette condition est également vérifiée par chaque 
fonction f (g) € De Da. 

En outre, il est évident que ®,. 0, est de dimension finie et 
invariant relativement aux translations à droite £ — £g£o- Définis- 


sons la représentation T : g — T (g) du groupe G = GL (n, C) dans 
De, Ds, suivant la formule: 


T (go) f (g) = j (gg) si f (8) € Pa, De. (3.3.4) 


Il est évident que 7 est une représentation analytique dans ®. ®.., 
et en vertu de VIII de 2.2 ®, D... contient un seul vecteur de poids 
supérieur; par conséquent (proposition I, 3.2) T est irréductible. 
Mais en vertu de (3.3.2) ®., est un sous-espace dans D D,, et 
Dex, (0); nous avons donc Dex, = Da, Da, et (3.3.1) est dé- 
montrée pour les représentations analytiques : on la démontre d'une 
manière analogue pour les représentations antianalytiques. Si des 
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deux représentations l’une, T.,, est analytique et l'autre, Te, 
antianalytique, la relation (3.3.1) est évidente. car dans ce cas 
Ta, Ta, Coïincide avec le produit tensoriel T,, @ Te. (voir Il et III 
de 2.5). Il est aussi évident que le cas général se réduit aux cas 
particuliers déjà considérés, et la proposition IÏ est démontrée. 


Exercice. Démontrer qu’une relation analogue à (3.3.1) est 
valable pour les Z-réalisations et les U-réalisations des représenta- 
tions irréductibles du groupe GL (n, C). 


3.4. Les représentations de base et leurs réalisations dans les 
espaces de tenseurs. Une représentation irréductible T4 est dite 
de base si dans sa signature un des nombres r,; ou s, est égal à 1, tous 
les autres nombres étant nuls. Une représentation de base pour la- 
quelle r; = 1 sera désignée par d;, si l’on a s; = 1, la représenta- 
tion correspondante sera désignée par d;. Convenons aussi de dési- 


gner par 7% le produit de Young de k facteurs 7. Lorsqu'on multi- 
plie les caractères, les signatures s'ajoutent, par conséquent pour 


une représentation 7, de signature {r;, lo, - . -, Fn-ys Os Sps Sos + + + 
. Sn-1 0} nous avons la formule 
Ta=dids ... diridid® ... d“1i. (3.4.1) 


Dans le cas général il faut encore ajouter le facteur numérique 
(det g)”n (det g)"n (voir le théorème 5 de 2.5), de sorte que 


Ta=(det g)" (det g)7" dids ... diidid® ... dt. (3.4.2) 


Montrons maintenant comment réaliser les représentations de 
base dans l’espace de tenseurs. Considérons les tenseurs covariants 
de rang p. Chacun de ces tenseurs peut être envisagé comme une 
forme “polylinéaire f (Ex, --., Ep) de p variables indépendantes 
E, EC", j=1,..., p; la représentation tensorielle correspondan- 
te, que nous désignerons par 7», est donnée par la formule 


Th (8) (Eur + : + Ep) = f (ie sets, Ep£); (3.4.3) 


où E;g désigne le produit de la ligne E; = (Ej, . .., &;n) par la 
matrice g. Un tenseur f est dit symétrique s’il ne change pas lorsqu'on 
change de place deux quelconques de ces arguments, et antisymétrique 
lorsque chacune de ces transpositions entraîne le changement de 
signe. Les tenseurs antisymétriques sont appelés polyvecteurs. Dési- 
gnons par À, l’espace de tous les polyvecteurs de rang p. Ilest évident 
que À, est un espace linéaire de dimension finie. Si un des coeffi- 


cients c Je" Jn du polyvecteur f est donné, alors la propriété d'anti- 
symétrie per de connaître tous les coefficients qui s’obtiennent 
de c; 5, L Par permutation desindices. Par conséquent, si donner 


un none il suffit de donner ses coefficients c;. » Pour 
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j Lje L'... Lip. D'où l'on tire: les polyvecteurs Ej je +) 
jh Li: < e.. jp, Pour lesquels c;. = 1 et ci 10 pour 
les 2e 53) que l'on ne peut obtenir de (hrs y de permu- 
tation, forment une base sur X,. Evidemment 
E15, --- Et, 
ra )elisessee | (3.4.4) 
PURE, Epi 
En vertu de (3.4.3), chaque vecteur de base est un vecteur de poids, 
plus précisément 


La (Ô) M PLPE : -3p APTE À p? (3.4.5) 


et les poids À; À, sont distincts pour vecteurs de base diffe- 


rents. Par conséquent, À, ne possède pas d’autres vecteurs de poids 
(à un coefficient numérique près). Mais parmi ces vecteurs, seul le 
vecteur 


Ept Fe pp 


est Z-invariant, de sorte que À, possède un seul vecteur de poids 
supérieur, à un coefficient numérique près; par conséquent 7, 
est irréductible (II de 3.2; IT de 3.1). Le poids supérieur correspon- 
dant sera @h (ô) = AM: . .. À) = À, (g); cela signifie que dans 
la signature de la représentation T, on a r, — 1 tandis que tous les 
autres r;, ainsi que tous les s;, p,, 4, sont nuls. Ainsi les poids supé- 
rieurs des représentations d, et 7, coincident ce qui permet d'’affir- 
mer que ces représentations sont équivalentes. Nous avons démontré 
la proposition suivante: 


I. La représentation de base d,, du groupe G = GL (n, C) est équi- 
valente à sa représentation T dans l’espace X, des polyvecteurs de rang p, 
qui agit suivant la formule 


Th (8) f (Es + - +, Ep) = f (Big, . - +, Ep£), Î € À. (3.4.6) 
La représentation dh est le produit des applications g — get g—+ 
—+ d, (g). Par conséquent, 

II. La représentation de base d,) du groupe G = GL(n, C) est 
équivalente à sa représentation T, dans l'espace X, des polyvecteurs de 
rang p, qui agit suivant la formule 

Th (8) f Eu. Ep) = f(Exg, +. Eng), SE Xp (8.4.7) 


3.5. Décomposition de représentations tensorielles du groupe G 
en représentations irréductibles. Soit T7 une représentation tenso- 
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rielle du groupe G = GL (n, C), i.e. T est le produit tensoriel de m 
copies de la représentation identique g — g du groupe G, où m — 
= 1, 2,... Nous avons déjà noté dans II, 3.2, que la représenta- 
tion 7 est analytique et complètement réductible, i.e. se décompose 
en une somme directe de représentations analytiques irréductibles. 
La signature de chaque représentation analytique irréductible S 
est de la forme {r;, ..., rh-j, Pnr O, - - -, 0}; désignons-la de 
façon concise par [r;, .- .., ray, Pnl; iCi Fr], . .., rn_, Sont des 
entiers non négatifs et p, un entier. Posons m, = p,, Mn = rR + 
+ mrs,pou k=n—îAÂ,;n—72,..., 1. Alors la suite des nombres 
B — (m,, ..., m,) vérifie la condition m, >... > m,. Désignons 
dans ce cas la représentation analytique irréductible S du groupe G 
par d (B). Soit A l’espace de la représentation 7 ; on peut naturelle- 
ment identifier l’espace À avec le produit tensoriel de m copies de 
l’espace C”. Soit S (m) le groupe symétrique de rang m. Il est clair 
que les opérateurs de la représentation 7 sont permutables à chaque 


opérateur linéaire o de X, défini sur les éléments de la forme x, @ ... 


... © x, par la formule © (x, @ ... © x,) = ton © - - + © Zoin»s 
où o est un élément de S (m), et prolongé par continuité à tout l’es- 
pace H. Prolongeons la représentation 6 —- ©& à une représentation 
de l’algèbre de groupe À = Am, du groupe S (m) sur l’espace NW; 
cette représentation de l’algèbre À sera désignée par n. 

Soit m—=mMm +... +m, une décomposition du nombre m 
en une somme de h» termes entiers naturels qui vérifient la condition 
m>...Z>m,. Soient æ& = (m,, ..., m,), et ©, le diagramme 
de Young correspondant (voir 3.2, chapitre II). Soit e, l'élément 
de l’algèbre de groupe associé au diagramme ©, (voir 3.7, chapitre IT). 
Désignons par € (œ) l’opérateur sur l’espace H qui est l’image de 
l'élément €, € À, i.e. e(a) = n(e). 


THÉOREME. Si dans une signature à —= (m,, ..., m,) plus dn 
coordonnées sont non nulles, alors e (&œ) = 0. Si h<n, le sous-espace 
H, = e (a) H est le sous-espace maximal de H où la représentation 
est multiple de la représentation irréductible d (œ); ici — (m;,, m., … 

…. Mps 0, - .., 0) *). Par ailleurs la multiplicité correspondante 
k (œ) vérifie la condition u (œ) k (&œ) = m!, où le nombre u (a) a été 
défini par (3.6.2), chapitre II. 

Pour la démonstration, ainsi que pour les détails supplémentai- 

res, voir H We yl [ilJou D. Jélobenko [1]. 


REMARQUE. Conformément au théorème 1 de 3.2, la représenta- 
tion Sr du groupe U (n) doit être irréductible, étant la restriction 
à ce groupe d’une représentation analytique irréductible T de dimen- 


*) « est une ligne de n nombres; lorsque k < n on complète la suite 
(M, +. Mn) en ajoutant des zéros. 
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sion finie du groupe G = GL (n, ©). Signalons que l’on peut ainsi 
obtenir toutes les représentations continues irréductibles de dimen- 
sion finie du groupe Ù *). 

En effet, envisageons l’ensemble À des combinaisons linéaires 
finies des éléments matriciaux des restrictions des représentations 
tensorielles du groupe G au sous-groupe U. Puisque la représenta- 
tion identique du groupe G est un cas particulier de sa représentation 
tensorielle, tandis que la restriction de la représentation identique 
à G sépare les éléments de U, l’ensemble À sépare les éléments de U. 
En outre, le produit tensoriel des représentations tensorielles du 
groupe G est une représentation tensorielle du groupe G, d’où l’on 
tire facilement que À est une algèbre de fonctions sur U. Enfin, 
le lecteur vérifiera sans peine que la restriction de la représentation 
de base d,_, au sous-groupe U est équivalente à la représentation 


u—u, où u est la matrice dont les éléments sont des conjugués 
complexes des éléments correspondants de la matrice u. D'où il 
découle, en vertu du théorème de Stone, que l’algèbre À est dense 
dans C (U); alors on obtient du théorème de 2.8 du chapitre IV que 
l’ensemble des sous-représentations irréductibles des représenta- 
tions Sr, où 7 parcourt l’ensemble des représentations tensorielles 
du groupe G, forme une famille complète de représentations unitai- 
res irréductibles du groupe U. 

Un raisonnement analogue nous montre que chaque groupe linéai- 
re compact possède un système complet de représentations unitaires 
continues irréductibles, qui sont des sous-représentations de puis- 
sances tensorielles de la représentation identique de ce groupe. 


*) Au chapitre XI nous obtiendrons un résultat analogue pour les groupes 
de Lie complexes semi-simples (voir IV, 8.2, chap. XI). 


CHAPITRE VII 


REPRÉSENTATIONS DE DIMENSION FINIE 
DES GROUPES COMPLEXES CLASSIQUES 


$ 1. Les groupes complexes classiques 


1.1. Définition des groupes complexes classiques. On appelle 
groupes complexes classiques les quatre familles de groupes suivantes : 

1) Le groupe de toutes les transformations linéaires complexes 
unimodulaires (i.e. à déterminant égal à 1) de l’espace linéaire 
complexe X,:, de dimension nr + 1, n = 1, 2, 3, ...; il sera 
désigné par À4,. Il est évident que À, est isomorphe à SZ (nr + 1, C) 
et nous identifierons *) simplement 4, à SL (n + 1, C); 4, s’appel- 
le groupe complexe unimodulaire d'ordre n + 1. 

2) Le groupe de toutes les transformations linéaires complexes 
unimodulaires de l’espace linéaire complexe X.,+:, de dimension 
impaire 2n + 1,n = 2, 3, ..., qui laissent invariante une certaine 
forme bilinéaire symétrique non dégénérée q sur À.,+,; ce groupe 
sera désigné par B, et également par SO (2n + 1, C); on l’appelle 
groupe orthogonal complexe unimodulaire d'ordre 2n + 1. 

3) Le groupe de toutes les transformations linéaires complexes 
unimodulaires de l’espace linéaire complexe X., de dimension 
paire 2n, n = 3, 4, ..., qui laissent invariante une certaine forme 
bilinéaire symétrique non dégénérée @ sur À.,; ce groupe sera 
désigné par D, ainsi que par SO (2n, C); il s'appelle groupe orthogo- 
nal complexe unimodulaire d'ordre 2n. 

4) Le groupe de toutes les transformations linéaires complexes 
unimodulaires de l’espace linéaire complexe XÀ., de dimension 
paire 2n, n = 2, 3, 4, ..., qui laissent invariante une certaine 
forme bilinéaire antisymétrique @ sur À.,. Ce groupe sera désigné 
par C, ainsi que par Sp (2n, C). On l'appelle groupe complexe simplec- 
tique d'ordre 2n. 

Comme nous verrons par la suite ($ 10, chapitre X), ces groupes 
et leurs représentations jouent un rôle important dans de nombreuses 
applications ainsi que dans l'étude de larges classes de groupes. 


*) Comme précédemment (voir les exemples de 1.2, chapitre V), nous dé- 
signons par la même lettre g une matrice g € GL (nr, C) et une application li- 
néaire de X, de matrice g dans une base fixe. 
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Pour une base donnée, les matrices dans les groupes B,, D,, C, 
sont unimodulaires et on peut donc supposer que 


B, « SL (2n + 1, C), D, « SL(2n, C), C, = SL (2n, C). (1.1.1) 


1.2. Choix de la base. Posons pour abréger m = 2n dans le cas 
des groupes C,, D, et m = 2n + À dans le cas du groupe B,. Choi- 
sissons une base de À, de manière à ce que les matrices dans B,, 
Cr: D, aient la forme la plus simple. Désignons par s, la matrice 
de la forme dans une base quelconque. Dans le cas d’une forme 
symétrique choisissons une base c;, ..., ch de manière à avoir 


PT, Y) = Ziÿm + ToYm1 Ÿ + + + + Tmÿys et, par conséquent, de 
sorte que la matrice s, soit, pour m = 2n, de la forme 
0 S: 
So — St 0 / 
où s, est la matrice suivante d'ordre nr: 
0... 01 
Si = DE ; (4.2.1) 
1 O0 00 


tandis que, dans le cas d’une forme œ antisymétrique, de manière 
à avoir 


P (Z, Y) = Ziÿm + LoYmi + + + + TEnYn +1 — Entin — + + + —Tmÿa, 
et donc 

O0 —s, 
si OÙ 


(voir N.Bourbaki [1]); la formule (1.2.1) contient le nombre 1 
une fois dans chaque ligne et une fois dans chaque colonne. 


So — 


(1.2.9) 


Alors, en posant (x, y) = © x;y, on obtient 
k=1 


Es n) = (57, y). (1.2.3) 


La forme œ doit être invariante relativement aux transformations g 
du groupe considéré; cela signifie que 


(Sogz, 8y) = (sor, y). (1.2.4) 
D'où l’on tire que g'syg = So, i.e. 
ST = SES", (1.2.5) 


où g’ est la transposée de £. 
20—0883 
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Il est évident que la condition (1.2.5) est équivalente à chacune 
des conditions 
£'SoLoSs — €; (1.2.6) 
g = S5"g"” 150. (1.2.7) 
1.3. Principaux sous-groupes. Partout dans ce chapitre, nous 
désignerons par la lettre G un des groupes complexes classiques, et 
par m la dimension de l’espace dans lequel agissent les transforma- 
tions du groupe G. Posons pour abréger 


Gm = GL (m, C) 
et désignons par Hm, Zm; Dm Emr Zm: Km: Um» T'm les Sous-groupes 
de H, Z*, D, E, Z”, K, U, F construits dans le $ 1 du chapitre VI 
pour le groupe G,. Posons 
H=G{N H»,, 2Z*=GNZh,, D=GN Dh», Z =G/fN2Z;, 
K=GN Km U=GAUr, E=GNE,, T=GnNn Tr. 
Nous allons montrer que, pour ces sous-groupes et pour le groupe G, 


on a des relations analogues à celles démontrées au $ 1 du chapi- 
tre VI. 


1.4. Décomposition des éléments du groupe H. 
1. Chaque élément h € H se met de manière unique sous la forme 


h — ôz, Ô ED, zEZ*, (1.4.1) 
et aussi sous la forme 
h — z2ô, ÔED, zEZ*. (1.4.2) 


Démonstration. Supposons d’abord que G = SL (m, C). 
Alors G est constitué précisément par les éléments g € G, pour les- 
quels on a det g = 1. Puisque h € H,,, on a en vertu de I, 1.7, 
chapitre VI, hk — Ôz, ÔE Dh, z2E€ Zn, et cette décomposition est 
unique; il nous faut seulement montrer que à, z € G. Comme, évidem- 
ment, det z = 1, alors z € G. En outre, par hypothèse, h € G. Par 
conséquent 1 — det k — det ô det z = det Ô et Ô € G. Ceci démon- 
tre (1.4.1); la relation (1.4.2) peut être démontrée d’une manière 
analogue. 

Supposons maintenant que G est un groupe orthogonal ou simplec- 
tique. Alors GE SL (m, C); par conséquent, dans la formule (1.4.1) 
on a hESL(m, C) et, comme nous venons de le démontrer, 6, 
zESL(m, C). En outre k = s;'"h""1s,; en remplaçant ici k par 
Ôz nous obtenons 


Ôz = 55 0 "1595, "z"" 150. (1.4.3) 


Mais comme on vérifie facilement s;'0 "15 € Dm, s1z'"iss € Z*. 
En vertu de l’unicité de la décomposition k — Ôz, Ô E Dh, 2€ Z», 


$ 1] LES GROUPES COMPLEXES CLASSIQUES 307 


on en déduit Ô = s;'ô""15,, z = s;'z’"1s,. Par conséquent, 6 € D, 
z EZtet (1.4.1) est démontré. La relation (1.4.2) se démontre d’une 
manière analogue. 


1.5. Décomposition des éléments du groupe K. 
I]. Chaque élément k du groupe K se met de manière unique sous la 


forme 
k = Ôt, ÔED, GC EZ, (1.5.1) 
et aussi sous la forme 
— t6, ÔED, CEZ-. (1.5.2) 
La démonstration est analogue à celle dela proposition I de 1.4. 


1.6. Décomposition de Gauss. Désignons par A, (g) le mineur de 
la matrice g constitué par les éléments situés sur l’intersection de 
ses premières p lignes et ses premières g colonnes, et par G:- l’en- 
semble de tous les g € G pour lesquels 


Ap (g) Æ 0, D 1; 2, 553 M: (1.6.1) 
Evidemment 
Grée = GA Gmrée: (1.6.2) 
les matrices g € G«, sont dites régulières. 


I. L'ensemble G::8 est ouvert dans G et 


Grég = G. (1.6.3) 


Démonstration. La première assertion est évidente. 
Démontrons la seconde; remarquons tout d'abord qu’elle est évidente 
lorsque G = À,. 

Soit maintenant G = B,, C,, D,. Posons pour g € G 

À (8) = Ai (g) A2 (8) . - - A (8), 
= {g: g€G, A (g) = 0}. 
H est clair que Ge = G X Ga; il suffit donc de démontrer que 
GX Ga = G. Notons pour cela que e EG X Ga. D'autre part, si 
GX Ga © G, il doit exister un ensemble ouvert non vide UC Ga. 


Puisque A est un polynôme, on a alors A = 0 sur G, ïi.e. G = G, ce 
qui est en contradiction avec la relation e € G X Ga. 


IT. Chaque matrice g € Greg se met de manière unique sous la forme 
g = kz, kEK, z€Z*. (1.6.4) 


Démonstration. En vertu de Ï, 1.8, chapitre VI, Les 
matrice g € Gr se met de façon unique sous la forme 


g = Kz, kEKm 2EZm (1.6.5) 
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et il nous reste à démontrer que À EG, 2€ G. Dans le cas G = À, 
cela est évident. En effet, si g € À,, alors 1 — det g = det k-det z — 
= det k. 

Soit maintenant G un groupe simplectique ou orthogonal et 
g EG; alors d’après (1.2.7) on a g=s;! g""1ls,. En substituant dans 
(1.6.5), on obtient 


g=kz= sk" ls. 5512 "150. 


Mais, comme on le vérifie facilement, s'k"1S € X, et s'z""ls € 
‘€ Zm- En vertu de l’unicité de la décomposition (1.6.5) on en tire 
k = S'k"1s,, z = 52" "ls, i.e. kCK, 3€ Z. 

En combinant Il de 1.6 avec I de 1.5, on peut conclure: 


IT. Chaque matrice g € Gres se met de manière unique sous la forme 


g—=Ôôtz, ÔED, GEZT, zEZ*. (1.6.6) 
et aussi sous la forme 
g = Côz, LEZ", ÊED, zE€Z*. (1.6.7) 


Chacune des décompositions (1.6.4), (1.6.6), (1.6.7) s’appelle décom- 
position de Gauss dans G. 

Toute décomposition de Gauss dans G est également une décom- 
position de Gauss dans G,,, et donc les éléments des matrices k, 3, 6, 
& de ces décompositions peuvent être calculés suivant les formules 
(1.8.10) à (1.8.15), chapitre VI. 


1.7. Décomposition de Gram. 
I. Chaque élément g € G peut être représenté sous la forme 


g = ku, kEK, uEU (1.7.1) 
Si g = k,u, est une autre décomposition de ce type, alrrs 
k, = ky, u, = y" !u, ver. (1.7.2) 
Démonstration. En vertu de II, 1.9, chapitre VI, 
g=ku, kKEK»M; u EU; (1.7.3) 


et si g — kju, est une autre décomposition de ce type, alors 
k, = AY, u = vr'u, Y ET». 


I] nous reste donc à démontrer que l’on peut choisir k, u € G et alors 
on aura également y EG. 

Notons tout d’abord que, par un choix approprié de y dans (1.7.2), 
on peut trouver un k tel que 


. knp > 0 (1.7.4) 
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et cette condition définit Æ de façon univoque. En posant r = det g 
nous voyons qu'alors 


r=[|4,>0 
P 


En outre | det u | — 1, de sorte que det u = eï®, € R' 
Supposons d’abord que G=— 4, et g € G. Alors en vertu de (1.7.3) 


— det g — det k-det u = reï®, 


or ceci n'est possible que lorsque r = 1, @ = 0, i.e. det k = 1, 
det u = 1, i.e. lorsque x, u € À,. 

Supposons maintenant que G est un groupe orthogonal ou simplec- 
tique, et g EG. Alors g = s;'g""!s, (voir (1.2.7)). En substituant 
dans (1.7.3) nous obtenons 


ku = sk" "issus. (1.7.5) 


Nous allons supposer que X satisfait à la condition (1.7.4). Alors, 
comme on le vérifie aisément, on a s5'k""1s, € X et cet élément satis- 
fait également à la condition (1.7.4). Mais cette condition détermine 
k dans (1.7. 8) de manière unique. Par conséquent, k=s;"k"1s et 
donc u = slu""is,, i.e. k,u EG. Mais si l’on a également g — 
= kius, À Ë K,u EU, alors (1.7. ei est vérifié. Mais dans ce cas 
» = Kk EG, donc y = I» nc="r 


II. Chaque élément g € G peut être représenté de manière unique 
sous la forme 


g=elu, e€CE, LEZ, ueEU. (1.7.6) 


Démonstration. En vertu de lon a (1.7.1), et il existe 
une matrice k, et une seule, qui satisfasse aux conditions (1.7.1) 
et (1.7.4). En vertu de I, 1.5, 


k =" 06, ÔED, GLEZ, (1.7.7) 
OÙ Ôpp = Xkpp > 0, donc ô € En et ee n peut poser Ô = &. 
Mais alors e€EEh»N DC E»hNG=E et la proposition IT est 
démontrée. 


1.8. Paramètres indépendants du groupe Z*. 

a) Le groupe unimodulaïire (G = SL (m, C)). 
Dans ce cas Z*= Z*,, de sorte qu’en guise de paramètres indépendants 
on peut prendre 2,9, p << q. Par conséquent, Z* est homéomorphe 
à CV, où N— S' 41 et donc Le groupe Z* —"Z% 

1<P<q<mMm 
est connexe. 
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b) Le groupe orthogonal d'ordre pair 
(m = 2n, G = D,). Ecrivons chaque matrice z € Z* sous la forme 


na 
0 ni 


(où nn, n, a sont des matrices carrées d'ordre n et n, n-1 € Zn 
Introduisons ensuite les matrices de la forme 


1, Ë u 0 
0 ; 0 1-1 


où E est une matrice carrée d'ordre 7», tandis que 1, est la matrice 
unité d'ordre n. 


+ — 


(1.8.1) 


LT = , y — 


| \ (1.8.2) 


Ï. Chaque matrice z € Z* se présente de manière unique sous la forme 


= Ty, (1.8.3) 
où l’on a également x, y € Z*. 


Démonstration. En multipliant les matrices x et y de 
(1.8.2), on obtient 
b _ 


0 1-1 
Cette matrice coïncide avec z de (1.8.1) lorsque En, = a, i.e. lorsque 
ë = an_!, d'où l’on déduit que la décomposition (1.8.3) existe et 
est unique. Il reste à démontrer que zx, y € G. 

Puisque z = xy € G, on a en vertu de (1.2.7) 


Ty = 


(1.8.4) 


z2—=2y= sr iso ly "is. (1.8.5) 


On vérifie facilement que s;'xz'"!s, et s;ly’"!s, sont également des 
matrices de la forme x et y. Par conséquent, on tire de (1.8.5) et de 
l’unicité de la décomposition (1.8.3) que 


Six lso= x, sy" Iso = y, (1.8.6) 
ie. z,y ECG. 
Voyons maintenant à quelles conditions les matrices de la for- 
me z et y appartiennent à G. Rappelons que 


0 s4 

Si 0 

où s, est la matrice suivante d'ordre n: 
00...01 


So = 


(1.8.7) 


(1.8.8) 


ÿ. > Lun ©: 0; €: 


$ 1] LES GROUPES COMPLEXES CLASSIQUES 311 


En remplaçant x, y et s dans les conditions (1.8.6) par leurs 
expressions (1.8.2) et (1.8.7) et en multipliant les matrices des pre- 
miers membres des égalités obtenues, nous obtenons que les condi- 
tions (1.8.6) sont équivalentes au système d’égalités 


—— — s,'E"s:, (1.8.9) 
= Sin 1" S4s (1.8.10) 
N1= Sn" !s1. (1.8.11) 


On voit facilement que la condition (1.8.11) est équivalente à la 
condition (1.8.10). 

On tire de la condition (1.8.11) que les matrices n et n_, ne sont 
pas indépendantes. C'est-à-dire que la formule (1.8.11) définit uni- 


quement n_, lorsque la matrice n € Zi. , et donnée. La condition 
(1.8.9) peut s’écrire sous une forme blu commode si l’on pose Ë — 
— S,£. En effectuant! cette substitution dans la condition (1.8.9) 
nous voyons que la condition considérée est équivalente à Ë’ — 
= + 1.e. ë est une matrice antisymétrique. Ainsi, 


IT. Les « paramètres » indépendants dans Z* sont: a) la matrice 
n € Zi; b) la matrice antisymétrique Ë d'ordre n. 
| La matrice z € Z* s'exprime en termes de paramètres suivant la 
formule 


1% 
ni F | où ": = S;!n"7!s1. (1.8.12) 


0 

Soit X l'ensemble de toutes les matrices antisymétriques d'ordre 
n. Il est évident que les formules (1.8.12) définissent une application 
bijective et continue dans les deux sens, i.e. un homéomorphisme de 
l'espace Zi, X X sur l’espace Z*; par conséquent, 


III. L'espace Z* est homéomorphe àl l'espace ZÀ,., X À. 
Le fait que la matrice & est antisymétrique signifie que 


ne = — buse (1.8.13) 


D'où l’on voit que Ë» = 0 et les Épqs P< 4, par exemple, peuvent 
être choisis arbitrairement ; alors les les Epq pour p => q se déterminent 


à l' aïde e de la condition (1.8 13). Par c conséquent, , À est homeomoiphe 


= 

à C", où M —  ÿ} 1, et donc À est connexe. Puisque VAR 
: 1<p<q<n . ne 

est également connexe, on!tire de III la proposition suivante: 


IV. Dans le cas G = D, le groupe Z* est connexe. 
c) Le groupe simplectique (G=C,). Tous les 
raisonnements précédents s'appliquent au cas considéré presque 
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mot pour mot. La seule différence est que maintenant 
0 — 14 
S! 0 


où s, est à nouveau donné par la formule (1.8.8); par conséquent, 
ë est maintenant symétrique. D'où l'on tire: 


So = 


V. Le groupe Z* est connexe lorsque G = C,. 

d) Le groupe orthogonal d'ordre impair 
(G = B,, m = 2n + 1). Ecrivons les matrices z € Z sous la forme: 
nia 

Z = 0 | H 
0 O0 n-1 
où n, 1-1, a sont les mêmes que dans b), tandis que u et À sont une 


ligne et une colonne de 7 nombres. En raisonnant de même que dans 
b), nous voyons que pour z € Z* on a la décomposition 


Z = Ty, (1.8.14) 
où z et y sont des matrices de Z* de la forme 
1h No ë n 0 0 
0 0O 1: r 0 O0 1-1 
En outre, la matrice s, peut se mettre sous la forme 
0 0 S1 
So — 0 1 0 . [(1.8.16) 
S1 0 Ô 


où s, est à nouveau donné par la formule (1.8.8). Alors en multipliant 
les matrices, on tire de la condition zx, y € Z* 


n = 51038, Mo — —Hbe, HE + Es + non = 0. (1.8.17) 
La dernière des égalités (1.8.17) signifie que la matrice E = ts + 
+ (1/2) non est antisymétrique. Par conséquent, 


VI. Dans le cas G = B,, chaque matrice z € Z* est définie par les 
« paramètres » indépendants suivants: une matrice n E Zan, une 
matrice antisymetrique E d'ordre n et une ligne E, de n nombres. 

D'où l’on conclut :| 


VII. Lorsque G = B,, le groupe Z* est connexe. 
En réunissant les propositions a), IV, V et VIJ de 1.8, nous 
voyons que : 
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VIII. Pour chaque groupe complexe classique G le groupe Z* est 
connezxe.| 


1.9. Le groupe Z-. Ce groupe est l’image du groupe Z* par 
l'homéomorphisme g—>g". On tire des résultats de 1.8: 


I. Pour chaque groupe complexe classique G le groupe Z” est con- 
nexe. 


1.10. Paramètres indépendants dans le groupe D. 
a) Le groupe unimodulaire (G = SL (n, C)). Dans ce cas la 
matrice 


A4 0 s:Ù 

8 0 À 0 

0 O0 ... À, 
satisfait à la condition unique UE ... À, = 1, de sorte qe l'on 
pu prendre en guise de paramètres indépendants À, Àe, . -. 
 . Ân-1 par exemple, où l'on a A EC, ji = 1, ..., nr — 1. Lors- 


qu’ on multiplie deux matrices Ô, les paramètres correspondants 
sont multipliés, donc :: 


I. Dans le cas G — SL (n, C), le groupe D est topologiquement iso- 
morphe au groupe C5”; il est donc connexe. 

b) Pour les autres groupes complexes classiques la condition 
Ô"1= s,0s;' signifie que 


Amv=hyis, V=0, 1, ..., m—1. (1.10.1) 


Dans le cas d un groupe orthogonal d'ordre impair, on tire en particu- 
lier de (1.10.1) que À,+4, = À;l,; par conséquent, À,4, = +. 
Mais il découle de la condition det ô = 1 et des autres conditions 
(1.10.1) que À,+:1, = 1. Ainsi on a: 


II. Pour les groupes B,, Ch, D,, on peut prendre pour paramètres 
indépendants du groupe D les éléments diagonaux À, À, .-.., An € 
€ Ci. 

Lorsqu'on multiplie les éléments du groupe D leurs éléments 
diagonaux correspondants se multiplient entre eux; donc: 


III. Pour les groupes B,, C,, D, le groupe D est topologiquement 
isomorphe au groupe Cÿ, il est donc connexe. 
En réunissant les propositions I et III, nous obtenons 


IV. Pour chacun des groupes complexes classiques le groupe D est 
connexe. 


1.11. Connexité du groupe K. 
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Ï. Pour chaque groupe complexe classique G le groupe K est connexe. 

Cette assertion découle directement de la relation À = DZ” 
(voir (1.5.1)) et de la connexité des groupes D et Z°” (II, 1.2, cha- 
pitre V). 


1.12. Connexité du groupe H. 

Le groupe H est l’image du groupe X par l'application g — g'; 
comme cette application est un homéomorphisme, on peut affirmer 
que 


[. Le groupe H est connexe. 


1.13. Connexité des groupes complexes classiques. 

[. Chaque groupe complexe classique G est connexe. 

Démonstration. En vertu de la décomposition de Gauss 
on a Grés — KZ*, mais X et Z* sont connexes, donc G;4, est connexe 


(II, 1.2, chapitre V); par conséquent, G = G;4 est également connexe 
(IV, 1.1, chapitre V). 


1.14. Connexité du groupe U. 

Ï. Pour chaque groupe complexe classique G le groupe U est connexe. 

Démonstration. D'après la décomposition de Cramer 
(1.7.6), l'application £ X Ë X u + elu = g est une bijection con- 
tinue de l’espace £ X Z7 X U sur G. L'application inverse est éga- 
lement continue; ceci découle des formules pour &, &, u que l’on 
obtient en appliquant le procédé d'orthogonalisation (voir la déduc- 
tion de la décomposition de Cramer dans l’exemple 10, 1.2, chapi- 
tre V). Par conséquent, l'application eg X & X u —æeêu est un 
homéomorphisme de l’espace E X Z7 X U sur G. Mais G est conne- 
xe ([, 1.13); par conséquent, £ X Z- X U et donc U (XII, 1.1, 
chapitre V) sont connexes. 


$ 2. Représentations continues de dimension finie 
des groupes classiques complexes 


2.1. Vecteurs de poids et poids d’une représentation. Notre étude 
des représentations de dimension finie du groupe linéaire général 
(voir chapitre VI) était surtout basée sur sa décomposition de Gauss. 
Puisque la décomposition de Gauss existe pour chacun des groupes 
complexes classiques G (voir II et IIT, 1.6), tous les résultats concer- 
nant la description des représentations irréductibles de dimension 
finie du groupe GL (n, C) peuvent être étendus à ces groupes à l’aide 
des caractères inductifs de GL (n, C). Nous donnerons donc l'énoncé 
de ces résultats sans démonstration, et exposerons plus en détail les 
questions concernant la détermination des caractères inductifs 
des groupes de différentes classes, car c'est là que se manifestent 
les traits spécifiques de chaque groupe. 
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Soit T une représentation du groupe G dans un espace X de dimen- 
sion finie. Le vecteur x € X, x — 0, s'appelle vecteur de poids de la 
représentation T, et la fonction v (ô) poids du vecteur x, si 


T (6) x = v(ô)x quel que soit ô E D. (2.1.1) 


Il est évident que v (ô) est un caractère du groupe D. Le vecteur de 
poids zx de la représentation T s'appelle vecteur de poids supérieur si 


T (z)z =zx pour tout zEZ*, (2.1.2) 
et vecteur de poids inférieur si 
T (tÜ)jz =zx pour tout CE Z7 (2.1.3) 


THÉOREME 1. 1) L'espace X de chaque représentation irréduc- 
tible T de dimension finie du groupe G contient un vecteur de poids su- 
périeur et un vecteur de poids inférieur. 

2) Sien outre T est irréductible, alors X contient un seul (à un facteur 
numérique près) vecteur de poids supérieur et un seul (à un facteur numé- 
rique pres) vecteur de poids inférieur. 

L'assertion 1) découle directement du théorème de Lie (voir 3.1, 
chapitre V) appliqué aux représentations T|;, T|x, puisque À et H 
sont des sous-groupes des groupes résolubles X,, et H,, et sont donc 
également résolubles, et en outre connexes (Ï de 1.11; I de 1.12). 

La démonstration de l’assertion 2) répète mot pour mot celle de 
l’assertion analogue du théorème I, 2.1, chapitre VI. Le poids du 
vecteur de poids supérieur d’une représentation irréductible s’ap- 
pelle poids supérieur de cette représentation. 

Le caractère & (6) du groupe D est dit inductif relativement à G si: 

1) la fonction a (g) — æœ (ÔËz) = & (ô) définie pour g=Ôô&zE€ 
€ Greg se prolonge à une fonction continue & (g) sur tout le groupe G; 

2) l'enveloppe linéaire de toutes les fonctions « (ggo), £ € G, 
est de dimension finie. 


TH£OREME 2. 1) Le caractère a (Ô) du groupe D est le poids supé- 
rieur d’une représentation irréductible du groupe G si et seulement si 
a (Ô) est inductif relativement à G. 

2) Deux représentations irréductibles de dimension finie du groupe 
G sont équivalentes si et seulement si leurs poids supérieurs coïncident. 

3) Une représentation irréductible T de dimension finie du groupe G 
à poids supérieur « est équivalente à la représentation T, de ce groupe 
construite de la manière suivante: 

a) l'espace X, de la représentation T, est l'enveloppe linéaire de 
toutes les fonctions à (880), £o EG; 


b) pour f(g)E€ X, on a 
Ta (&o) f (8) = f (gg). (2.1.4) 


La représentation T, s'appelle réalisation canonique de la représen- 
tation irréductible à poids supérieur a, tandis que la fonction « (g) 
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construite d’après le caractère inductif « (ô) s'appelle fonction géné- 
ratrice de la représentation T,. 

En appliquant maintenant la décomposition de Gauss (voir 1.6) 
et en répétant le raisonnement de 2.3, chapitre VI, nous obtenons la 
réalisation suivante de la représentation 7, dans l’espace des fonc- 
tions sur le groupe Z*: 


THEOREME 3. Chaque représentation, irréductible T de dimension 
Jinie du groupe G est équivalente à la représentation T, définie de la 
manière suivante : 

1) l’espace X, de la représentation T., est l'enveloppe linéaire des 
fonctions a (z£), g € G, où «a (g) est une fonction génératrice définie par 
le poids supérieur «à de la représentation T ; 

2) les opérateurs de la représentation T, sont donnés par la formule 


(Ta (8) f) (2) = « (28) f (ze). 

Enfin, en nous servant de la décomposition de Gram, nous obte- 
nons Ja réalisation suivante de la représentation 7, dans l’espace des 
fonctions sur le groupe U: 

L'espace X, de la représentation T, est l'enveloppe linéaire de 
toutes les fonctions & (ug), g € G, et les opérateurs de la représentation 
sont donnés par la formule 


(Ta (8)f) (u) = a(e’)f(u,) pour ug = e'Lu,, 
e CE, LEZ, u, EU. 


Pour obtenir une description définitive des représentations T7, 
il reste à déterminer les caractères inductifs du groupe G considéré. 

Les matrices Ô du groupe D sont données par leurs éléments dia- 
gonaux À, À, - - -, An, et l'application Ô —+ (À, ..., À,) est un 
isomorphisme topologique du groupe D sur Ci (1, 1.10). Par consé- 
quent, chaque caractère & (ô) du groupe D est de la forme 


a (6) = A Ai A2 he ... An, (2.1.5) 
OÙ Pr — Qu Pe — ë +. Pn — On Sont des nombres entiers; la 
suite (p,, - -., Pns - +. Gn) S'’appelle signature du caractère 


æ (6). Si & (6) est Pduetif, alors sa signature est également appelée 
signature de la représentation 7, qu'il définit. Il nous reste à déter- 
miner, pour chacun des groupes classiques, pour quelles signatures 
le caractère «& (ô) est inductif. 


2.2. Le groupe unimodulaire (G = 4,). En reprenant les raison- 
nements de 2.5, chapitre VI, nous obtenons: 


I. Le caractère «à (ô) du groupe D € À, est inductif si et seulement 
si sa signature (P3, . . ., Pnr ir + + + Qn) est telle que les nombres 


Pi — Per P2 — Pas + + +5 Pns Qi — Qes Go — 3, . - ., Qn (2.2.3) 
sont des entiers non négatifs. 
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En vertu des formules (1.6.4), (1.8.10) du chapitre VI et (2.1.5), 
on a pour g = ÔËz 


a (g) = « (6) = 


+ / À: Pa f À; Te à ë 
=" (RE) (EE) 4, (Q, ("= 


= À, (g)* Ai (g)* A: (8) * (28) * ... (An (8) "(Ang)", (2.2.4) 


où l’on a désigné 


Pi = Pi — Pes S = Qu — es + + + Tn = Pns Sn = ne (2.2.5) 


En vertu de la proposition I, les nombres r;, s,, . .., rh, S, sont des 
entiers non négatifs, et l’on peut donc tirer de (2.2.4) que: 


II. Le caractère inductif a (g) du groupe À, est un polynôme de 
degré Kit... +Tn = Pi en gn et de degré <a +... +Sn = 
— 1 en STE 

En réunissant le théorème 2 de 2.1 avec la proposition Ï nous 
obtenons le résultat suivant: 


THÉOREME 1. Chaque représentation irréductible de dimension 
finie du groupe À, = SL (n + 1, C) est déterminee par le système 
de nombres entiers 

Dis = 5 2 Das is ses Qu (2.2.6) 

tels que 
P1 — P2 20, P:2 —p3>0, ° +.) Pn 20, 
Gi — GZ>0, Ga — g3Z>0, . An 20. 

Une représentation T, avec un système (2.2.6) donné se réalise 
(à une équivalence près) de la manière suivante. L'espace X, de la 
représentation 7, est l'enveloppe linéaire de toutes les fonctions 
œ (gg), 81 € Ah ou 


a (g)= As (e) 12 Ag) A, (9) A (De 0... 
(9 "A, (@" (2.2.8) 


est la fonction génératrice de la représentation T,, tandis que les 
opérateurs T, (g) sont donnés par la formule 


Ty (So) f (8) = f (ggo). (2.2.9) 


En nous servant de la décomposition de Gauss, nous obtenons la 
réalisation suivante de la représentation T, dans l’espace des fonc- 
tions sur Z*: 


IIT. L'espace X,, de la représentation T, est l'enveloppe linéaire de 
toutes les fonctions a (zg), g E G, et les opérateurs de la représentation 
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se définissent par la formule 
Ta (8) f()= Aie) "Ai (ze) As (2e) * A (ze)* 


… 4,28) "A, Ge) "f(zg), (22.10) 


où zg € Z* se détermine d’après la décomposition de Gauss 2g = kzg. 
D'une manière analogue, en utilisant la décomposition de Gram, 
nous obtenons la réalisation T, dans l’espace des fonctions sur le 
groupe U. 
En comparant le théorème 1 de 2.1, avec le théorème 5 de 2.5, 
chapitre VI, nous aboutissons à la proposition suivante: 


IV. Chaque représentation irréductible du groupe SL (n + 1, C) 
est la restriction sur ce groupe d'une certaine représentation irréductible 
du groupe GL (n + 1, C). 


2.3. Le groupe simplectique (G = C). 
I. Le caractère a (ô) du groupe DE C, est inductif relativement 
à Ch si et seulement si sa signature est telle que les nombres 


Pi — Pos Pa — Par + + +1 Pns Qi — es Q2 — ss - + +1 On (2.3.1) 


sont des entiers non négatifs. 
Démonstration. Posons G = C, et désignons par G 
l’ensemble des matrices de la forme 


ne 2.3.9 
80 — 0 s;la'”ts; , (2. .2) 


oùa € A,_, = GL (n, C),ets, est de la forme (1.2.1). Posons mainte- 
nant D, = Gof) D. En multipliant les matrices, on vérifie aisément 
que G, © C, et que l’application g, — a est l’isomorphisme topolo- 
gique du groupe G, sur GL(n, C) qui envoie D, sur le groupe D, 
pour GL(n, C). Supposons que le caractère &æ (x) du groupe D est 
inductif relativement à G; en vertu du lemme de 2.5, chapitre VI, 
sa restriction &o (00) à D, est un caractère inductif relativement à 
G,. L’isomorphisme signalé ci-dessus permet d'affirmer que &o (Ôo) 
est le caractère inductif du groupe D,, pour GL (n, C). Cette restric- 
tion est de la forme 


y (60) = M'A An het. An" An 
pour 
À 0 
Ôo 0 a 
s=|S si! 6," s, ||’ do = À 


0 Ac 
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D'où l’on tire en vertu de I de 2.5 que 


Pi — Pers Pe — Pas + - +5 Pn-1 — Pns Qi — os Ie — gs + + +1 In-1 —Qn 


sont des nombres entiers non négatifs. 
Désignons maintenant par G, l’ensemble de toutes les matrices 
Lie 
a 
1h 


81 — 


? 


où a € SL (2, Cj) et les endroits vides sont des zéros ; écrivons ensuite 
S, sous la forme 


—S 
So =|| © , (2.3.3) 
s 
où 
0 —1 O  —1,. | 
o=|, * | S— 1. 0 (2.3.4) 


et les endroits vides dans (2.3.3.) sont des zéros. Posons D, = D f\ Go. 
En multipliant directement les matrices on s'aperçoit que: 1) g,7! — 
= Sois", i-e. 1 € Ca ; 2) Go est un sous-groupe du groupe C, ; 3) l’ap- 
plication g, —+ a est un isomorphisme topologique du groupe G, sur 
SL (2, C) qui envoie D, dans le groupe D pour SL (2, C). 

En vertu du lemme de 2.5, chapitre VI, la restriction «, (6) 
du caractère inductif æ& (ô) du groupe D relativement à G est un 
caractère inductif relativement à SZ (2, C). Cette restriction est 
de la forme 


Œo (Oo) —— ha An . 


d’où l’on obtient, en vertu de I de 2.2, que p,, qg, sont également des 
nombres entiers non négatifs. En définitive, les nombres 


Pi — Pos Poe — Pas + +1 Pnr 1  — es Te — as + + +, On 
sont des entiers non négatifs. Ainsi la nécessité de la condition (2.3.1) 
est démontrée. Réciproquement, si l’on a (2.3.1), alors 
_ Li _ 0 TT rs 5 Cu P Eee 0 
a(g)= Ai (8) AG)" Ag) A)... A1(g) "A, @)" 


est un polynôme de degré < p, en £g;, et de degré < g en En D'où 
l’on tire l’inductivité du caractère & (ô) relativement à C,. La 
proposition Î et le théorème 2 de 2.1 entraînent le 


THÉOREME 2. Chaque représentation irréductible de dimension 
finie du groupe C, = Sp (2n, C) se détermine par un système de nom- 
bres entiers 


Pi Pe» FAR Pn) Gi» Q2 Rs. n° (2.3.5) 
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qui vérifient les conditions 
M>Pe >... > Pn > 0, HZ >Z...>Qn > (0. 


La représentation 7, avec un système (2.3.5) donné se réalise, 
à une équivalence près, de la manière suivante: l’espace X, de la 


représentation est l'enveloppe linéaire des fonctions « (£gg,), g € 
€ Cn, où 


a (8)= A1 (8) Ai(g) *A:(g)* Ag) 


. Ang)" AG)" (2.3.6) 


est la fonction génératrice de la représentation, tandis que ses opé- 
rateurs 7, (g) sont donnés par la formule 


Ta (Lo)  (g) = f (ggo). (2.3.7) 


En appliquant la décomposition de Gauss nous obtenons la réalisa- 
tion suivante de la représentation T7, dans l’espace des fonctions 
sur Z*. 


II. L'espace X, de la représentation T, est l'enveloppe linéaire 
de toutes les fonctions « (2g), g € Cn, et les opérateurs de la représen- 
lation sont donnés par la formule 


Ta (8) f (7) = a (zg) f (z8), (2.3.8) 


où zg € Z* se détermine à partir de la décomposition de Gauss z2g = kzg. 

D'une manière analogue, en utilisant la décomposition de Gram, 
nous pouvons obtenir la réalisation de la représentation 7, dans 
l’espace des fonctions sur le groupe U. 


2.4. Le groupe orthogonal. a) G = D,, i.e. G = SO (2n, C). 
En raisonnant comme dans le paragraphe précédent, on obtient: 


I. Le caractère a (ô) du groupe D € D, est inductif relativement 
à D, si et seulement si tous les nombres p, — Pa, . . ., Pn-1 —]| Pn |, 
A — es + + + One — An-1 An-1 — | On | Sont des entiers non négatifs. 
De la proposition I et du théorème 2 de 2.1 nous déduisons le 


THÉORÈME 3. Chaque représentation irréductible de dimension finie 
du groupe G = SO (2n, C) se détermine par un système de nombres en- 
LierS Pys + + «s Pn» ir + + +5 On Qui vérifient les conditions p,>p: > 
2 e . Z Pn1Z> | Pn |, UZ f? LR .Z n-1 > | n |. 

En appliquant la décomposition de Gauss, nous pouvons décrire la 
représentation correspondante comme on l’a fait dans la proposi- 
tion II de 2.5. 

b) G = B,, i.e. G = SO (2n + 1, C). En raisonnant comme dans 
l'exemple précédent, ou en appliquant a) et en se servant de l’opéra- 
tion de restriction à un sous-groupe, on obtient: 
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11. Pour que le caractère a (ô) du groupe DB, soit inductif 
relativement à B, il faut et il suffit que sa signature satisfasse à la con- 
dition: tous les nombres p, — ps, . . ., Pn-1 — Pns Pnd1— os + - - 

.. {n-1 — nr An Sont des entiers non négatifs. 
On tire de la proposition II et du théorème 2 de 2.1 le 


THÉORÈME 4. Chaque représentation irréductible de dimension 
finie du groupe G = SO (2n + 1, C) se détermine par le système de 
nombres entiers Pi, . . ., Pns us + + +» In Qui vérifient les conditions 
nDZPr 2... ZMn20, >>... > > 0. 

On peut trouver les détails dans le livre de D. Jé lobenkolil. 

Soit G le groupe SO (n, C). Il existe un groupe G pour lequel G 
est isomorphe au groupe quotient G X NW; où N est un sous-groupe 
distingué de deux éléments du groupe G. Le groupe G s'appelle groupe 
des spineurs, et les représentations irréductibles du groupe G non 


triviales sur V s'appellent représentations bivaluées du groupe G. 
Voir D. Jélobenkol{iletC.Chevalley [1]. 


CHAPITRE VIII 


REVÊTEMENTS ET GROUPES SIMPLEMENT CONNEXES 


$ 1. Revêtements 


Un espace topologique séparé À est dit localement connexe si 
pour chaque point x € X, tout voisinage du point x contient un cer- 
tain voisinage connexe de x. 


I. Soient X un espace localement connexe, U un ensemble ouvert de 
X. La réunion de tous les sous-ensembles connexes de l’ensemble U qui 
contiennent le point x est un ensemble ouvert. 

Démonstration. Soit X (x) la réunion de tous les sous- 
ensembles connexes de l’ensemble UÜ qui contiennent le point x € X. 
SiyEK (x),et VE U est un certain voisinage connexe du point y, 
alors la réunion X (x) {J V est connexe et contient l’élément zx, 
donc VE Æ (x). Par conséquent, chaque point y € X (x) est un 
point intérieur de Æ (x). 

Rappelons (voir $ 1, chapitre V) que la réunion de tous les sous- 
ensembles connexes d’un ensemble donné M qui contiennent un 
certain point x de M s'appelle composante (connexe) du point x dans 
M, ou simplement composante de l’ensemble M. La proposition I 
signifie que chaque composante d’un ensemble ouvert dans un 
espace localement connexe est un ensemble ouvert. 

Soient À, Ÿ des espaces topologiques, f une application continue 
de Ÿ sur X. On dit que Y est un revêtement pour X (relativement à 
l'application f) si Ÿ est connexe et localement connexe et chaque 
point re À possède un voisinage UC X pour lequel la restric- 
tion de f à chaque composante de l’ensemble ouvert f-! (U) est un 
homéomorphisme sur tout l’ensemble U. Notons que le voisinage 
U est nécessairement connexe. 

Il est clair que si À possède un revêtement, alors cet espace est 
connexe et localement connexe. Réciproquement, si À est connexe 
et localement connexe, alors À est le revêtement pour À relative- 
ment à l’application identique. Ce revêtement est dit trivial. 


II. Si Y est Le revêtement de X relativement à une application f et G 
est un ensemble ouvert de Y, alors f (G) est ouvert dans X. 
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Démonstration. Soient y € G, x = f (y). Supposons que 
Uc X est un voisinage du point x tel que chaque composante de 
l’ensemble f-! (U) est appliquée topologiquement par f sur U. Soit V 
la composante du point y dans f-! (U). L'ensemble V f} G est ouvert, 
en particulier V f] G est ouvert dans V. Puisque f est un homéomor- 
phisme appliquant V sur U, l’ensemble f (V fN G) est ouvert dans 
U;f(V N G) contient le point x et constitue donc un voisinage de ce 
point. D'autre part, f(VNMGaf(G), par conséquent f(G) 
contient un voisinage de chacun de ces points zx. 


III. Soient Y un espace localement connexe, f une application 
continue de Ÿ dans un espace À, y E Y, et U un voisinage du point 
z = f (y) dans X. La composante V du point y dans f”! (U) est un voisi- 
nage du point y. 

Démonstration. L'ensemble f-1! (U) est ouvert, donc V 
l’est également en vertu de I. 


IV. Si Y est un revêtement de X relativement à une application f, 
alors f est un homéomorphisme local, i.e. chaque point y € Y possède 
un voisinage que f applique topologiquement dans X. 

La proposition s'obtient immédiatement de III et de la défini- 
tion du revêtement. 


V. Soient f une application continue de Y dans X, et G un sous- 
ensemble de X tel que la restriction de f à chaque composante de l’ensem- 
ble f-! (G) est un homéomorphisme sur G. Alors, pour chaque sous- 
ensemble connexe FE G, chaque composante de l’ensemble f”! (F) est 
appliquée topologiquement sur F, par l'application f, tandis que les 
composantes de f-? (F) sont les intersections des composantes de l'ensem- 
ble f-! (G) avec l'ensemble f”1 (F). 

Démonstration. Soit {H,} la famille des composantes 
de l’ensemble f-1(G); posons D, = H, N f-!(F). Puisque D, € 
c H,, et f applique topologiquement Æ, sur G, alors f applique 
topologiquement D, sur F. Par conséquent, les ®, sont des ensem- 
bles connexes. D'autre part, chaque sous-ensemble connexe de 
l'ensemble f-! (F) est contenu dans une certaine composante H, 
de l’ensemble f-! (G). Par conséquent, les O, sont les composantes 
de l’ensemble f-! (F), ce qui termine la démonstration de la propo- 
sition V. 


VI. Soit @ une application continue d'un espace localement con- 
nexe Z dans un espace connexe X. Supposons que chaque point x € X 
possède un voisinage U tel que chaque composante de l’ensemble @”! (U) 
est appliquée topologiquement sur U par @. Soient Y une composante 
quelconque de l'espace Z, et f l'application de Y dans X déterminée 
comme la restriction de l'application @ à Y. Alors Ÿ est ouvert dans Z, 
et Y est le revêtement de À relativement à l'application f. 


21. 
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Démonstration. Montrons tout d’abord que f (Y) = X. 
Supposons que x € À et U est un voisinage de ce point tel que q 
applique topologiquement les composantes V,, de l’ensemble @-! (U) 
sur U. Si une certaine composante V, de l’ensemble @-! (U) coupe Y, 
alors V, € Ÿ puisque Ÿ est une composante de l’espace Z. On en 
tire que Ÿ ff] p? (U) est la réunion de certaines composantes V, 
de l’ensemblep-! (U) telles que V, fN Y n’est pas vide. Par consé- 
quent, si U coupe f (Y), alors Ÿ f} ®-! (U) est la réunion non vide de 
certaines composantes V,. D'autre part, @(V,) = U, donc Uc 


& f (Y). En particulier, si x€f (Y}), alurs chaque voisinage du point z 
intersecte f (Y}), d’où l’on tire que U f} f(Y) = SG ; par conséquent 


Ucf(Y) et chaque point zx € f (Y) est un point intérieur de l’en- 
semble f (Y). On en déduit que f (Y}) est à la fois ouvert et fermé 
dans À ; mais À est connexe, donc f (Y) = À. 

Les ensembles V, sont les sous-ensembles connexes maximaux 
de l’ensemble œ-!(U), tandis que f-! (U) = Y N -!(U) est la 
réunion de certains V, qui sont donc les composantes de l’ensemble 
jf"! (U). On peut en tirer que Ÿ est le revêtement de l’espace X rela- 
tivement à f. L'ensemble Ÿ est ouvert dans Z en vertu de I. 


VII. Supposons que Y est le revêtement pour X relativement à 
l'application f. Soit Z un sous-espace connexe et localement connexe de À. 
Chaque composante W de l'ensemble f-! (Z) est ouverte dans f”! (2), 
et W est le revêtement de Z relativement à la restriction de l'applica- 
tion f à W. 

Démonstration. Soit x € Z et supposons que Ü est un 
voisinage du point x dans X tel que chaque composante de f-! (U) 
est topologiquement appliquée sur U par f. Puisque l'espace Z est 
localement connexe, il existe un voisinage connexe V du point x 
dans Z qui est contenu dans ÜU. Soient W,, les composantes de l’en- 
semble f-! (V). En vertu de V, chaque ensemble W,, est l'intersection 
de f-1 (V) avec une certaine composante 7, de l’ensemble f-? (U). 
Si y, est un point de W, tel que f (y,) = x, alors W, est un voisi- 
nage du point y, relativement à f-! (Z), par conséquent f"* (Z) est 
localement connexe et chaque point x € Z possède un voisinage V 
tel que toute composante de l’ensemble f-! (V) est appliquée topo- 
logiquement sur V par la restriction de l’application f à f”* (2). 
Alors VII découle directement de VI. 


ExEMPLE. Soit X le cercle unité l!, i.e. À — {e®, q € R}. Soit 
Y = R la droite numérique. Alors Ÿ est connexe (voir l'exemple 
1, $ 1, chapitre V) et localement connexe (puisque chaque voisinage 
du point yE Ÿ contient l'intervalle connexe (y — 6, y + ô) pour 
un certain 60). Soitf l'application de Ÿ dans X définie par la for- 
mule f (y) = ei9,y E Y = KR. Alors f est une application de Ÿ sur À, 
et chaque point x = ei? € X possède un voisinage U — {e'", e'” Æ 
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£ —ei9} tel que son image inverse f-? (U) = {( + (24 — 1) x, 
p + (2k + 1) x), k = 0, +1, +2, ...} est la réunion d’une fa- 
mille dénombrable de composantes Y, = (@ + (24 — 1) x, @ + 
+ (2k + 1) x), k E Z, dont chacune est appliquée topologiquement 
sur U par f. En effet, l'application f est continue, et l'application 
continue ÿL: U —+ Y, inverse à f |, est déterminée par la formule 


eive 9 e-ivei® 
i (2H eive 719 e-ivei®) ? 


ÿa (7) = p + 2kn +2arctg 


Ainsi KR est le revêtement de l'? relativement à l’application 


y—ev, yCR. 


$ 2. Espaces simplement connexes et principe 
de monodromie 


2.1. Espaces simplement connexes. Soient X un espace topologi- 
que, Ÿ et Z des revêtements de X relativement aux applications f 
et g respectivement. Les revêtements Y et Z sont dits isomorphes s'il 
existe un homéomorphisme œ de l’espace Ÿ sur Z tel que f = ge +. 
L'espace À est dit simplement connexe si X est un espace connexe et 
localement connexe tel qu’un revêtement quelconque de X est iso- 
morphe à son revêtement trivial. Ainsi, si À est simplement connexe 
et si Ÿ est un revêtement de X relativement à l’application f, alors f 
est un homéomorphisme de Y sur X. Il est évident qu’un espace 
homéomorphe à un espace simplement connexe est aussi simplement 
connexe. 

L'espace l'! est un exemple d’espace non simplement connexe. En 
effet, l'exemple du $ { nous montre qu'il existe un revêtement de 
l’espace ll, à savoir l’espace R, qui n’est pas homéomorphe à T1. 
Au $ 4 nous donnerons des exemples d’espaces simplement conne- 
xes, en particulier nous montrerons que l’espace KR est simplement 
connexe. 

Mettons en évidence certaines propriétés générales des espaces 
simplement connexes. 


I. Soit Y le revêtement de X relativement à l'application f. Si G 
est un sous-ensemble ouvert de Y et si l'application f est une bijection 
de G sur X, alors f est un homéomorphisme de Y et X, i.e. Y est iso- 
morphe au revêtement trivial. 

Démonstration. L'application f est continue par hy- 
pothèse. Il découle de la proposition II, $ 1, que f envoie les en- 
sembles ouverts dans les ensembles ouverts. Par conséquent, f est 
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un homéomorphisme de l'ensemble G sur À. Montrons que G = Y. 
Puisque Ÿ est connexe, il suffit de démontrer que G est fermé dans Ÿÿ. 


Soit y € G, et supposons que Ü est un voisinage connexe du point 
z = f (y) tel que toute composante de l’ensemble f-! (U) est appli- 
quée topologiquement sur U par f. Soit V la composante de l’ensem- 
ble f-IU qui contient le point y. Les restrictions de f à l’ensemble V 
et à l’ensemble V, = G f} f-! (U) sont des homéomorphismes sur U. 
D'autre part, V est un voisinage du point y en vertu de I, $ 1, donc V 
coupe G. Par conséquent, V coupe également V,. Puisque V, est 
homéomorphe à U, il est connexe et donc V,€ V. La restriction 
de f à V étant bijective et f (V,) = f (V) = U, on a V, = V. Par 
conséquent, y € G, ce qui termine la démonstration de la proposi- 
tion I 


IT. Si X, et X, sont des espaces simplement connexes, alors leur 
produit X, X ZX, est aussi simplement connete. 

Démonstration. Il est évident que l’espace À, X À. 
est connexe et localement connexe. Soit XÀ le revêtement de À, x X, 
relativement à l'application f. Pour chaque zx, € X, toute compo- 
sante de l’ensemble fr? (X, X {z, }) est le revêtement pour X, (re- 
lativement à la restriction de l'application f à cette composante) 
en vertu de VII, $ 1. L'espace X, étant simplement connexe, cha- 
que composante de l’ensemble f-! (X, X {x.}) est appliquée topolo- 
giquement sur X, par l'application f. Soit Z; (x) une composante 
donnée de l’ensemble f-1 ({x°} X X,), où zx? € X.. Soit G la réunion 
des composantes Z, (x.) des ensembles de la forme f-! (X, X {zx,}), 
où za E À >, qui coupent l’ensemble Z2 (x). Il est évident que f ap- 
plique bijectivement l’ensemble G sur À, X X,. Montrons que G est 
ouvert, alors II se déduira de I. 

Soit M la famille de tous les points intérieurs de l’ensemble G qui 
appartiennent au sous-ensemble donné Z, (z,) = G. L'ensemble M est 
ouvert dans Z, (x.). Montrons que M est fermé et non vide. 

Soit z € Z, (x.) et supposons que f (z) = (z,, x). Soient U,, U, 
des voisinages connexes des points z, et x, dans X, et À, tels que 
chaque composante de l’ensemble f-? (U, X U,) est appliquée topo- 
logiquement sur U, X U, par f. Soit V un voisinage du point z 
dans fr1(U, X U:). Soit (ys, ye) E U, X U,; posons V, (y.) = 
= VASTE (UV: X {Ya}); Va (a) = V N F7" ({yah X U3). Alors f appli- 
que topologiquement V, (y.)) sur U, X {y.} et V, (y.) sur { y,} X U:. 
Par conséquent, V, (y.) est contenu dans une certaine composante 
Z1 (y2), tandis que V, (y,) est contenu dans une certaine composante 
Z: (y). Ces composantes possèdent au moins un point commun w de V 
tel que f (w) = (y,, y). Si l’on prend pour z un point d’intersection 
de Z, (xz.) avec Z2 (x), alors Z, (z,) coïncide avec Z2 (x) et l’on a 
Z1 (y) © G pour tous les y, € U,. La relation V — ÿ, V, (y:) 


Vs 
implique VE G, et donc z € M. Ainsi M n'est pas vide. 
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Si z € M, alors V, (x.) possède un point commun w* avec M. 
Soit f (w*) = (xf, x,). Soit U® un voisinage du point z. dans X: 
tel que V5 U, et V Nf-!({rt} X U®) est contenu dans G. Pour 
z5 E U* une certaine composante Z, (rx?) possède une intersec- 
tion vide avec G, donc Z, (x) G. En outre, l’ensemble V f 
nf"! (U, x U5) est la réunion des ensembles Z, (z°5) pour tous les 
z5 E US. Par conséquent V ff"? (U, x U5) € G. L'ensemble V N 
n fr! (U, x U?) est ouvert; c’est donc un voisinage du point z. 
Ainsi z € M et M est ferme. 

Etant donné que M Z,(x.) est non vide, fermé et ouvert 
dans Z, (z.), et Z, (x.) est homéomorphe à l’espace connexe X,, 
on a M = Z,(x,). Par conséquent, tous les points de l’ensemble G 
sont des points intérieurs, ce qui termine la démonstration de la 
proposition II. 


2.2. Principe de monodromie. Le théorème suivant concerne la 
propriété fondamentale des espaces simplement connexes appelée 
principe de monodromie. 


THÉOREME Â. Soit À un espace simplement connexe. Supposons 
qu'à chaque x € X correspond un certain ensemble non vide M, et que 
pour chaque point (x, y) d'un certain sous-espace DE X X X est 
définie l'application q., de l’ensemble M, sur l'ensemble M, de ma- 
nière à satisfaire aux conditions suivantes : 

1) D est un sous-ensemble ouvert connexe de X X X contenant la 
diagonale (i. e. contenant tous les points de la forme (x, x), x € À); 

2) l'application ®,, est bijective pour tous les (x, y) ED; Pxx 
est l'application identique pour tout x E X; 

3) lorsque (zx, y), (y, 2), (z, 2x)ED, on a x = Pyz° Pay 

Il existe alors une application % qui fait correspondre à chaque 
z € À l'élément 1 (x) de l’ensemble M, de sorte que 1 (y) = xy (Ÿ (x)) 
pour tous les (x, y) € D. En outre, l'application Ÿ peut être choisie de 
manière à avoir dans chaque point donné x, € À l'égalité ÿ (xo) = uw, 
où w?, est un élément fixe de l'ensemble M. ; cette condition supplémen- 
taire détermine uniquement l'application 1. 

Démonstration. Soit Ÿ — U {zx} X M,. Soit O la 

Ë 


famille de tous les ensembles GC Y tels que pour chaque point 
(x, w,) € G il existe un voisinage U du point x dans l’espace X tel 
que U X UC D et (y, ze, (w-)) € G pour tous les y € U. Il est 
évident que Ÿ et @G appartiennent à la famille O. Le lecteur vérifiera 
sans peine que la réunion d’une famille quelconque d’ensembles de O 
et l’intersection d’un nombre fini d’ensembles de © appartiennent 
toujours à O. La famille O, envisagée comme la famille des ensembles 
ouverts, munit Ÿ d’une structure d’espace topologique. 

Définissons l'application x de l’espace Y sur À en posant 
x (x, w.) = x. Il découle immédiatement de la définition de la 
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famille O que x-! (U) € O pour tout ensemble ouvert UE X, i.e. x 
est une application continue de Ÿ sur À, et pour chaque G € 0 l’en- 
semble x (G) est ouvert dans X. 

Soit U un ensemble ouvert de XÀ tel que UxU< D. Soient 
zEU et w.CM,. Désignons par G(z,U,w,) l’ensemble constitué 
des éléments de la forme (y, o.,(#,)) pour tous les yEU. Démon- 
trons que G(z, U,w,)€0. En effet, soit (y, p.y(w)) un élément 
de l’ensemble G(zx, U, &.); alors la relation U x U & D implique 
que pour tout zEU les applications ;y, Pyz et P+xr Sont définies 
et la condition 3) entraîne (z, p,: (Pry (Wx)))=(2, Pxz (Wx)) EG (z, U, w.). 
Par conséquent G (x, U, w,)€ O. 

Soient (z, w.) et (y, w.,) des points distincts de Ÿ. Lorsque x y, 
alors À contient des voisinages disjoints U, V des points x et y 
respectivement. Alors (x, w,)En-!(U), (y, w,)Ex"!(V), où 
nl (U), n-1(V) appartiennent à la famille O et sont disjoints. \aïis 
lorsque zx = y, on a w, 5 w,. Soit U un voisinage du point x dans 
X tel que UxX UD; alors les ensembles G (x, U, w,) et 
G (x, U, w,) appartiennent à la famille O et sont disjoints, puisque 
les applications p., sont bijectives. Par conséquent, l’espace topolo- 
gique Ÿ est séparé. 

Pour chaque point x € X il existe un voisinage connexe U dans 
X tel que U X U D. Puisque chacune des applications 27, 
z, y E U, est une bijection de M, sur M,, l'ensemble x-! (U) peut 
être représenté comme la réunion d'ensembles de la forme 
G (zx, U, w,) pour tous les w, € M... Tous les ensembles G (x, U. w.), 
w, € M,., sont ouverts dans Ÿ et appliqués bijectivement sur U par n. 
Puisque x est continue et applique les ensembles ouverts sur des 
ensembles ouverts, elle applique topologiquement chacun des ensem- 
bles G (x, U, w.), w., EM,,sur U. L'ensemble U est connexe, donc 
les ensembles G (x, U, w,), deux à deux disjoints, sont les compo- 
santes de l’ensemble x-! (U). Ainsi chaque point x € À possède un 
voisinage ÜU tel que chaque composante de l’ensemble n-!(U) est 
appliquée topologiquement sur U par x. Puisque U est connexe, les 
ensembles G (x, U, w.,) sont ouverts et connexes dans Ÿ, d’où l’on 
déduit que YŸ est un espace localement connexe. 

Soient YŸ, la composante du point (x,, w:,) dans l’espace Y, 
et w la restriction de l’application x à Ÿ,. Il découle de la proposi- 
tion VI, $ 1, que Y, est le revêtement de l’espace À relativement 
à l'application w. Puisque X est simplement connexe, w est un 
homéomorphisme de l’espace Y, sur À. 

Définissons l’application 1 par la formule 


O7? (x) = (zx, Ÿ (x). (2.2.1) 
Désignons par D* l’ensemble de tous les points (x, y) € D qui véri- 
fient la condition Ÿ (y) — @xy (Ÿ (x)). Soit (1, y1) un point de l’en- 
semble D. Soient U,, V, des voisinages connexes des points z, et y 
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dans l’espace X tels que VU, X U,ED, V, x V,EDeæ UV, x 
X V,c D. Supposons que VU, X V, intersecte D* et soit (x., ye) € 
€ D* NA (U, X V,). Alors 


Ÿ (y2) —. Pr,v: (Ÿ (22)) (2.2.2) 


en vertu de la condition (x, y.) € D*. L'ensemble G (x,, U,, + (x,)) 
est connexe et contient le point (x,, 1 (x,)) € Y,; comme Y, est une 
composante de Ÿ, alors G(x,, U,, d(x,))C Y,. Par conséquent, 
en vertu de la définition de G (x,, U,, 1 (xz;)), nous avons pour le 
point x EU, 


Ÿ (te) = Prix, (D (x1))- (2.2.3) 
D'une manière analogue 
Ÿ (Ye) — Privs (D (y1)). (2.2.4} 


D'autre part, comme toutes les applications @.x,, rw: xs 
Pxivsr Puy, Sont définies, on peut déduire de la condition à) 
du théorème 1 et des égalités (2.2.2) et (2.2.3) que 


Ÿ (Ye) = Prius, (D (Ze) = Prin, (Prix, (Ÿ (z1))) = 
= Pr, (Ÿ (x1)) T— Puivs (Pxiv, (Ÿ (x1))). (2.2.5) 


Mais, par hypothèse, p.., est une bijection de M, sur M,, alors en 
comparant les deuxièmes membres des formules (2.2.4) et (2.2.5} 
nous obtenons 


Pxiv, (Ÿ (z1)) = Ÿ (y), (2.2.6) 


i.e. (z,, y,) € D*. Ainsi, lorsque (x,, y,) E D*, on a (x,, y,) E D*, 
i.e. D* est fermé dans D. Inversement, si (x,, y,) € D*, on a l'égalité 
(2.2.6), tandis que des relations (2.2.3), (2.2.4), (2.2.6) et de la 
condition 3) du théorème que nous démontrons nous voyons que 


Ÿ (Ye) = Puiu, (bi (41) = Puius (Prin CE (z1))) = Priv, (b (x1)) = 
= Prsus © Prix, (D (Ti) = Prsu, (Prix (Ÿ (T1) = Prsy, (Ÿ (xe)) 


pour tous les x, € U,, ya € V,, ïi.e. (x, y:) € D pour (x, y.) € 
€ U, X V,et D* est ouvert dans D. Enfin, (x, x) € D* pour tous les 
zx E À, donc D* est non vide. Puisque D est connexe, on‘a D*= D, 
i.e. l'égalité (2.2.6) est maintenant valable pour tous les (z,, y.) € D. 

Démontrons maintenant l’unicité de l'application w. Soit % 
une application qui vérifie toutes les conditions du théorème 1, y 
compris la condition %(zo) = w£,. Soit U l’ensemble de tous les 
points x € À tels que % (x) = Ÿ (x); puisque x, € U, l’ensemble U 
est non vide. Supposons que y est un point de À et V est un voisinage 
du point y tel que VŸ X VE D. Si V et U possèdent un point com- 
mun ÿy,, On à 


Pr (X (4) = X (1) = Ÿ (Y1) = Puy (D (y)), 
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d’où % (y) = % (y) et donc U est fermé dans À. Réciproquement, si 
d(y) = x (y), alors œy,y (x (y)) = Puy (d (y)), donc % (y) — 
né. (y,) pour y, € Vet Ü est ouvert dans À. Puisque X est res 
a U = X, ce qui termine la démonstration du théorème 1. 


2.3. Quelques applications du principe de monodromie dans la 
théorie des groupes topologiques. Soit G un groupe topologique. 
L'application f d’un voisinage U de l’élément neutre du groupe G 
dans un certain groupe À s’appelle koméomorphisme local si pour tous 
les g, h € U qui vérifient ghk € U on a l'égalité f (gh) = f (g) f (h). 


I. Soient G un groupe topologique simplement connexe, et f un 
homéomorphisme local du groupe G dans le groupe H. Si l’ensemble 
de définition de l'application f est un voisinage connexe U de l'élément 
e € G, il existe un homomorphisme 1 du groupe G dans H qui coïncide 
avec f sur U. L'application 1 est uniquement déterminée. 

Démonstration. Supposons que DE G X Gest l’ensem- 
ble de tous les couples (g, h) tels que kg”! € U. Il est évident que D 
est un ensemble ouvert dans G X G contenant tous les éléments de la 
forme (£g, g), g € G. L'ensemble D peut être représenté comme réu- 
nion d’ensembles de la forme {g} X Ug, g € G. Puisque U est con- 
nexe, chacun des ensembles {g} X Ug est connexe; tous ces ensem- 
bles coupent l’ensemble connexe constitué des couples (£g, g),g€G, 
par conséquent, D est connexe. 

Soit (g, h) € D. Désignons par @,, l'application x —+ f (kg”!) x 
du groupe H sur lui-même. Lorsque (g, h), (h, k) et (g, k) sont situés 
dans D, kh”1, hg”let kg”?! = kh-l.hg 1 sont situés dans U, donc 


Pen (2) = f (kg) z = f (kh 7) (he) z = nr (Pen (Z)) 


pour tous les x € H. Ceci permet d'appliquer le principe de monodro- 
mie (en posant M, — H pour tous les g € G); on obtient l'existence 
d'une application + du groupe G dans À telle que + (e) est l'élément 
neutre du groupe À et  (k) = f (kg-?) 4 (g) pour tous les g,hkE€G 
qui vérifient kg”! € V. En posant g = e, nous voyons que l’applica- 
tion Ÿ coïncide avec f sur l’ensemble U. Lorsque k € U, on a % (kg) — 
= f (kg-g77) p (8) = f (k) Ÿ (@) — 4 (4) Ÿ (g). D'autre part, lorsque 


V = UN Uri, on a G = (où V" en vertu de la connexité du grou- 


pe ( G. Chaque élément g € G] peut donc s’écrire sous la forme k,, ... 
An oùk EU AN U-!'pourtousles i = 1, ., n. Par récurrence 

sur n nous arrivons à l'égalité +b(k, ... k,h) = + (k,) ... 
. D (k,) d (h). Pour k = e nous obtenons (k, se. Kn) = (A)... 
.D(k,), donc + (gh) = 4 (g) 1 (k) pour tous les g, hk EG, i.e 

1p est un homomorphisme de G dans H. L’unicité de l’homomorphisme 


découle de l'égalité 4 (g) = p(k)...wb(k,) pour g—=Kk,... 
: ka, k; € V; 
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Soient G, H des groupes topologiques, U et V des voisinages des 
éléments neutres des groupes G et H respectivement. Une applica- 
tion homéomorphe f du voisinage Ü sur le voisinage V s’appelle 
isomorphisme local du groupe G dans FH, si les conditions suivantes 
sont satisfaites : 

1) sigEU, 8 EU et gg, EU, alors f (gg) = f (g) f (gi), 

2) SigEU,g EU et jf (8) f (8) € V, alors gg, € U. 


IT. Soient G un groupe topologique simplement connexe, et H un 
groupe topologique connexe localement isomorphe au groupe G. Alors 
le groupe H est isomorphe au groupe quotient du groupe G par un 
certain sous-groupe discret du centre du groupe G 

Démonstration. Soient U, V des voisinages des éléments 
neutres des groupes G et À respectivement, f un homéomorphisme de 
U sur V qui vérifie les conditions {) et 2) de la définition précédente. 
En vertu de I, l'application f peut être prolongée à un homomorphis- 
me 1 du groupe G dans À qui coïncide sur U avec l'application f. 
L'homomorphisme vw est continu dans l'élément neutre du groupe G, 
il est donc continu partout. L'ensemble 1 (G) est un sous-groupe du 
groupe H, mais 4 (G) contient 4 (U) = f (U) = V, donc 4 (G) con- 


tient Ü VT. Puisque H est connexe, on a H — Ù VT, donc 


Ÿ (G) = ‘H. Comme l’image du voisinage U est un cn=cnble ouvert 
V dans À, l’image de tout ensemble ouvert dans le groupe G est 
ouvert dans À. Ainsi, un sous-ensemble du groupe H est ouvert si 
et seulement si son image inverse dans G est ouverte, par conséquent 
le groupe H est isomorphe, en tant que groupe topologique, au groupe 
quotient du groupe G par le noyau NW de l’homomorphisme vŸ. Puis- 
que Ÿ applique topologiquement Ü sur V, l’ensemble U f N se 
réduit à l'élément neutre. Par conséquent, W est un groupe discret. 
Enfin, N appartient au centre du groupe G en vertu de VI, 1.2, cha- 
pitre V. 


$ 3. Groupes de revêtement 


3.1. Quelques propriétés des revêtements. 

I. Soient Y un revêtement de l'espace X relativement à l'application 
f, et o, ®’ des applications continues d’ un espace connexe Z dans Y 
qui vérifient la condition fo @ = fo p'’. Si Les applications p et 
coincident au moins en un point de l’espace Z, alors @ = %'. 

Démonstration. Soit F l’ensemble de tous les points 
z € Z pour lesquels œ (z) = œ” (z). L'ensemble Fest évidemment fer- 
mé; par hypothèse, F n'est pas vide. Montrons que F est ouvert. 
Soit z € F. Le point z = f (@ (z)) possède un voisinage U tel que 
toute composante de l’ensemble f-!(U) est appliquée topologiquement 
sur U par f. Soit V la composante du point o (z) = ®’ (z) dans l’en- 
semble f-! (U). En vertu de I, 1.1, l’ensemble V est un voisinage du 
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point o (z) = œ (z'). Par conséquent, Z contient un voisinage W du 
point z tel que (WW) V, ® (W)c V. Puisque f applique topolo- 
giquement V sur ÜU, on a œ (w) = œ’ (w) pour tous les w € W. Par 
conséquent, WC F'et F est ouvert. L'espace Z étant connexe. on a 
F = Z, i.e. @ (z) = ’ (z), pour tous les z € Z. 


IT. Soient Z un espace simplement connexe, et Y le revêtement de 
l’espace X relativement à l'application f. Si œ@ est une application 
continue de Z dans X, il existe une application continue 1 de Z dans Y 
telle que fowdb = 9. Si zEZet y, E Y sont des points pour lesquels 
f (Yo) = ® (30), alors l'application Ÿ peut être choisie de manière à 
avoir %Ÿ (zZo) = Yo; cette condition détermine uniquement l'applica- 
tion Ÿ. 

Démonstration. Soit W le sous-ensemble du produit 
Z X Y constitué de tous les couples (z, y) tels que o (z) = f (y). 
Posons % (z, y) = z pour tous les (z, y) € W. Il existe pour chaque 
point z € Z un voisinage connexe Ü du point œ (z) dans l’espace X tel 
que toute composante V, de l’ensemble f-! (U) est appliquée topo- 
logiquement sur U par f. Soit G un voisinage connexe du point z 
dans Z tel que ® (G)€ U. Soit z E Get y, un élément de V,, tel que 
f (Ya) = @(z2); alors l'application z — (z, y.) applique continü- 
ment le voisinage G sur un certain sous-ensemble G,€ W, et 
X (z, Ye) = z. Par conséquent, x applique topologiquement l’ensem- 
ble ouvert G, € W sur GC Z. L'ensemble y”? (G) est la réunion des 
ensembles G,. L'application (z, y) —+ y de l’espace W dans Ÿ envoie 
chaque sous-ensemble connexe FE y”! (G) sur un sous-ensemble 
connexe de l’ensemble f-! (U); par conséquent, l’image de F est 
contenue dans une composante V,, de l’ensemble f-! (U). Les ensem- 
bles G, sont donc les composantes de l’ensemble 4-1! (G) et chacune 
de ces composantes est topologiquement appliquée sur G par #. 

Soit W, la composante du point (z, yo) dans l’espace W. En vertu 
de VII, 1.1, l'espace W, est le revêtement de Z relativement à la 
restriction %, de l’application x à W,. Mais l’espace Z est simple- 
ment connexe, par conséquent l'application %, est un homéomor- 
phisme. Définissons l’application + par la formule #5" (z) = (z, 1(z)), 
z € Z. Il est évident que l’application 4 vérifie toutes les conditions 
que lui impose la proposition II. L’unicité de l’application Ÿ décou- 
le de I. 


III. Soient Y,, Y, des revêtements de l’espace X (relativement aux 
applications f, et f, respectivement). Si Les espaces Y, et Y , sont simple- 
ment connexes, alors Y, et Y, sont homéomorphes. 

Démonstration. Soient y, € Ÿ,, y: E Y, des points tels 
que f1 (y1) = fa (Y2)- En vertu de la proposition Il, il existe des 
applications continues m:Y,—+YŸ, et vw: Y,—>Y, telles que 
P (y1) — Yo) Ÿ (Ye) = V1; 12 o E — fa A o Ÿ — Îa Alors 0 — 
—=+#ep est une application continue de l’espace Y, dans lui- 
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même telle que f,° 0 = f, et 0 (y,) = y. En vertu de II, l’appli- 
cation 6 est l’identité de l’espace Y, surlui-même. D'une manière 
analogue, l'application œ@cw est l'application identique de l’espace 
Y, sur lui-même. Ainsi q et + sont des homéomorphismes, et l’on a 
p = Ÿ"". 

La proposition III montre que si un espace topologique connexe 
et localement connexe donné À possède un revêtement simplement 
connexe Ÿ, alors l’espace Y est défini uniquement à un isomorphisme 
près. Ainsi la proposition III est un « théorème d'’unicité » des revêé- 
tements simplement connexes. 

L'espace X est dit localement simplement connexe si chacun de 
ses points possède au moins un voisinage simplement connexe. La 
proposition suivante donne une condition suffisante d'existence d’un 
revêtement simplement connexe. 


IV. Chaque espace simplement connexe et localement connexe pos- 
sède un revêtement simplement connexe. 

On peut trouver la démonstration de cette assertinn dans les 
livres de L. Pontriaguine {let de C.. Chevalley [1], 
par exemple. 


3.2. Groupes de revêtement. Soit G un groupe topologique. Le 
groupe topologique G s'appelle groupe de revêtement pour G (relative- 
ment à l'application f) si: 1) Gest le revêtement pour G relativement 
à l'application f; 2) f est un homomorphisme du groupe G dans G. 


I. Soient G un groupe topologique, G un revêtement simplement 
connexe pour G (relativement à l'application f). Alors on peut définir 


la multiplication dans G de manière à munir G d'une structure de groupe 


FRONERE l'application f devenant un homomorphisme du groupe G 
ans G. 
Démonstration. Soit e l'élément neutre du groupe G. 
Désignons par e un certain élément de l’espace G pour lequel f (e) = e. 
D'après la proposition II de 2.1, l'espace G X G est simplement 
connexe. En vertu de la proposition II de 3.1, il existe une applica- 
tion continue œ de l’espace G X G dans G telle que 


f(o (eg, k)) = f (e) ( (R))°! (3.2.1) 
pour tous les g, kCG, et en outre 
pe, e)=e. (3.2.2) 


Lorsque hk-=e, on a f(h)—e, donc 
f (p(&, €) =f (@) (3.2.3) 
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pour tous les g€G. Ainsi, d’après (3.2.3), l'application Ÿ de l'’es- 
pace G dans G, définie par la formule bV(D=Hp(e €), vérifie 
la condition fowb=—#f; la relation (3.2.2) implique que Ÿ (e) — €. 
En vertu de l’unicité affirmée par la proposition II de 3.1, l’ap- 
plication vw est identique, donc 


pe e)—=£g (3.2.4) 
pour tous les g€G. Posons 
hi=p(e, h), gh=@(g, h°). (3.2.5) 


On tire alors de (3.2.1) et (3.2.5) que 

LA )=1 (6 €, )= GE)": 

f@k)=f (pe, 1) = 1 (6) (RN != 7 (6) 1 R). 
En appliquant à nouveau la propriété d'unicité aux applications 
de GXGXG dans G définies par les formules (g, k, k)—(gh) 
et (£g, h, k)—g(hk), nous obtenons en nous servant de (3.2.6) que 


g(RA)= (8h) & (3.2.7) 


pour tous les g, k, k€G. De manière analogue, 


(3.2.6) 


Le—eg—=£. (3.2.8) 
Envisageons maintenant l'application g —+ gg-!. Cette application 
envoie l’espace connexe G dans l’espace discret f-! (e). Puisque e 
est appliqué dans e, on a 


ggt=e (3.2.9) 
pour tous les LE G. D'une manière analogue, 
gig—e (3.2.10) 


pour tous les g€G. 

Les relations (3.2.7) à (3.2.10) signifient que G est un groupe 
relativement à l'opération de multiplication définie par (3.2.5), 
tandis que e est l’élément neutre de ce groupe. Comme l’applica- 
tion y est continue, les formules (3.2.5) impliquent que G est un 
groupe topologique. Enfin, on tire des relations (3.2.5) et (3.2.1) que 
f (gh-1) = f (g) (f (R))-! pour tous les g, k € G, donc f est un homo- 
morphisme du groupe G dans le groupe G. 

La proposition que nous venons de démontrer signifie que chaque 
groupe topologique qui possède un revêtement simplement connexe 
possède un groupe de revêtement simplement connexe. La proposition 
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suivante montre que ce groupe est déterminé uniquement à un iso- 
mophisme près. 


II. Soient G un groupe topologique et G;, G, des revêtements sim- 
plement connexes pour le groupe G (relativement aux applications j, et 
f, respectivement). Il existe alors un isomorphisme 6, du groupe topolo- 
gique G, sur G, tel que 


fi = 20 8. 


Démonstration. Soient e, e,, e, les éléments neutres des 
groupes G, G;, G, respectivement. Il existe des voisinages U, U,, U, 
des points e, e,, e, respectivement tels que l’application f; détermine 
une application localement isomorphe v, du groupe G; sur G (i — 
— 1, 2) telle que les voisinages VU, et U vérifient les conditions 1) 
et 2) de la définition d’une application localement isomorphe, w; 
étant la restriction de l'application jf; à U;. Il existe alors des appli- 
cations W,: VU, — U, et ww: VU: — U, (définies par les formules 
Va (81) = 2" (Pagr)); Ve (ge) = pi (pe (g2)) pour € U,, 82 € 
€ U,) qui déterminent des applications localement isomorphes de G; 
dans G, et de G. dans G, respectivement, en outre 12 o Ÿ,, 1 © Ÿa 
sont les identités des voisinages UV, et U, sur eux-mêmes et f, © 1, 
coïncide sur U, avec l’application f,. En vertu de la proposition I de 
2.3, il existe des homomorphismes 8, et 6, des groupes G, et G, dans 
les groupes G, et G,; respectivement, prolongeant les applications 
Ÿ. et Ÿ.; puisque Ÿ, o Ÿ, et W,.°"#., sont des identités, il découle 
de l’unicité affirmée par la proposition Î de 2.3 que 8, ° 6, et 8,0 06, 
sont les applications identiques des groupes G, et G, respectivement. 
Par conséquent, les applications 6, et 6, sont des isomorphismes de 
groupes topologiques. Comme f, et fc 8, sont des homomorphis- 
mes du groupe connexe G, dans G, qui coïncident sur le voisinage 
U;, on à f1 = fe © Ou 


$ 4. Connexité simple de quelques groupes 


4.1. Connexité simple du groupe R. 

I. Le groupe KR est simplement connexe. 

Démonstration. Il est évident que R est connexe et 
localement connexe. Soit Y le revêtement de KR relativement à l’ap- 
plication f. D’après III, $ 1, chaque point x € R possède un voisi- 
nage U,C K tel que toute composante de l’ensemble ouvert f"! (U.) 
est ouverte dans Ÿ et la restriction de l'application f l’applique 
topologiquement sur U.. Soit nr un entier. On peut choisir dans 
le recouvrement du segment [n, n + 1] par les voisinages U, un 
certain sous-recouvrement fini Vi”, ..., Vn ; en réunissant tous 
ces recouvrements finis, nous obtiendrons un recouvrement dénom- 
brable 7”, fini sur chaque segment de la droite R. En choisissant 
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les ensembles ouverts Vf"” aussi petits que l’on veut, on peut admettre 
que chaque point z € KR appartient au plus à deux intervalles du 
recouvrement Ÿ', i.e. chaque intervalle du recouvrement 7° en coupe 
exactement deux intervalles disjoints entre eux. Alors les interval- 
les V du recouvrement ?” peuvent être numérotés naturellement par 
les nombres entiers p, et les ee suivantes sont remplies: 
4) V, contient 0; 2) si V, = (ap, bp), alors a, < bn < @p+1 < 
< b, pour tous les nombres entiers p. 

Soit W, une certaine composante donnée de l’ensemble ouvert 
fr? (V.). Supposons déjà construits des ensembles ouverts W,, r — 
= p, p+1,...,q, p<O0<Lgq, tels que W, est composante de 
l’ensemble ouvert f-!(V,) pour tous les r = p, p +1, ...,q, 


q 
tandis que la réunion [| W, est connexe. Puisque V,,., N V, # ©, 


T=p 
Vati N Va ©, il existe des composantes uniquement déterminées 
des ensembles ouverts f"! (V,_.,) et f"! (V,+.,) qui coupent W, et W, 
respectivement. Désignons ces LOmposantes par W,_.et Wou respec- 


qg+1 

tivement ; il est évident que |} W, est connexe. Ainsi les ensembles 
F=p— 1 

W, se déterminent par récurrence sur r pour tous les r entiers. Soit 


G = W,. Il découle de la construction de l’ensemble G que la 


r== — 00 
restriction œ de l'application f à G est une bijection de G sur R. 
D'autre part, l'application q est par construction un homéomorphi- 
sme local, donc œest un homéomorphisme de G sur KR. Montrons que 
G = Y. L'ensemble G est par construction non vide et ouvert. Mon- 


trons que G est fermé. Soit y € G; alors chaque voisinage W (y) du 
point y coupe G, i.e. W (y) N W, = @ pour un p donné. Soit x — 
— f (y) et xE V,. Choisissons un voisinage W (y) de sorte que 
f(W(W)E V,; alors S£<f(WYNW)Ef (WG) NIW)E 
c V, N V,. En outre, la restriction de l'application ÿ à W, étant 
un homéomorphisme, on tire de la relation f (W (y) fN W)e v, hf" 
Nn V,que Wy)fnW,cf"1(V,) N W,, tandis que par construction 
des ensembles W, on a f-1(V,) NW, =W,fN W,. Ainsi A, n 
NWRE We 0 We donc WHNnm>Wonmnw 

= WyNnW, = g et W (y) N W, est non vide. Si W (y) est con- 
nexe, alors les relations f(W y) V,, WYynW, << o 
impliquent W(y)= W, (voir V, $ 1); en particulier, y € 
€EW,c G, i.e. G = G et G est fermé. Puisque Ÿ est connexe, on a 
G = Ÿ, donc f est un homéomorphisme de Y sur R et chaque revé- 
tement de l’espace R est isomorphe au revêtement trivial. 


EXERCICE. Soient X un espace simplement connexe, Ÿ un 
espace connexe et localement connexe, f une application bijective 
continue de Y sur À. Démontrer que jf est un homéomorphisme. 
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4.2. Connexité simple du segment et de la sphère. 

I. Soit Ÿ le revêtement de X relativement à l'application f. Soient 
M, N des sous-ensembles fermés localement connexes de X et supposons 
que chaque composante des ensembles f-! (M), f-! (N) est appliquée 
topologiquement sur M et N respectivement par la restriction corres- 
pondante de l'application f. Si MA N est un ensemble non vide conne- 
ze, alors chaque composante de l’ensemble f-! (M |} N) est appliquée 
topologiquement sur M |) N par la restriction de l'application f. 


Dé m onstration. Soient M, les composantes des ensem- 
bles f-1(M) (Ma, = Ms, pour a a). Posons F= MANN, 
M,Nf"'(F) = F,. Par hypothèse, f applique topologiquement 
M. sur M, par conséquent f applique topologiquement F, sur F. 
En particulier, puisque F est connexe, F, l’est aussi et donc F, 
appartient à une composante bien déterminée V, de l’ensemble 
JT (N). Posons S, = MU Ne, Tr = U Su. Il est évident que 


+ 
l'ensemble S, est fermé (puisqu'il est fermé dans f-'(MUN)). 
Puisque T,, — Ç U_ Me)U( U Me ) et M, et N, sont ouverts dans 


fr? (M) et fi(N) respectivement (voir VII, $ 1), les ensembles 
M, : N, sont fermés dans f-! (M) et f-!(N), i.e. sont 
a°+a 


a°.ra 

fermés dans Ÿ. Par conséquent, l’ensemble T, est fermé. Puisque 
SaU Te =f" (M U N)est un ensemble fermé, l’ensemble S, est 
non seulement fermé mais aussi ouvert dans f7! (M |} N). Mais 
M, et N, sont connexes et possèdent des points communs 
(M. N Ne = F4), donc les S, sont les composantes de l’ensemble 
f"! (MU N). Soit f, la restriction de l'application f à S,. En vertu 
de VII, $ 1, l’espace S, est le revêtement de M |} N relativement 
à l'application f,. Montrons que cette application f, est bijective. 
En effet, si f (y,) = f (y2) pour Yi, Ye E Sc, alors ou bien y;, Ya 
appartiennent tous deux à un des ensembles M, ou W,, et alors 
évidemment y, — Y+, ou bien f (y:) — f (ye) € Î (Ma) N (Ne) = 
— MR N=Fet l’on a à nouveau y, = y, de sorte que l’applica- 
tion f. est un homéomorphisme sur M, et sur V,. Ainsi f, est une 
bijection; puisqu'elle est localement homéomorphe, on en déduit 
que f, applique topologiquement S, sur M |J N, ce qui termine la 
démonstration de la proposition I. 


II. Chaque intervalle de la droite numérique est simplement connexe. 

Démonstration. Un intervalle de la forme (a, b) est 
homéomorphe à KR, il est donc simplement connexe. Envisageons 
un intervalle semi-ouvert de la forme (a, b]. Soit Ÿ le revêtement 
de X — (a, b] relativement à l’application f. En vertu de VII, $ 1, 
chaque composante de l’ensemble f-? ((a, b)) est un revêtement de 
l'intervalle (a, b) relativement à la restriction correspondante de 
l'application f. Mais (a, b) est simplement connexe, par conséquent 


22—0883 
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chaque composante de l’ensemble f-? ((a, b)) est appliquée topolo- 
giquement sur (a, b) par la restriction de f. D’autre part, le point b 
possède un voisinage de la forme (b — 6, b], Ô > 0, qui présente 
cette particularité que chaque composante de l’ensemble f-! ((b—6, b]) 
est appliquée topologiquement sur (b — 6, b] par la restriction de 
l'application f. Alors les ensembles M = (a, b — 6/4) et N — 
— [b — 6/2, b] vérifient les hypothèses de la proposition I. Par 
conséquent, chaque composante de l’ensemble f-?(M 1} N) — 
= f"1 ((a, b]) = Y est appliquée topologiquement sur (a, b] par 
la restriction de f. Mais Y est connexe, donc f est un homéomorphisme 
de Ÿ sur (a, b]. Par conséquent, (a, b] est un espace simplement con- 
nexe. Un raisonnement analogue montre maintenant que le segment 
[a, b] est également simplement connexe. 


IT. Le produit d’un nombre fini d’intervalles est simplement con- 
nexe. 
La proposition s'obtient immédiatement de II et de II, 2.1. 


IV. La sphère S"1= {(xs, ..., Zn), TER, D ri = 1) est sim- 
k=1 


plement connexe lorsque n > 2. 
Démonstration. Soit Y le revêtement de S"-! relati- 


vement à l’application f. Soient M = {(x, ..., zh): x, >0, 

(Lissscs MI ESPN = AS, 2) 2,0, (G +: 20)€ 

€ S"-1. L'application (x,, ..., Zn) —+ (24, - : ., Zn) envoie topo- 
= 


logiquement M et N sur la boule L: rè LA dans R"-1. Puisque cette 


boule est homéomorphe à un cube de dimension r — 4,ontire de III 
que M et N sont simplement connexes. L'’ ensemble M N  N = 
n — 


(Miss): 20, à zh = 1} est homéomorphe à la sphère 


S?-?. On vérifie facilement, due la sphère S"-* est connexe lorsque 
n > 2. Alors les ensembles M et N vérifient les hypothèses de la 
proposition Î. Par conséquent, chaque composante de l’ensemble 
Y = ff"! (M1) N) est appliquée topologiquement sur M |] N — 
= S"-1 par la restriction de f. Mais Ÿ est connexe, donc f est un ho- 
méomorphisme de Y sur S”. D'où l’on tire que S” est simplement 
connexe. 


4.3. Propositions auxiliaires. 

I. Soient G un groupe topologique connexe et localement connexe, 
H son sous-groupe fermé localement connexe et H, la composante de 
l'élément neutre de H. Il existe une application f de l'espace G/H, sur 
G/H telle que G/H, est le revêtement de G/H relativement à l'application f. 
En particulier, si H est un sous-groupe distingué, alors G/H, est un 
groupe de revêtement pour G/H relativement à l'homomorphisme f. 
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Démonstration. Puisque H est localement connexe: 
l'ensemble À, est relativement ouvert dans A (voir I, $ 1).Par consé- 
quent, il existe dans À un voisinage V de l'élément neutre tel que 
V-1Y N HE H,. En choisissant le cas échéant un voisinage connexe 
contenu dans Ÿ, nous pouvons supposer que V est connexe. 

Soient x et 7, les applications canoniques du groupe G dans les 
espaces des classes d'équivalence G/H et G/H, respectivement. Chaque 
élément Ë de l'espace G/H, est une classe d'équivalence par le sous- 
groupe H,; par conséquent ËE est entièrement contenu dans une cer- 
taine classe d'équivalence par A: si gE Get Ë = gH,, alors EC n, 
où n — £g/1. Posons n = j (Ë); cette relation détermine une applica- 
tion de G/H, sur G/H. Puisque les applications x et x, sont ouvertes 
et continues, l’application f, comme on vérifie facilement, l’est aussi. 

Soit g E G. Posons W (g) = x (gV): l’ensemble W (g) sera alors 
un voisinage de l'élément x (g) dans G/H. Choisissons dans G un 
représentant dans chacune des classes d’équivalence hkH,, h € H. 
Soit À l’ensemble de tous ces représentants. Alors 4 — (|) aH,. 

at A 


Considérons l'ensemble f-!(W (g)) qui coïncide avec gVH — 
— U gVaH,. Posons W, (g) = 70 (gVa), il est alors evident que 


j-{W (g)) = U, W, (g). Montrons que chacun des ensembles 


W, (g) est appliqué bijectivement par la restriction de f sur W (g) 
et que les ensembles W, (g) sont disjoints. En effet, f (W, (g)) = 
= f (no (gVa)) = gVaH = gVH = n(gV)= We); si f(y) 
= f (y.) pour y, E WA (g), ya € Wa: (g), on a y, = n (gra), y: 
= Ho (gx.a') pour certains z,, Te. 4 V,et x (8710) — f (x%0 (gr1a)) = 


= f (0 (g72a')) = n (gr.a'), d’où gz, a = gr,a’h pour un certain 
hk € H. Par conséquent, 


x, x, = a’ha”t. (4.3.1) 


Comme a’, h, aÇCH,onaa’ha CE et x;:'x, EV-VNHEH,. En 
supposant que a’—a (i.e. ÿy1, y2CW,(g)), on tire de l'éga- 
lité (4.3.1) que 

kh=—a"1(x;'r;)aCa"!H,a. (4.3.2) 


Rappelons-nous que le sous-groupe 7, est un sous-groupe distingué 
H (voir III de 1.2, chapitre V), alors (4.3.2) entraîne h € H,, i.e. 
Fo (8212) = To (gra) et y, — y. Ainsi f applique bijectivement 
W, (g) sur W (g). Enfin, si W, (g) et W,. (g) se coupent, i.e. 
Ho (814) = Fo (82,0) pour certains z,, za € V, alors gr,a = gr.a'h, 
où k € H,; par conséquent 


a'ha”l € a'H,a”! = (a’H4a’-?) aa! H,a'a”i, 


et en même temps a’ha-l = x;'z, € H,, ï.e. l'intersection A, f 
N Hoa'a”! n’est pas vide, d’où l’on tire que H,a f] H,a’ n’est pas 


on* 


dm 
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vide. Mais a et a” sont des représentants de deux classes disjointes, 
donc a — a” et les ensembles W, (g) sont deux à deux disjoints. 

Chacun des ensembles W, (g) est ouvert dans G/H,. Puisque f est 
continue et ouverte, et applique bijectivement W, (g) sur W (eg), 
c’est un homéomorphisme de W, (g) sur W (g). Chacun des ensem- 
bles W, (g) est connexe comme image continue de l’ensemble con- 
nexe gVa. Par conséquent, les ensembles W, (£g), deux à deux dis- 
joints, sont les composantes de l’ensemble f-! (W (g)). Nous avons 
dvnc démontré que l’espace G/H, est le revêtement de l’espace G/H 
relativement à l'application f. 

Si À est un sous-groupe distingué de G, alors H, est aussi un 
sous-groupe distingué de G. En effet, pour chaque g € G, l’ensemble 
gH,g”! est connexe, contient l'élément neutre et est contenu dans 
eHg”! = H,i.e. gH,g"'C H, pour tous les g € G, et H, est un sous- 
groupe distingué de G. Dans ce cas, l’application f que nous avons 
construite est un homéomorphisme du groupe G/H, sur le group 
G/H, et son noyau coïncide avec H/H,. Ainsi G/H, sera dans ce can 
le groupe de revêtement pour G/H relativement à l’'homomorphisme fe 


II. Supposon vérifiées les hypothèses de la proposition I. Si l'espace 
G!/H est simplement connexe, alors le groupe H est connexe. 

Démonstration. Si G/H est simplement connexe, l’appli- 
cation f: G/H,— G/H est un homéomorphisme. Alors H = H,, 
i.e. H est connexe. 

111. Soient G un groupe topologique connexe et localement connexe, 
{A un sous-groupe distingué discret du groupe G, x l’homomorphisme 
canonique du groupe G sur G/H. Alors G est le groupe de revêtement de 


G!/H relativement à l'application x. 
Démonstration. La proposition découle immédiatement 


de I. En effet, le fait que le groupe Æ est discret entraîne H, — 
= {e} et G/H, = G. 

IV. Soient G un groupe topologique connexe et localement connexe, 
et H son sous-groupe localement connexe fermé. Supposons que G est 
localement simplement connexe, tandis que H et G/H sont simplement 
connexes. Alors le groupe G est également simplement connexe. 

Démonstration. Comme G est connexe et localement 
simplement connexe, il possède un revêtement simplement connexe. 
Soit G le groupe de revêtement pour G relativement. à l'application x. 
Soit À — n-1(H).SigEGet n'(g) = g,alorsn (gH)= n (g) x (MN = 
— gH, i.e. x applique les classes d'équivalence du groupe G par le 
sous-groupe À sur les classes tr du groupe G par À, et 


lorsque a (814) = 7 (82H), | a n (81) H=n (82) H, ji.e. 
n (8' a) € H, &'aEH, &. AA et 8H = g,H. Ainsi l'applica- 
tion ne: GIX - — GH définie par la formule s* (gH) = x (£) H 
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est bijective. Puisque les applications canoniques p: G—+ G/H et 
p: G— G/H sont continues et ouvertes, et 7* 0p—poz, l'ap- 
plication x* est continue et ouverte. Par conséquent, x* est un homéo- 
morphisme de G/À sur G/H. Comme G/H est simplement connexe par 
hypothèse, G/H le sera aussi. Notons maintenant que À est fermé 


dans G, en tant qu’image inverse du groupe fermé H); d'autre part, 
la connexité et connexité locale du groupe H impliquent, à l’aide 


de la proposition VII, $ 1, la connexité locale du groupe H. Puis, 
la connexité simple de G/H et la proposition II permettent d’affir- 
mer que le groupe H est connexe. Appliquant à nouveau la propo- 


sition VII, $ À, nous voyons que À est l’espace de revêtement pour H 
relativement à l'application x. Mais H est simplement connexe; par 


conséquent, l’application x est un isomorphisme de H sur H. En par- 
ticulier, le noyau de l'application x se réduit à l'élément neutre, 


donc x est un isomorphisme de G sur G: par conséquent, Gest sim- 
plement connexe. 


4.4. Connexité simple de certains groupes classiques. 
I. Soient G — SU (n), et H le sous-groupe du groupe G constitué 


où gest une matrice d'ordre n — i. 


1 0 
0 g 
A lors le sous-groupe H est isomorphe au groupe SU (n — 1), et l'espace- 
quotient G/H est homéomorphe à la sphère St. 


1 0 


Démonstration. Soit k — . où uw est une matrice 


carrée d'ordre z — 1. La relation k € G est équivalente à la condi- 
tion h*h — 1,,i.e. àu*u — 1, _,, où 1, est la matrice unité d'ordre k. 
Ainsi u € SU (n — 1), i.e. H & SU (n — 1). Montrons que G'H & 
% S°-1, Remarquons que la sphère unité S dans l’espace complexe 
C" est homéomorphe à la sphère unité S*-!. Montrons que S est 
un espace homogène relativement à l’action du groupe G. En effet, 


des matrices de la forme ù 


si z — (x, ..., Zn) ES, i.e. (x, x) = 1, on a (rg, rg)—1 pour 

tous les g € G, où zg— (z,,. . ., Th) | LH = D'autre part, 
{ --. En 

posons Zzo = (1, ..., 0O)ES;sizxest un élément de S,il existe une 

base orthonormée e,, . .., e, dans C” dont le premier vecteur est 

z: e, = x. La matrice g de passage de la base (1, O, ..., O), ... 

...., (0, ..., 0, 1) à la base e,, ..., e, appartient au groupe G, 


et x — x,y£g, de sorte que S est homogène relativement à G. Enfin, 
le lecteur vérifiera sans difficulté que l'application g — xr,çg est 
continue et ouverte. D’après III de 2.6, chapitre III, l’espace S est 


homéomorphe à l’espace des classes d’équivalence G/H, où À est le 
sous-groupe stationnaire du point x,. Trouvons le sous-groupe /7- 
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La condition z9£ = z, est équivalente à la condition suivante: 
En = 1, 8e =... = Fin = 0. Puisque les lignes de la matrice g 
sont orthogonales, on à ga =... — gr, = 0 pour gE€ H, donc 
H = H. Ainsi GHA&S = ST"-1, 

Désignons par Sp (2n) le groupe de toutes les matrices unitaires 
g d'ordre 2n qui vérifient la conditio: 


E' Tag = Ja (4.4.1) 


O0 1 
où g’ est la transposée de g, et J, — | 1 “4 | .Le groupe Sp (2n) 


est un sous-groupe fermé du groupe U (2n), donc Sp (2n) est un 
sous-groupe compact. 


II. Soient G = Sp (2n), © la matrice carrée d'ordre 2n de la forme 


1 
. o 
1 
O = 0 11}, 
0 1 
0 10 
et H le sous-groupe du groupe G constitué des matrices de la forme 
1 0 re 0 (0 
0 he he,n1 0 
Hole er 2: o"!. (4.4.2) 

) Rn-1,2 . Ra ni 0 
0 oO 0 1 


Alors le sous-groupe H est isomorphe au groupe Sp (2n — 2) pour 
n>2et H = {e} pour n = 2, tandis que l'espace quotient G/H est 
homéomorphe à la sphère S“"-1, 


Démonstration. Si n — 2, alors évidemment H = {e}. 
Soit ñn > 2 et 


100 
h = oO 0 u 0 oi, (4.4.3) 
001 


où u est une matrice carrée d’ordre 2n — 2. La condition h € Gest 
équivalente aux conditions k*h — 1., et h!J,h = J,. Puisque 
og = 6*-1 = o’-1, la condition h*h — 1,, est équivalente à la con- 
dition u*u = 1,,_+, i.e. témoigne de l’unitarité de w. D'autre part, 


$ 4] CONNEXITE SIMPLE DE QUELQUES GROUPES 343 


un Calcul immédiat nous donne 


0 O 1 
o1J,6=10 J,_ 0|; (4.4.4) 
4 0 O0 


100 
d’où il découle que pour g=0o{||0 u Oo”! l'égalité (4.4.1) est 


001 

équivalente à la relation u’J,_;u—J,_,. Par conséquent, pour un 
élément g de la forme (4.4.3), les relations g€Sp(2n) et 
u CS p(2n—2) sont équivalentes, i.e. H est isomorphe à Sp (2n —2). 

Montrons que G/H = S“*-1, Remarquons que la sphère unité S 
dans l’espace complexe C** est homéomorphe à la sphère unité 
S“®-1, Montrons que $ est un espace homogène relativement à l’ac- 
tion du groupe G. Puisque GS SU (2n), dr a zg ES pour tous les 
zES,gÆEG. Posons maintenant x, = (1, 0 , 0) et montrons 
que pour chaque x € S on peut trouver un élément g € G tel que 
z0£ € x. Posons e, = x. Soit e, +1 = zJ,, où x — (x, +, Zen) POUF 
Z = (ZX, - - ., Tan). Il est évident que e,+, ES et (e,, e,+,) = 0 
Supposons construite une suite de vecteurs orthonormés e,, .. 


., Chr Entir + + - En+h telle que e,+; = e;J, pour tous les j — 
— 1, ..., k. Choisissons en guise de e;,+, un vecteur quelconque 
de longueur 1, orthogonal à_tous les vecteurs e,, . . ., €x; En+is - - - 
. Entr3 SOÏt En+x+1 = Eh+1Jn. Alors 


(Entn+t, e.) — (en+19 ns — En+jd n)= 


= — (ex+1, En+j) = —(ex+1, En+)) = 0 
et 


(en+r+1 En+j) = (er+19 ns ej] n) = (ey+1, €j) = (en+1 e)) = 0 


i.e. on peut construire par récurrence sur # une base orthonormée 


Es -  - Con dans C*" telle que x — e, et enix = exJh pour k — 
=1,...,n7. Soit g la matrice de passage de la base (1, O, . .., O),... 
., (0, ..., 0, 1) à la base Es + + 1 €2n- Alors g est une matrice 


unitaire, dt la relation e,in = ed nsignifie que J,g = gJ,,oùgest 
la matrice dont les éléments sont les conjugués complexes des élé- 
ments correspondants de la matrice g. Mais en vertu de l'unitarite 
de g, la relation 


JE =£)h (4.4.5) 


est équivalente à la relation (4.4.1), i.e. g € G et xog = x. 
Montrons maintenant que le sous-groupe stationnaire de l’élé- 
ment zo = (1, 0, ..., O0) coïncide avec 77. La condition z6,£g = x 
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signifie que l’on a g = pour une certaine ligne w et une 


w 
0 v 


certaine matrice v; puisque g'est unitaire, on a g — . La rela- 


VU 
tion (4.4.5), comme on vérifie immédiatement, veut dire que la 
(n + 1)-ième ligne de la matrice g est égale à (0, . .., O0, 1, 0, ... 
..., 0), où le nombre 1 est situé à la (7 + 1)-ième place; ceci 
veut dire à son tour que la dernière ligne de la matrice o”'goest 
égale à (0,..., 0,1). Commeget osontunitaires,kne peutsatisfaire à 
la condition (4.4.2) que s’il appartient au sous-groupe stationnaire 
de l’élément zx,. Le lecteur vérifiera aisément que l’application g —+ 
— z,£ est continue et ouverte. En appliquant III de 2.6, chapitre II, 
nous obtenons que G/H est homéomorphe à S%7-1. 


III. Les groupes SU (n) et Sp (2n) sont simplement connexes pour 
tous lesn > 1. 

Démonstration. Le groupe SU (1) est égal à {e} et est 
donc simplement connexe. Le groupe Sp (2) est homéomorphe à 
S3% (voir IT) et est donc simplement connexe (voir IV de 4.2). Plus 
loin ($ 3, chapitre IX et $ 2, chapitre XI) nous verrons que les 
groupes SU (n) et Sp (2n) sont localement simplement connexes (il 
sera notamment démontré que SU (n) et Sp (2n) sont des groupes de 
Lie, or chaque élément d’un groupe de Lie possède un voisinage ho- 
méomorphe à la boule de l’espace euclidien et donc simplement con- 
nexe). Alors la proposition III se démontre par récurrence sur n à 
l’aide des propositions IV de 4.2, IV de 4.3, I et II. 


IV. Le groupe SO (3, R) n'est pas simplement connexe. 

Démonstration. L'homomorphisme n: SU (2) + SO (3) 
construit dans l'exercice de 1.2, chapitre IV, possède un noyau dis- 
cret égal à {e, —e}, donc le groupe SU (2) est le groupe de revête- 
ment pour SO (3) (voir III de 4.3). Puisque x n’est pas un homéomor- 
phisme, SO (3, R) n’est pas simplement connexe. 


Par la suite (voir III de 7.2, chapitre XI), nous montrerons que 
les groupes SO (nr, R) et SO (n, C) ne sont pas simplement con- 
nexes pour 7 > 3. Le groupe de revêtement simplement connexe du 
groupe SO (n, C) ou SO (nr, R) s'appelle groupe des spineurs (voir, 
par exemple. D. Jélobenko {il et C. Chevalley [)). 


CHAPITRE IX 


NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE 
DES GROUPES ET DES ALGÈBRES DE LIE 


$ 1. Variétés analytiques 


1.1. Définition d’une variété analytique. Soit M un espace 
topologique séparé à base dénombrable d’ensembles ouverts. L'espace 
M s'appelle variété analytique réelle (respectivement complexe) si 
l’on a fait correspondre à chaque sous-ensemble ouvert UC M une 
algèbre D (U) de fonctions à valeurs complexes sur U contenant 
la fonction unité, de sorte que les conditions suivantes sont vérifiées : 

a) si F,. ©” sont des sous-ensembles ouverts de M, et VE UV, 
alors la restriction de toute fonction f € D (U) à l’ensemble V est 
contenue dans D (V); 

b) si V'et V;(i € D) sont des sous-ensembles ouverts de M, V — 
= |) V, et fest une fonction à valeurs complexes sur V telle que 


: 
JV: ED (V;) pour tous les i € J, alors f € D (V'); 

c) il existe un nombre entier m >> 0 tel que pour chaque x € W 
on peut trouver un ensemble ouvert UC M qui contient x, et m 
fonctions réelles (respectivement complexes) z,, .-.., zm € D (U} 
qui vérifient les conditions: 

1) l’application E: y—- (x; (y), -.., zm(y)) est un homéo- 
morphisme de l’ensemble Ü sur un sous-ensemble ouvert de l’espace 
RT (respectivement C”); 

2) pour chaque ensemble ouvert WE U l'algèbre D (W) est 
constituée de toutes les fonctions sur W, et d'elles seules, que l’on 
peut représenter sous la forme F ° Ë, où F est une fonction analy- 
tique réelle (respectivement complexe) sur E (W). 

Les éléments de l'algèbre D (U) sont appelés fonctions analytiques 
sur U. Chaque ensemble ouvert U qui vérifie la condition c) s’ap- 
pelle voisinage de coordonnées, ou carte dans M, tandis que les fonc- 
tiOnS Zy, . . ., Tm S'appellent coordonnées analytiques sur U. Le nom- 
bre m est dit dimension de la variété M. 


I. Soient x,, . . ., zm des coordonnées analytiques sur U, et y,, ... 
..., Yn Un nombre fini de fonctions choisies dans D (U). Pour que la: 
famille y,, . . ., y, vérifie les conditions 1) et 2) de c) dans un certain. 


— 


ensemble ouvert VE U il faut et il suffit que 1) m = n, 2) si y; — 
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= Fo E;, où F; est une fonction analytique des variables x;, . .., zm, 
D(F:..... Fm) 


le déterminant 
.. Tm) 


Lis 
de l’ensemble & (U). 
Démonstration. Supposons que la famille y,, ..., y 
vérifie les conditions 1) et 2) de c) dans l’ensemble ouvert VE U. 
Démontrons que ÿy,, ..., y, vérifie les conditions 1) et 2) de la 
proposition [. Soit y; = F;oËE, où F; (i=1,...,n) est une 
fonction analytique des variables x,, . .., zx, sur l’ensemble E (V). 
D'autre part, l'application n: z—> (y, (2), . . ., y (z)) est par 
hypothèse un homéomorphisme de l’ensemble V sur l'ensemble 
ouvert n (V) de l’espace arithmétique correspondant, et l’on a zx; — 


ne soit pas nul en un certain point 


= GLon, où G; (k — 1, ..., m) est une fonction analytique des 

variables y,, . .., y,. Par conséquent, 

Fi (Gi (Yas + + ++ Un), + + + Gm (Vas - + Un) = Yu = 1, . sn, 
(1.1.1) 

Ci storm = tr Eee; M; 
(1.1.2) 


OÙ (21, - .-., Zm) EE (V), (Yi, + - + Ym) EN (V). En calculant les 
dérivées de (1.1.1) et (1.1.2), nous voyons que sur Ë (V) et n (V) nous 
avons respectivement 


m n 


9F; 0Gh 0Gh 9F; 
>, RE TIR > ur er Oh: (1.1.3) 
k=1 i— 1 

La première relation (1.1.3) peut être envisagée comme une 
famille de système d'équations linéaires à matrice (0F;/0zx,) relati- 
vement aux variables 0G,/0y; (k = 1, ..., m, j étant donné). La 
résolubilité de ces systèmes d'équations à deuxième membre 6;; 
entraîne celle de systèmes d'équations à matrice (0F;/0x;) avec un 
deuxième membre quelconque. Par conséquent, m > n, et le rang 
de la matrice dF';/0r4 est égal à n. D'une manière analogue, en con- 
sidérant la deuxième relation (1.1.3) comme une famille de systèmes 
d'équations linéaires à matrice (0F;/0x,) relativement aux variables 


0Gx/0y; (i = 1, ..., n, k étant donné), nous obtenons nr > m. Par 
conséquent, (0f;'0r};) est une matrice carrée à déterminant non nul, 
i.e. la famille y,, . . ., y, vérifie les conditions 1) et 2) de la propo- 
Ssition Ï. 


Réciproquement, supposons que la famille y,, . .., y, € D (U) 


vérifie les conditions 1) et 2) de la proposition Î. Supposons que 


tm -£ 0 au point (1%, ..., zm). D’après le théorème des 
DE tn) 


fonctions implicites, il existe dans l’ensemble E (U) un voisinage W 
du point (z{, ..., zm) tel que pour chaque point (y, . .., Ym) € W 
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le système d'équations 


Fi ii s nl = da LE 25 M, (1.1.4) 
possède une solution unique (x, . .., zn) qui se détermine par les 
égalités de la forme 

LR GE es Un ht: 0, (1.1.5) 


les fonctions Gz, À — 1, ..., m, étant analytiques sur W. 

Soit V l’image inverse de l’ensemble W par l’application E. 
Par hypothèse, V et W sont homéomorphes. Soit n (2) = (y, (2), 

. Ym ()). Les formules (1.1.4) et (1.1.5) nous montrent que l’ap- 
DARAUOR Dir, sus 2) SP, 2 tn), Ps ne 

+ Tm)) est un homéomorphisme de l’ensemble W sur l’ensemble 
1 (V), et la relation n = ® © E implique que nest un homéomorphi- 
sme de l’ensemble ouvert V € M sur l’ensemble ouvert n (V) de 
l’espace arithmétique, i.e. la condition 1) de c) est satisfaite. Lors- 
que ZE D (V), on a z = HoË, où H est une fonction analytique; 
alors z= Ho D-toDoË = (0° Dion, où Di est l’applica- 
tion (ya, - ++, Um) > Gr (Yas + - + Ym)s + + + Em (ir + + + Ym)). En 
vertu de l’analyticité des fonctions G; on a z = H,c 1, où J1, — 
— Ho ®O-t'est une fonction analytique sur n (V). Réciproquement, 
lorsque z — H,° 1, où À, est analytique, on a 2 = (H, © D). EË, 
où H, ° O est une fonction analytique, i.e. la condition 2) de c) est 
vérifiée. 

1.2. Exemples de variétés. 1. Soit M l’espace R” et supposons que 
l'on a fait correspondre à chaque sous-ensemble ouvert U € M l’al- 
gèbre D (UÜ) de toutes les fonctions analytiques complexes sur l’en- 
semble Ü. Le lecteur vérifiera sans peine que les conditions a) à c) 


sont vérifiées; en particulier, en guise des fonctions x}, . .., Zm on 
peut prendre les fonctions définies par les formules x4 (y1, ..., Ym) = 
= Yn, k = A1Â,... mm, (ÿy1, . . ., Ym) € RT. Ainsi l’espace R7 peut 


être envisagé comme une variété analytique (réelle). D'une manière 
analogue, l’espace CT peut être envisagé comme une variété analyti- 
que complexe. 

2. Soit T! le cercle de rayon 1 sur le plan complexe, i.e. T! — 
= {eiv, @ € R}. Si f est une fonction sur T!, alors f (ei) est une fonc- 
tion de la variable réelle . Faisons correspondre à chaque ensemble 
ouvert U € T! l'algèbre D (U) constituée par toutes les fonctions 
f sur U, à valeurs complexes, telles que f (e#) est une fonction ana- 
lyvtique de œ sur son domaine de définition. La validité des conditions 
a) et b) est évidente. Pour démontrer la condition c), il suffit de 
remarquer que pour tout cu xET', x +1, on peut poser 


2 (g) = cos p = + (ei + + et U — { v: [zx — p | << 


< min (Ut, en b tandis que pour tout point x = +i on 
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peut poser z, (@) = sin @ — 7 (4 ——;) et U = {p: [z—p|< 
e . d 
< min {= ; En }- Ainsi T! peut être envisagé comme une 


variété analytique (réelle) de dimension 1. 

3. Soient M une variété analytique, et Ü un sous-ensemble ouvert 
de M. Il est évident que l’application V — D (V), où V est un sous- 
ensemble ouvert de VU, vérifie les conditions a) à c), donc U est une 
variété analytique ; on l’appelle sous-variété ouverte de la variété M. 

4. Soit M une variété analytique complexe. Remplaçons dans 
chaque carte U € M la famille de fonctions x,, ..., zm € D (U) 
Dee la famille de 2m fonctions (y,, . . ., Yem) — (Re zx,, Im 7 

Rezx». Imz,), et remplaçons chacune des algèbres D (U) 
par T algèbre D, (U) définie de la manière suivante: une fonction 
réelle f sur U appartient à D, (U) si et seulement si la restriction 
de f à V pour chaque carte V & U est une fonction analytique réelle 
de y,, . .., Yom. Le lecteur vérifiera facilement que l’on peut ainsi 
envisager Â comme une variété analytique réelle. 


1.3. Applications de variétés. Produits de variétés. Soient M, NV 
des variétés et @ une application de M dans N. L'application 
est dite analytique si pour chaque ensemble ouvert W € NW qui coupe 
p (M), et chaque fonction f € D (W), la fonction f ° @ appartient à 
D (p" (W)). 

Si y est une application homéomorphe de la variété M sur W, 
et si les applications o et ®-! sont analytiques sur M et N respecti- 
vement, on dit que l’application œ est isomorphisme analytique des 
variétés M et N. 

Soient M, et M, des variétés de dimensions m, et m, respecti- 
vement. Soit M — M, X M, le produit des espaces topologiques 
M, et M, ; alors M est un espace séparé à base dénombrable. Soient 
U € M un ensemble ouvert, et f une fonction sur U à valeurs com- 
plexes. Nous supposerons que f € D (U) si et seulement si pour cha- 
que point (y,, y.) € U on peut trouver des cartes V,, V, des points 
Ya et Ya on M, et M, respectivement, et des coordonnées analytiques 


(2) : . ? 
2, st Tmy Ct Ti » + - «y Tme SUrT V, et V, respectivement, véri- 


fiant les conditions suivantes : 4) V, x V, & U, 2) si V, est l’image 


de V; par l'application y —+ (x! (y), ..., Zn (y)), à = 1, 2, alors 
il existe une fonction analytique œ sur ÿ, X A telle que f (2,, z) = 
ot Ch a-sa G), 2° (1,32: x" (2e)) pour tous les 


(21: 2) E Vi X LA Le lecteur vérifiera aisément que l’application 
U — D (U) vérifie les conditions a) à c); ainsi M, X M, peutêtre 
envisagé comme une variété analytique; on l’appelle produit des 
variétés M, et M,. Il est évident que les applications p;: M — M;, 
i — 1, 2, définies par les formules ®; (x,, x.) — x; sont analytiques. 
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L'application œ; s'appelle prujection de la varieété M sur M;, i = 


? 


1.4. Vecteurs tangents ; espaces tangents. Soient M une variété 
analytique réelle (respectivement complexe) de dimension m, et x 
un point de M. Désignons par À (x) la réunion des algèbres D (U) 
sur tous les ensembles ouverts Ü qui contiennent x. Si f, g € À (x)et 
{ED (U,), g ED (U:), alors Àf + ug et fg sont contenus dans 
D (U, fN\ U:), donc les opérations linéaires et le produit de deux 
éléments quelconques sont définis dans la classe des fonctions À (x). 

On appelle vecteur tangent à la variété M au point x toute appli- 
cation v de la classe À (x) sur le corps des nombres réels (respective- 
ment complexes) si elle vérifie les deux conditions suivantes: 


1) 0 (Af + ue) = Av (f) + pv (8) (1.4.1) 


pour tous les f, g € À (x) et tous les nombres À et u réels (respective- 
ment complexes); 


2) v (fg) = v () 8 (x) + f (x) v (8) (1.4.2) 


pour tous les f, g € À (x). 

Si v est un vecteur tangent, f une fonction de À (x), le nombre 
v (f) est alors appelé dérivée de la fonction f suivant la direction cv. 

Soient v, v” des vecteurs tangents à la variété M au point x. Il 
est évident que l’application Àv + uv’ définie par la formule (Av + 
+ uv”) (f) = Àv (f) + uv’ () vérifie les conditions 1) et 2) pour 
tous les nombres u et À réels (respectivement complexes). Par con- 
séquent, les vecteurs tangents au point x forment un espace linéai- 
re. Cet espace est appelé espace tangent à la variété M au point zx; 
on le désigne par T, (M). 

Soit U une certaine carte au point x € M et soit x;,, ..., x}, un 
système de fonctions analytiques sur U. Soit f € À (x); alors f € 
€ D (V), où V est un certain ensemble ouvert dans A7 qui contient 
z. Puisque U f\ V est ouvert et contient x, on peut supposer que 
U & V. En vertu de la condition c), il existe une fonction F, ana- 
lytique sur l’ensemble E (V) et telle que f = F 0 Ë. 

Il est évident que la formule 


m 

0F 

v(f= » Dr 

| i=1 | 

définit un vecteur tangent à la variété M au point x pour un choix 

arbitraire des coefficients réels (respectivement complexes) c;. Mon- 

trons que la formule (1.4.3) donne la forme générale d’un vecteur 
tangent à la variété M au point x. 


(1.4.3) 


Xp XX) 


l. Soient z,, ..., Zm un système de coordonnées analytiques dan 
une certaine carte U au point x € M, et v un vecteur tangent à la va 


350 THÉORIE DES GROUPES ET DES ALGËBRES DE LIE [CH. 1X 


riété M au point x. Pour chaque fonction f € À (x) on a l'égalité 
ss 9F 
v(p= D v (x) 


1=1 


(1.4.4) 


Xp =XR(x) d 


En particulier, le vecteur tangent est uniquement déterminé pur ses 
valeurs sur les éléments du système de coordonnées analytiques. 

Démonstration.Sif = gest une fonction identiquement 
égale à 1 dans un certain voisinage V du point zx, alors la relation 
(1.4.2) implique v (f) = 2v (f), i.e. v (f) = 0. Par conséquent, v (c) = 
— 0 pour chaque fonction constante c. Soient maintenant f une 
function quelconque de À (x), et F la fonction analytique correspon- 
dante des variables x,, ..., zx, telle que f = Fc E. En utilisant 
la formule de Taylor pour la fonction F dans un voisinage du point 
(Yi, - .., Ym) = (A (T), . . ., Tm (x)), on obtient 


F (y1, ….. Ym) = do + a: (Yi — Yi) + ….. + Am (Um — Ym) + 


m 


+ D Gi—ut)(y;—y3) Gi, (1.4.5) 


i,3=1 


où les G;; sont des fonctions analytiques des variables y,, . .., Yn 
dans un voisinage du point (y?, ..., Yn). Il découle de la formule 
(1.4.5) que la fonction f = F © Ë peut être représentée sous la forme 


f—=a+ai (z— y) + Fm (Zm — Ym) + 
+, 2, Gun (eu) en (1.4.6) 


où les g;;, sont des fonctions de À (x). En appliquant le vecteur tan- 
gent v aux deux membres de l’égalité (1.4.6) et en se servant des 
égalités (1.4.1), (1.4.2) et de la relation v (c) — 0, on obtient 


U(f)=@i0 (zi— Yi) +... + amv (Zm — Ym) + 
+ v ( 2, (zi — 5) (zy — y) gu) = di (ts) +... + amv (2m) + 
+, > {LG (2) — 95) 0 (es — y5) + (25 (à) — 95) v (æi — yf)] gi5 (æ) + 


+v (gi) (æi (2) —y5) (x; (2) — y} = av (21) +. + amv (tm), (1.4.7) 
étant donné que zx; (x) = y? pour tous les ë — 1, ..., m. Comme 
a; — (ue, ..., Um), la formule (1.4.4) découle de (1.4.7). 


IT. L'espace tangent T,(M) possède une base constituée de m vec- 
F 


, Le Q — —— 
Leurs vx définis par les formules v; (f) = Ozy | xk= <a 
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La proposition découle immédiatement de (1.4.4). I] suffit de 
montrer que les vecteurs v; sont linéairement indépendants, ce que 
l’on tire immédiatement de la relation v; (x;) = Ô;j. 


1.5. Différentielle d’une application analytique. Soient M, N 
des variétés analytiques, et @ une application analytique de la va- 
riété M dans la variété N. Soit v un vecteur tangent à la variété M 
au point x. Soit y=— (x). Posons pour toute fonction g € À (y) 


w (g) = v(ge ç); (1.5.1) 


il est clair que la formule (1.5.1) définit un vecteur w tangent à la 
variété NV au point y. Notons w — , (v). L'application q, de l’es- 
pace tangent 7, (M) dans l’espace tangent 7, (N), définie par la 
formule (1.5.1), est évidemment une application linéaire. On l’appel- 
le différentielle de l’application q au point x et on la désigne parfois 
par dp ou d.. 


I. Soient M et N deux variétés, @ une application analytique de la 
variété M dans N, et x un point de M. Supposons que l'application 
do. vérifie la condition suivante: si v € T, (M) et de, (v) = 0, alors 
v — 0. Dans ce cas, pour toute carte W au point œ (x) dans N et tout 
système de coordonnées analytiques y,, . .., y, dans W on peut choi- 
sir, parmi les fonctions y, © @, . . ., yn o @, m fonctions qui définis- 
sent un système de coordonnées dans un certain voisinage U & @"!(W) 
du point x dans M. Réciproquement, si U est une carte au point x 
dans M et x,, ..., x un système de coordonnées analytiques dans U, 
il existe alors une carte W au point ® (x) et un système de coordonnées 


analytiques z,, . .., z, dans W qui vérifie la condition x; = z;° 
pour tous les j = 1, ..., m. 

Démonstratio n. Soient (4/7) @"'(W) une carte au point x 
dans M, et z;,, . .., x,, un système de coordonnées analytiques dans 


V. Les fonctions y; ° @ peuvent être représentées dans Ÿ sous la 
forme y;oœp = F;0E, où F; sont des fonctions analytiques sur 


E (VW). Montrons que le rang de la matrice (SE les est égal à 


m, i.e. au nombre de variables x,, ..., z,. Il suffit de montrer 
que la relation 


D: 6 
DES Cr (1.5.2) 


J=1 


implique que tous les nombres À,, ..., À\ sont nuls. Introduisons 
le vecteur v tangent à la variété M au point x en le définissant par 
la formule (1.4.3) avec c; = À;, i — 1, ..., m. Alors la relation 


m 
(1.5.2) signifie que v (y; o @) = DM (31) xxæxæ = 0 pour tous 
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les i = 1, ..., n,i.e. (0®, (v)) (y;) = 0 pour tousles i = 1, ..., n. 
La formule (1.4.4) implique alors que d, (v) = 0. D'où, en vertu 


de l'hypothèse de la proposition [,onavu—=0,i.e 4—=... = Àn— 
= (0. Ainsi la matrice (SE) sc est de rang m. Par conséquent, 
on peut trouver des indices és, . . ., i" parmi les nombres 1, ...,n 


; 0F; 
pour lesquels le déterminant de la matrice (==) x=xtes Pr Ï = 
= 1,...,m, n'est pas nul. D’après I de 1.1, les fonctions y; @, ... 
-.., ÿi,°® forment un système de coordonnées analytiques 
dans un certain sous-ensemble ouvert U € Y. 

À leur tour, les fonctions x;, j = 1, ..., m, peuvent être repré- 
sentées sur l’ensemble U sous la forme x; = G; (y, 0 Ps «+  . Yi, © P 
où les G; sont des fonctions analytiques de leurs arguments et le dé- 


terminant de ( œu» n'est pas nul. Soit z;, = G; (Yi ee 


M) 
dYip ik Vin 


Re ÿi j =1,..., m, et prenons en guise de 2h41, - - ., Zn 
les fonctions y, dont les indices ne font pas partie de la famille 
li, : - +, im. Le lecteur vérifiera sans difficulté que 2,, . .., z, est 


un système de coordonnées dans un certain voisinage W du point 
p (x) et l’on a z;jo p = x; pour j = 1, ..., m. 


IT. Dans les hypothèses de la proposition 1, il existe un voisinage U 
du point x dans M tel que @ est un homéomorphisme de U sur œ(U). 

La proposition découle immédiatement de la proposition I. 
En effet, si W ct z,, ..., z, vérifient les conditions de la propo- 
sition Ï et U & p-!(W), alors l'application œ possède sur œ (UV) 
une application analytique inverse définie par la formule # (z,, ... 
..., 2n) = (Zy, +: +, 2m), de sorte qu'en vertu de [,1f + o est l’iden- 
tité de U sur lui-même. 

On dit que l’application q de la variété M dans la variété W 
est régulière au point x € M si œ est analytique et dy. est une bijec- 
tion, de T,;(M) sur un sous-ensemble 7, (N) (i.e. la condition 


d@, (v) = 0 pour un vE T. (M) donné implique v = 0). 


III. Soient M et N deux variétés, @ une application analytique 

de M dans N, et x un point de M. Soit dp; (T:(M)) = T.., (W). 

Si y, - .., yh est un système de coordonnées analytiques dans un voi- 

sinage W du point @(x) dans N, alors il existe une carte U du point x 

et un système de coordonnées analytiques z,, ..., z, dans U tels que 
Z; = yjo p pour tous les j =1,...,n. 

émonstration.Soitz;,-...., x} un système de coordon- 

nées analytiques dans un voisinage V du point x, V € ®! (W). 

Alors yo = F;°E pour tous les i = 1, ..., n. Montrons que 


le rang de la matrice (5 xx= xt est égal à nr. En effet, supposons 
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que l’on a l'égalité 
se 0F; _ 2. 
à k (æ, pare Press (1.5.5) 


et soit w, le vecteur tangent à la variété NV au point (x) défini par 
la condition w; (yx) — ôins i, k = 1, ..., n. Par hypothèse, il 
existe un vecteur tangent v; € T, (M) tel que de. (v;) = wi. Alors, 
on peut tirer de l'égalité évidente 


_ 1.5.4 
2 EE je (&)) Dot (> °) À D ) 
2—= 
(qui découle du théorème sur la dérivée d’une fonction de fonction) 
que 


 /0Fp 
>» (= = TL (z;) = 


= vi (yep) = (dp. (vi)) (y) = wi (y) = Oipe (1.5.5) 


En multipliant la p-ième égalité (1.5.5) par À, et en sommant de 1 à 
n, on obtient, en se servant de (1.5.3), que À; =0. Ainsi le rang dé 


la matrice (7e Joss est égal à n. On peut supposer que le dé- 


, | ô0F; _ .. 
terminant de la matrice EEE i, j — 1, ...,n, est diffe- 


rent de zéro. Alors de la proposition I de 1.1 ontire que lesfonctions 


Ya © D, - e « Un © Ps Tntir + + <> Em Forment un système de coor- 
données analytiques dans un certain voisinage ÜU € V du point x 
dans M. 


IV. Supposons vérifiées les hypothèses de la proposition XII. JI 
existe alors un voisinage U du point x dans M tel que @ (U) est un 
voisinage du point (x) dans N. 

La proposition découle immédiatement de la proposition III. 


V. Supposons vérifiées les hypothèses de la proposition 1 et suppo- 
sons en outre que dx (TT; (M)) = TN) (de sorte que dp. est un 
isomorphisme linéaire de l'espace T, (M) sur l’espace TN). Il 
existe alors un voisinage U du point x dans M que l'application q en- 
voie topologiquement sur un certain voisinage W du point œ (x) dans 
N; en plus, l'application q®"! de l’ensemble ouvert W sur U est ana- 
lytique. 

La proposition s'obtient immédiatement des propositions I à IV. 


Soient M.,, M, des variétés de dimensions m, et m, respective- 
ment, M — M1 X M, le produit de ces variétés. Soient x, € M, 


23-0883 
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Ta € Mo, z = (x, 2e) € M. Désignons par , la projection de la va- 
riété M sur M;, i = 1, 2. Lorsque vET, (M), on peut déterminer 
les vecteurs tangents v; =d@; (v) € T+, (M), i = 1,2. Soit rfi, ... 

, z) un système de coordonnées analytiques dans le voisinage 


U, du point zx; sur la variété M;, i — 1, 2. Alors les fonctions 
z\ 9 Pis Tai © Pa. x$) o Pas +. zx) op, forment un 
système de coordonnées dans le voisinage U—U, X U, du point 


zsur M. Siv,€ Tz, (Mi), i = 1, 2, sont des vecteurs tangents arbi- 


traires, alors les égalités v 4. P) = vu (x), k = 1, ..., ms, 
U (xf o me) —= ve (x), k = 1, ..., m,., déterminent un | vecteur 
ve T,(M) et l'on a de; (v) = V, i — 1, 2. En même temps nous 
voyons que les égalités d; (v) = vi, i = 1, 2, déterminent le vec- 
teur vET,(M) de manière unique. Ainsi, l'espace T, (M) peut 
être identifié avec la somme directe des espaces T,, (M) et T,, (M3). 

Soient M une variété analytique réelle (respectivement complexe), 
et f une fonction analytique réelle (respectivement complexe) sur 
M. Alors f peut être envisagée comme une application de la variété 
M dans la variété R (respectivement C) de l'exemple 1 de 1.2. La 
différentielle de la fonction f au point x CM est l'application li- 
néaire de l’espace tangent T, (M) dans l’espace tangent L = T,,,, (R) 
(respectivement L = T,,, (C)). L'espace tangent L est unidimen- 
sionnel. On peut prendre en guise de vecteur unique de la base de Z 
le vecteur w, déterminé par la condition w, (x) = 1, où x est l’appli- 
cation identique de l’espace R (respectivement C) sur lui-même. 
Identifions l'espace L à l’espace R (C), en identifiant le vecteur 
Aw, au nombre À. Dans ce cas l'application df peut être envisagée 
comme une fonctionnelle linéaire réelle (respectivement complexe) 
sur 7, (M). Nous avons par définition df (v) = v (f) pour tous les 
vET, (M). 


1.6. Champs de vecteurs. Soient M une variété analytique, et 
U un ensemble ouvert de M. Une application X qui fait correspon- 
dre à chaque point x E U le vecteur X (x) tangent à la varièté M 
au point x s'appelle champ de vecteurs sur U. 

Soient U& M,fE£ED (U), et soit À un champ vectoriel sur U. 
Posons 


g (x) = À (x) f (1.6.1) 


pour tous les x € U ; alors la fonction g est définie sur U. Désignons 
la fonction g par ÆXf. Le champ vectoriel À est dit analytique si 
pour chaque V & U nous avons Xf € D (V) pour tous les f € D (V). 
Soient U une carte dans A, et z;, ..., x}, un système de coordon- 
nées analytiques dans U, V & U,f€D (V). Alors f = Fo Ë, où F 
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est une fonction analytique sur E (V). Posons 


X,@N=(S) j=1,...,m, zEU. (1.6.2) 


Il est évident qu’à chaque point x € U correspond un vecteur tan- 
gent à la variété M au point zx, l'application x — X; (x) étant un 
champ vectoriel sur U. 

Soit X un champ vectoriel sur U. En vertu de la proposition I 
de 1.4, X peut être représenté sous la forme 


x =x, (x) 


X (= 2 a;(z)X,(x), zxeEU, (1.6.3) 
= 
où X;(x) est défini par l’égalité (1.6.2) tandis que les a,;, ..., am 


sont des fonctions définies sur U. Si le champ vectoriel X est ana- 
lytique, alors les fonctions a; (x) le sont aussi, car 


aj(r) = Xzy, j =1,...,m, (1.6.4) 
où z; € D (U); par conséquent a; (x) € D (U). Réciproquement, si 
a; (x) ED (U), j = 1, ..., m, alors la formule (1.6.3) définit un 
champ vectoriel analytique sur U. On tire de (1.6.2) que la rela- 
tion (1.6.3) est équivalente à l'égalité 

: : 0F 
Xh@=X a (Se) 


2={ 


0 fEeD(U); (1.6.5) 
h *h 
ceci nous permet d'écrire au besoin la relation (1.6.3) sous forme 
d'égalité formelle 


. 4) ° fe 
X=D a. (1.6.6) 
=! 


Soient X et Y des champs vectoriels analytiques sur la variété 
M. Posons 


Z=X5Y—-YoX. (1.6.7) 


L'application Z est un champ vectoriel analytique sur M. En effet, 
si z € M, U est la carte au point ret z;,, . .., x, le système de coor- 
données analytiques dans U, alors pour chaque fonction f € D (V), 
VEU,zevV,ona 


m 
9F 


(Xf)(y)= À a (xs (y), ..., Tm (Y)) (5 


L x (U)* 
J= 1 k k 


(1.6.8) 


(Yf) (y) = D, by(zi (y), -.., Tm (Y)) (+ 


).. ) 
j=1 RTTRU 
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pour tous les y € V, où a;, b; sont des fonctions analytiques sur 
E (VW). Un calcul direct montre que 


| ie db; 0a ; 9F 
Ghy= SL (ann) (SE 


4, 2= 


yEV; (1.6.9) 


=. è 


la relation (1.6.9) signifie en particulier que Z est un champ vecto- 
riel analytique sur la variété M. Désignons le champ vectoriel Z 
par [X, Y]; on l’appelle souvent commutateur des champs vectoriels 
X et y. 

Puisque le champ vectoriel X prend en chaque point x € M des 
valeurs dans l’espace linéaire T, (M), l’ensemble des champs vecto- 
riels sur la variété M se trouve muni des opérations d’addition et de 
multiplication par un nombre définies par les formules 


(X+Y)(2)=X(z) +Y (x), (aX) (x) = aX (x). (1.6.10) 


Le lecteur vérifiera sans peine qu'avec la définition (1.6.10) l’en- 
semble des champs vectoriels sur M devient un espace linéaire, 
tandis que l’ensemble des champs vectoriels analytiques est un sous- 
espace linéaire de l’espace de tous les champs vectoriels. On vérifie 
tout aussi facilement que pour des champs vectoriels analytiques 
quelconques X, Ÿ, Z sur M et des nombres arbitraires À, u on a les 
égalités : 
[AX + uY, Z]= AIX, Z] +ulY, Z], [X, AY + uX] — 
= AIX, Y]J+uf(X, Z], (1.6.11) 
[X, X] = 0, (1.6.12) 


L'égalité (1.6.13) s'appelle identité de Jacobi. On tire de (1.6.11) et 
(1.6.12) que 


O—[X+Y, X+Y]I=IX, YI+[Y, XI, 


[X, Y]= —1IY, X] (1.6.14) 


pour tous les champs vectoriels analytiques X, Ÿ sur M. 

Soient œ une application analytique de la variété M dans une 
variété NV, et X un champ vectoriel sur M. Le champ vectoriel Y 
sur V s’appelle image du champ vectoriel X lorsque dp, (X (r)) = 
— YŸ(p (x)) pour tous les x € M; désignons ce champ vectoriel Y 
par dp (X). Si l'application œ est régulière en chaque point x € M 
(ou, comme nous dirons par la suite, est partout régulière), alors il 
ne peut exister sur la variété M qu’un champ vectoriel unique X 
ayant pour image le champ vectoriel donné Y sur W ; en effet, pour 
une application régulière, le vecteur X (x) se détermine de façon 
unique par son image par l'application dp.. Démontrons le théorè- 


donc 


si] VARIÊTES ANALYTIQUES 357 


me d'existence d’un champ vectoriel X tel que Ÿ (o (x)) =dæ. (X (x)) 
pour tous les x € M. 


I. Soient @ une application partout régulière de la variété M dans 
la variété N, et x un point de M. Soit Y un champ vectoriel analytique 
sur N tel que Y (@ (x)) € dy, (T. (M)) pour tous les x € N; il existe 
sur M un seul champ vectoriel X ayant pour image le champ Y. 

Démonstration. Selon les hypothèses faites, pour cha- 
que x € M il existe un seul élément X(r)E T,(M) tel que 
dp, (X (x)) = Y (œ (x)). [Il faut démontrer que l'application X : rx — 
— X (x) est un champ vectoriel analytique. Il découle de la propo- 
sition I de 1.5 que dans un certain voisinage W du point œ (x) dans 
N il existe un système de coordonnées analytique y,, . .., y, tel 
que y, ° P, . .., Ym ° P est un système de coordonnées analytique 
dans un certain voisinage U € g@"!'(W) du point x dans M. Pour 
y € U la relation (d,) (X (y)) = Y (y (y)) signifie que X (y) (y:°œ) = 
— dp, (X (y)) (y:) = Y (œ (y)) (yi) = (Yyi) (œ (y)), i.e. la fonction 

(y;o p) coïncide sur l’ensemble avec la fonction Ÿ(y; © y. 
Comme Ÿ est un champ vectoriel analytique sur W, Yy; est une 
fonction analytique sur W. Par conséquent, la fonction X(y;°) 
est analytique sur Ü, ce qui démontre que ZX est effectivement un 
champ vectoriel analytique. 

Si l'application w de la variété M sur NW n'est pas surjective, alors 
l'image d’un champ vectoriel sur M n'est en général pas définie 
uniquement. Toutefois on a la proposition suivante. 


IT. Soient q une application analytique de la variété M dans la 
variété N, X, et X, des champs vectoriels analytiques sur M, et Y;, 
Y, les images des champs X, et X. respectivement. À lors le champ vec- 
toriel [Y,, Ÿ +] est l’image du champ vectoriel [X,, X.] par ®. 

Démonstration. Soient x EM, y = @(x). Soit V 
un voisinage du point y, dans et f € D (V). Désignons par U un 
voisinage (du point z, dans M) qui vérifie la condition @ (U) & VY. 
Alors Ja relation Y;=dœ@(X;) signifie que Y;(œ(x)) f — 
= dp; (Xi (x))f, i.e. 


(if) (op (x) = (Xi ° p)) (x) (1.6.15) 
pour tous les x E U, i = 1, 2. Donc 
(Vif © p) (x) = (Xi ( © @)) (x) (1.6.16) 


pour tous les x € U, i — 1, 2. On tire immédiatement de (1.6.15) 
et (1.6.16) que 


MY af) (p @) = (Ai (af o p)) (x) = (XiX 2 ( © @)) (x) 


pour tous les x € U. Une formule analogue est valable pour (Y,Y.,f) X 
X (p(zx)). En soustrayant, on obtient l'égalité 


(Y,, Y21f) (op (x) = ([X1, Xl œ)) (x) 
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pour tous les x£€ U; par conséquent ([Y,, Ÿ,l) (o (x)) = dp, x 
X (EX; X 2] (x). 

1.7. Sous-variétés. Une variété N s'appelle sous-variété d’une 
variété M si N est un sous-ensemble de M et l’application identique 
de N dans M est régulière en chaque point de V. En vertu de cette 
définition l'application identique de V dans M est évidemment con- 
tinue. Remarquons qu’une sous-variété ouverte V de la variété M 
est aussi une sous-variété dans le sens de la définition que nous ve- 
nons de donner. 

Soit N une sous-variété de la variété M; soit @ l'application 
identique de V dans M. Soient enfin zx € N, ÜU un sous-ensemble 
ouvert de M, xE€ U, et f un élément de l'algèbre D (U); alors la 
fonction fo. est analytique sur le sous-ensemble ouvert U AN N 
de N. Conformément à la proposition Î de 1.5, il existe un ensemble 
ouvert U & M et un système de coordonnées analytiques zx,, . .. 

.. ZTm dans le voisinage Ü tels que les fonctions zx; o p, ... 
++; Zn © P(oùnest la dimension de la variété) forment un système 
de coordonnées dans l’ensemble ouvert U M] N de la variété N. 
Soit g€D (U NN N); alors g peut être représenté sous forme d’une 
fonction analytique G(xio®p, ..., zy op). Soit F (y) — 
= G(x; (y), -.., zn (y)), yE M; par conséquent, c'est une fonc- 
tion analytique de U sur M,et Fo = gsur UfNN. Donc toute 
fonction g, analytique dans un certain voisinage du point x€ NW, 
peut être représentée dans un certain voisinage UC M du point x 
sous la forme g = fo où f€ D (U) sur M. 

La différentielle dp, de l'application @ au point x € V est une 
application isomorphe de l’espace tangent 7, (N) sur un certain 


— 
sous-espace vectoriel É.(N) de l’espace T7, (M). Parfois l’espace 


a” 
FN ) est appelé espace tangent à la variété N au point x. 
Soit À un champ vectoriel analytique sur M tel que ZX (x) € 


pr 

€ T (N) quel que soit ze N. L'application q étant partout régu- 
lière, il découle de la proposition I de 1.6 qu’il existe sur N un 
champ vectoriel analytique unique Y tel que X (x) = do, (Y (x)) 
quel que soit x € N. Nous dirons que le champ vectoriel Y est in- 
duit sur N par le champ vectoriel À. On vérifie facilement que si 
X,, À, sont des champs vectoriels analytiques sur M, et Y,, Ÿ 
sont les champs vectoriels induits sur W, alors le champ vectoriel 
[Y;, Ÿ] est induit par le champ vectoriel [X,, X;]. 

ÏJ. Soient M une variété, N une sous-variété de M et ze N. Il 
existe alors un voisinage U du point x dans N, un voisinage V du point 
x dans M contenant U, et une famille de fonctions f,, . . ., fn € D (V) 
qui vérifient la condition suivante : le point z € V appartient à U si et 
seulement si f, (2) =... = fn (2) = 0. 

Démonstration. Soit dim M — m, dim N = nr. D’après 
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la proposition I de 1.5, il existe un voisinage V”’ du point x dans M 
et un système de coordonnées analytiques z,, . .., x, dans le voi- 
sinage V’ tels que les restrictions des fonctions z,, ..., znm à N f 
N V”’ forment un système de coordonnées analytiques dans un cer- 
tain voisinage U du point x dans N. Soit n (z) = (x, (z), - . ., x, (2)) 
pour tous les z € V”. Désignons par Ÿ le sous-ensemble de V' cons- 
titué par les points z € V” pour lesquels n (2) € n (U). Il est évi- 
dent que V est un voisinage du point x dans M, tandis que les restric- 
tions des fonctions zx,, ..., zh à V forment un système de coor- 
données analytiques dans V. Les restrictions des fonctions x,+1, . .. 
- + Tm à l’ensemble U sont des fonctions analytiques sur U. Par 
conséquent, il existe des fonctions analytiques F,, ..., Fi_m sur 
10 telles que z,+; (2) = F;(x1 (2), . . ., zh (z)) pour tous les 
U, j=1,...,m—n. Posons 3 = Ents — F3 (y + + 3n) 
pour tous les jÿ = 1, ..., m— n. D'après ce qui précède on a 
f; (z) = 0 pour tous les z EU, j=1,...,m—n. Réciproquement, 
supposons que le point z€ Vaëeté choisi de manière à avoir f, (z) — 
— 0 pour tous les j = 1, ..., m — n. Soit w un point de l’ensemble 
U déterminé par la condition n (w) = n (2) (un tel pou w existe car 
7 Se n (V)). Alors  zh+,(w) = pal (z1 @), ..., mn (w)) = 
F(n@&w) = Fn{). Mais f,(9 —0 ie. 24109 — FX 
x (xs (5), +. ., zu (2)) =0. Par conséquent, F; (n (z))=za+; (2) ei les 
coordonnées des points w et z dans le voisinage V coïncident. Ainsi 
w —= 2; mais w € U, donc z € U, ce qui termine la démonstration de 
la proposition I (et l’on a À = m— n). 


$ 2. Algèbres de Lie 


Soit X le corps des nombres réels ou complexes. L'ensemble ZL 
s'appelle algèbre de Lie sur le corps K si: 

a) L est un espace linéaire sur À (ce qui signifie, en particulier, 
que la multiplication des éléments x € L par les nombres de XÆ est 
définie dans L); 

b) à chaque couple x, y € L correspond un élément de L, désigné 
par Î[x, y}, pour lequel les conditions suivantes sont satisfaites : 

(b.,) [x, y] est linéaire relativement à x et relativement à y (cela 
signifie que [ax, y] = a [x, y], (x, ay] — & [x, y] pour a € K et 
Ex, + 2e, y] = (x, yl + (re, vl, (x, y, + y] = [x, y,l + [x, y) 
quels que soient x, Zi, Ze, Y, Yi: Ya CL; 

b:) [x, x] = 0 pour tous les x CL; (2.1.1) 
b:) (zx, yl, 2] + (y, 2], xl + [z, xl, y] = 0 (2.1.2) 
pour tous les zx, y, 2€ L. 

L'identité (2.1.2) s’appelle identité de Jacobi. Un [z, y] 
est souvent appelé commutateur des éléments x, y € L 

Si À est le corps de nombres réels (respectivement complexes), 
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l'algèbre de Lie L est appelée réelle (respectivement complexe). Par la 
suite, sauf mention du contraire, toutes les algèbres de Lie Z seront 
supposées de dimension finie (en tant qu'’espaces linéaires). 
J. Pour toute algèbre de Lie L on a l'égalité 
[z, y] = —[y, 7] (2.1.3) 


quels que soient x, y € L. 
Démonstration. En vertu des conditions b,) et b.), 


= (r+y, z+uyl = x, xl + [y, xl + [x, yl + [y, yl = 
= [x, y] + (y, zx). 


Soient L une algèbre de Lie sur Æ, et e,, ..., e, une base de 
l’espace vectoriel L. En décomposant les éléments [e;, e;] de l’al- 


gèbre de Lie ZL relativement à la base e,, ..., e, on obtient les 
relations 
(ei, e;] = > Cire. (2.1.4) 
1<R<n 
Les nombres c;;r S ‘appellent constantes de structure de l'algèbre de 
Lie Z relativement à la base e,, . .., e,. On voit facilement que les 
relations (2.1.2) et (2.1.3) sont équivalentes aux relations 
Cijh = —Cjix (2.1.5) 
pour tous les i, j,k =1,...,n; 
n 
à (CijhChim + CjirChim + CiinChjm) = 0 (2.1.6) 


pour tous les à, j, l, m = 1, n. 

Les définitions générales données dans 2.1 à 2.3 du chapitre II 
prennent dans le cas des algèbres de Lie la forme suivante. 

Soit ZL une algèbre de Lie. Un sous-ensemble M € L est dit 
idéal de L si M un espace linéaire dans L et [x, y] € M pour tous les 
zx EM,yEL. Le sous-ensemble L'’ & L s'appelle sous-algèbre de Lie 
de l’algèbre de Lie L si L’ est un sous-espace linéaire de Let{x,yl € 
€ L' quels que soient x, y € L’. Il est clair que tout idéal est égale- 
ment une sous-algèbre de Lie. Supposons que L, L, sont des algèbres 
de Lie sur le corps X, et x est une application linéaire de L dans Z,;. 
L'application x est un hkomomorphisme si 


[x (x), x (y)] = x ([x, y) (2.1.7) 


quels que soient x, y € L. Si Ker x = 0, alors x est dite exacte. Un 
homomorphisme bijectif de L sur L, est appelé isomorphisme de L et 
L, ; dans ce cas L et L, sont dits isomorphes. 


II. Soient L, L, des algèbres de Lie, et n: L —L, ur homomor- 
phisme ; alors x (L) est une sous-algèbre de Lie de l'algèbre de Lie L,; 
le noyau de l'application x est un idéal dans L. Supposons que L est 
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une algèbre de Lie, M un idéal dans L, L' — L/M l'espace quotient de 
L par M et n l'application canonique de L sur L'. Posons 


[z’, y] = x (x, y)) (2.1.8) 


pour z',y ELetzx' = n(x), y = x (y), x, yEL. Alors [x’', y'} 
ne dépend pas du choix des représentants x Ex’, y E y’, tandis que 
[z’, y] satisfait à la condition b). Par conséquent, {x', y'] étant défini 
comme ci-dessus, l’ensemble L' est une algèbre de Lie sur K. 

La démonstration de cette assertion est analogue à 
celle des propositions correspondantes pour les algèbres associatives 
(voir 2.2, chapitre II). 

L'’algèbre de Lie L’ est appelée algèbre-quotient de l'algèbre de 
Lie L par l'idéal M. 

III. Soient L,, ..., L,, des algèbres de Lie sur K. L'espace li- 


néaire L = L, + ... + L,, dans lequel 
[(21; RE Tm) (Y1, SE Ym)] DE ([x, VAE 2.81 (Ts Ym}), (2.1.9) 


Li, YU E Li, i = 1, ..., m, est une algèbre de Lie sur K. 
La vérification de cette assertion est laissée au lecteur. L’algèbre 
de Lie L s'appelle somme directe des algèbres de Lie L;, i = 1, ... 
.., M. 


EXEMPLES D'ALGÊÈBRES DE Li1E. 1) Soit L un espace vectoriel de 
dimension finie sur À et supposons que Î{x, yl = 0 pour tous les 
z, y E L. Il est évident que L est une algèbre de Lie sur Æ ; on l'’ap- 
pelle algèbre de Lie commutative, ou abélienne. 

2) Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur X, L 
l’espace linéaire des applications linéaires de V dans V. Pour x, 
y € L posons 

(x, y) = zy — yz. (2.1.10) 


Alors L devient une algèbre de Lie sur Æ ; cette algèbre de Lie est 
désignée par gl (V); lorsque V = Æ”""° }), l'algèbre de Lie gl (V') est 
isomorphe à l'algèbre de Lie des matrices nr X n à éléments de KX, 
où [-, -] est défini par la formule (2.1.7). Cette algèbre de Lie est 
désignée par gl (n, K). Notons les plus importantes des sous-algèbres 
de Lie de l'algèbre de Lie gl (n, K); ce sont : la sous-algèbre sl (n, X) 
constituée par les matrices à trace nulle ; la sous-algèbre so (7, Æ') de 
toutes les matrices antisymétriques (i.e. des matrices À telles que 
A' — —A, où A‘ est la transposée de A); la sous-algèbre sp (n, K), 
n — 2m, constituée des matrices À telles que AJ + JA = 0, où 


L dm. 


et Z, est la matrice unité de rang m. Le lecteur prou- 


—T}h 0 


. _*) K® est l’espace linéaire sur le corps Æ, constitué par les familles ordon- 
nées de n éléments de À et muni des opérations usuelles d’addition et de mul- 
tiplication par un nombre. 
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vera facilement que les sous-ensembles indiqués sont effectivement 
des sous-algèbres de Lie de l’algèbre de Lie gl (n, K). 

3) L'exemple 2) admet une généralisation. Soit À une algèbre 
associative sur le corps À; posons la, b] — ab — ba pour tous les 
a, b € A. Cette opération munit À d’une structure d’algèbre de Lie; 

4) Soit L un espace euclidien réel de dimension trois. Pour zx, 
y EL définissons {r, y] comme produit vectoriel des vecteurs x 
et y. Les propriétés bien connues du produit vectoriel permettent de 
conclure que L est une algèbre de Lie réelle. 

9) Chaque algèbre de Lie complexe L peut également être envi- 
sagée comme une algèbre de Lie réelle, puisque dans un espace li- 
néaire complexe on peut définir la multiplication par des nombres 


réels et transformer ainsi L en un espace linéaire réel. Si e,, . .-., eh 
est une base dans l’espace linéaire complexe L, alors e,, ..., e,, 
ie, - .- -, ie, est une base dans l’espace linéaire réel L; par consé- 


quent, la dimension de l’algèbre de Lie ZL réelle est le double de celle 
de l'algèbre de Lie L complexe. Si les (c;;,) sont des constantes de 
structure de l'algèbre de Lie L complexe relativement à la base 


Eur - - +» En, On tire des égalités (2.1.4) que les constantes de structu- 
re de l’algèbre de Lie ZL réelle relativement à la base e,, . .., e» 
ler, . . ., ie, Sont égales à +Rec;,y,, +Imoec;;:: 
[en, ex] = —lier, ee na Re (Crim) Em + [M (Crim) iEm ; 
<m<n 
(2.1.11) 


[tez, ex] =[{en, el, 2 Re (Crim) Îem— [M (Crim) me 
<m<n 

En particulier, l’algèbre de Lie gl (n, C) est également une algè- 
bre de Lie réelle. 


Soient ZL une algèbre de Lie sur À, V un espace vectoriel com- 
plexe de dimension finie. L'homomorphisme x de l’algèbre de Lie L 
dans l’algèbre gl (V) (envisagée comme une algèbre de Lie sur le 
corps À) est appelé représentation de dimension finie de l'algèbre de 
Lie L dans l’espace V. La dimension de l’espace V s'appelle dimen- 
sion de la représentation x. 


EXEMPLES DE REPRÉSENTATIONS. 1) Soit x l'application de L 
dans gl (V) définie par la formule x (x) — O0 pour tous les x € L. 
Alors x est une représentation de L dans V ; on l'appelle représenta- 
lion nulle de dimension n. 

2) Soit L une algèbre de Lie. Pour chaque zx € L désignons par 
ad x la transformation linéaire de l’espace V déterminée par la 
formule 


(ad x) (y) = [x, yl (2.1.12) 
pour tous les y € L. La relation (2.1.2) peut s’écrire sous la forme 
(x, y}, 2] = (x, [y, 2i] — [y, (x, 21]. (2.1.13) 
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En substituant la relation (2.1.12) dans (2.1.13), on obtient 
(ad [x, yl) z — ad x ad y (z) — ad y ad (x) (z) — 


— [ad x, ad yl(z) (2.1.14) 
quels que soient zx, y, z € L, donc; 


ad [x, yl = [ad x, ad yl, (2.1.15) 


et la formule (2.1.12) définit un homomorphisme de l'algèbre de Lie 
L dans l'algèbre de Lie g! (L). Le noyau de cet homomorphisme est 
l'idéal des éléments x € L tels que [x, y] — 0 pour tous les y € L; 
cet idéal s'appelle centre de L. Si L est une algèbre de Lie complexe, 
alors l’homomorphisme x — ad x détermine une représentation de 
L dans L. Cette représentation s'appelle représentation adjointe de 
l'algèbre de Lie L. 


Pour les représentations d’algèbres de Lie on peut définir les 
notions de somme directe et de produit tensoriel, d'équivalence de 
représentations, de sous-représentation, de représentations dans un 
espace quotient et de représentations irréductibles tout comme on a 
défini les notions correspondantes pour les représentations des grou- 
pes et des algèbres associatives (voir chapitres I et IT). Le détail est 
laissé au lecteur (voir également 1.2, chapitre X). 


$ 3. Groupes de Lie 


3.1. Définition du groupe de Lie. Un ensemble G s'appelle groupe 
de Lie si: 1) G est un groupe topologique ; 2) G est une variété analy- 
tique ; 3) l’application (g, k) — gh”"! du produit G X G dans G est 
une application analytique de variétés. 

Si G est une variété analytique réelle (respectivement complexe), 
on dit que G est un groupe de Lie réel (respectivement complexe) 


EXEMPLES 

1. L'espace vectoriel de dimension finie R" (respectivement C') 
considéré comme un groupe relativement à l’addition, muni de la 
topologie usuelle et considéré, conformément à l’exemple 1 de 1.2, 
comme une variété analytique réelle (respectivement complexe) est 
un groupe de Lie réel (respectivement complexe). 

2. Considérons le groupe GL (n, C). Soit g = (x;; (g)) une matrice 
appartenant à ce groupe. Faisons correspondre à la matrice g € 
€ GL (n, C) le point v (g) de l’espace C"” aux coordonnées x;; (g) (dis- 
posées une fois pour toutes dans un ordre fixe). L'application œ 
ainsi définie est un homéomorphisme de l’espace GL (nr, C) sur le 


sous-ensemble A de tous les points de C” pour lesquels on a 
det (z;;) 0. L'ensemble M est un sous-ensemble ouvert dans C"; 
donc M peut être envisagé comme une sous-variété ouverte de C"”- 
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Nous pouvons alors envisager le groupe GL (n, C) comme une variété 
analytique complexe de dimension n°, en particulier, les fonctions 
Ziy (g) constituent un système de coordonnées analytiques sur la 
variété GL (n, C). 


n 


es =1\ — 1 Tik (8) Zik (8) Ajx (h) (k) 

Les quantités zx; (gh-!) — 2 zin (8) Ta (A7) = > et) 
où À}r (h) est le conolétent. algébrique de l'élément Zn (h), sont 
évidemment des fonctions rationnelles de zx;; (g), xz;: (k) et le déno- 
minateur det (x;; (h)) ne s’annule pas sur GL (n, C). Par conséquent, 
l'application (g,hk)— gh”!est une application analytique GL (n, C) x 
X GL(n, C) + GL (n, C). Ainsi GL (n, C) est un groupe de Lie com- 
plexe. 

3. Considérons le groupe T!. Nous savons de l’exemple 2 de 1.2 
que 7! est une variété réelle unidimensionnelle et Jes fonctions 


COS ® = + (ei + e-i)et sin q = _. (ei? — e-i9) sont des fonctions 


analytiques sur T'. D'autre part, chaque point de la variété 7! 
possède un voisinage dans lequel au moins une des fonctions cos w, 
sin o forme un système de coordonnées analytiques. Par consé- 
quent, les formules 


cos (@ — #) = cos p cos Ÿ + sin œ sin wŸ, 
sin (@ — +) = sin p cos à — cos p sin 


signifient que 7! peut être envisagé comme un groupe de Lie réel. 

4. Soit G un groupe de Lie complexe. En considérant la variété 
analytique complexe G comme une variété analytique réelle (voir 
l'exemple 4, 1.2), nous obtenons évidemment un groupe de Lie réel. 
Ainsi, chaque groupe de Lie complexe peut en même temps être consi- 
déré comme un groupe de Lie réel. 

5. Soient G, H deux groupes de Lie. Le produit G X H est un 
groupe topologique et une variété analytique. Le lecteur vérifiera 
sans difficulté que l’application de la variété (G X H) < (G X H) 
dans G X H définie par la formule ((g, h), (g1, R1)) = (gg;!, hh;!) 
est une application analytique. Par conséquent, G X H est un grou- 
pe de Lie, que l’on appelle produit des groupes de Lie G et H. 


3.2. Algèbre de Lie d’un groupe de Lie. Soit G un groupe de Lie. 
L'application g — g”! de la variété G sur G est analytique par défi- 
nition; par conséquent, pour tout k EG, l’application 9: g —+ 
— hg = h (g-!)"! de la variété G sur G est analytique. Soit d, la 
différentielle de l'application , (voir 1.5). Le champ vectoriel X 
sur la variété G est dit invariant à gauche si 


(dp,n-1h À (h) = À (g) pour tous les g, hEG. (3.2.1) 
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I. Un champ vectoriel X sur G est invariant à gauche si et seulement 
si (de) À (e) = X (g) pour tous les g€G. 
émonstration. Si X est invariant à gauche, alors on 
peut tirer de (3.2.1) pour hk = e que (d@,).X (e) = À (g) pour tous 
les g € G. Réciproquement, supposons que cette condition est véri- 
fiée. Les applications 1-1 et q, sont inverses l’une de l’autre, donc 
dpr-1 et d, le sont également. Par conséquent, X'!(e) — (dp,-1); À (h); 
donc 


À (g) —_ (dpg)e (dp,-1)r X (h) + 
= (d (ps © Pa-s)a X ()= (dpa-ihn X (Re). 


II. Pour chaque élément X (e) € T. (G) (voir 1.4) il existe un seul 
champ vectoriel X invariant à gauche sur G dont la valeur au point e 
est X (e). 

La proposition découle immédiatement de I. 


III. Chaque champ vectoriel invariant à gauche sur G est analy- 
tique. 

Démonstration. Soient g, un élément de G, ÙÜ une 
carte de l’élément g,, et x, ..., tn un système de coordonnées ana- 
lytiques dans Ü. Il existe un ensemble ouvert V € U contenant 
l'élément g, et tel que ggsth € U pour tous les g, hk € V. Soit g un 
élément de V; en vertu de la définition de la différentielle d’une 
application nous avons 


X (g) ri = ((dpegai)ge À (80)) Zi = À (80) (x: ° Peg-1). 


Les fonctions x; (gg;'h) sont définies et analytiques en g, h sur 
Y X V, donc 
Ti (gg h) = Fi (ai (8), + - ., Zm (8), 21 (h), - . ., ïm ()), 


où les fonctions F; (y,, ... . « 2m) Sont analytiques re- 
lativement à toutes Îles he as E (VW) X E& (V). Ainsi 


m 


X@a= D (X(&)2) (3) 


jme 


(3.2.9) 


Ve =XRE). 2, =Xp(Le) 


Les quantités X (£0) x; figurant dans le deuxième membre de la 
formule (3.2.2) sont constantes, tandis que l’analyticité des fonctions 
0F;/9z implique celle des fonctions X (£g) x; dans V, ce qui démontre 
l’analyticité de la transformation X. 


IV. Si X, Y sont des champs vectoriels invariants à gauche, alors 
les champs X + Y, ÀAX, [X, Y1] sont invariants à gauche. 
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La proposition est évidente pour XÀ + Ÿ et ÀAX. En outre, il 
découle de II de 1.6 que 


(dp,n-i)n (ZX, PT) =1(dp,s-1)a (A), (dpn-1)a (P)1 (8) =[X, Y] (e), 
ce qui prouve que [X, Y] est également invariant à gauche. 


V. L'ensemble des champs vectoriels invariants à gauche sur un 
groupe de Lie réel (respectivement complexe) est une algèbre de Lie 
réelle (respectivement complexe) relativement aux opérations d’addition, 
de multiplication par un nombre et de commutation des champs vecto- 
riels. La dimension de cette algèbre de Lie est égale à celle de la va- 
riété G. 

La proposition découle immédiatement des propositions II à IV 
et de la proposition II de 1.4. 

D'une manière analogue on peut définir une algèbre de Lie en 
se servant des champs vectoriels invariants à droite; le détail est 
laissé au lecteur. 


EXEMPLES. 

1. Soient KR le groupe additif des nombres réels, et x la fonction 
coordonnée sur R, définie par l’identité de R sur KR. Soit X le champ 
vectoriel sur KR défini par la formule X (a) — 1 pour tous les a € KR. 
Le champ vectoriel À est invariant à gauche. En effet, si @, est la 
translation de a€R, alors ®, (b) = b — a, ((dw;),X (0)) x — 
— X (0) (ro p,) = X (0) (x + a) = 1 = X (a) x. Ainsi, X est l’élé- 
ment de base dans l'algèbre de Lie du groupe R; quant à cette al- 
gèbre elle-même, elle est constituée par tous les multiples réels de 
l'élément X et représente une algèbre de Lie réelle unidimensionnel- 
le (abélienne), isomorphe à KR. D'une manière analogue, l’algébre 
de Lie du groupe additif C, envisagée comme un groupe de Lie com- 
plexe, est isomorphe à C. 

2. Puisque le groupe T7! est unidimensionnel, son algèbre de Lie 
est également unidimensionnelle et donc isomorphe à l’algebre de 
Lie abélienne KR. 

3. Soit G — GL(n, C) le groupe de Lie complexe. Soit À un 
champ vectoriel analytique. Désignons par Xx;; le résultat de l’ac- 
tion du champ X surla fonction analytique z;; sur le groupe G. Po- 
sons a;; (X) = X (e)zx;;. L'application À —a;; (X) est une appli- 
cation linéaire de l’algèbre de Lie L du groupe G dans l’espace vecto- 
riel complexe M, (C) des matrices complexes carrées d'ordre n. 
Si a; (X) = O pour tous les à, j, on a À (e) — O0 (puisque les z;; 
forment un système de coordonnées analytiques sur G), et la proposi- 
tion Î| implique alors que X — 0. Par conséquent, l'application 
X —a;;(X) est un isomorphisme linéaire de l’espace L sur un cer- 
tain sous-espace de l’espace M, (C). Mais 


dim ZL — dimG— n° — dim M, (C); 
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par conséquent, l’image de l’algèbre de Lie L par l'application 
X —a;; (X) est l’espace M, (C) tout entier. 


Soient X, Ÿ des champs vectoriels invariants à gauche sur G; 
trouvons la matrice a;; ([X, Y]). La formule 


X (g) Ti] — de; À (e) Tij — À (e) (ziy ? Pg); £ € G, 


implique que 


X (@ay= 2 zu (e) (À (e) zip) = Dzn (8) ax; (X). (8.2.3) 


Envisageons X (£g) x;; comme une fonction de g; on tire alors de la 
relation (3.2.3) 


n 


Y (e)(X (8) 9) = 2 au (P) ax; (X). (3.2.4) 


D'une manière analogue 
À (e) (Y (g) ti) = 2 air (À) a; (Y)- (3.2.5) 


Soient X, Ÿ les matrices (a; 3 (À)), (a; (T°) respectivement ; d'après 
(3.2.4) et (3.2.5) la matrice (a;; ([X, Y])) est égale à XY — Y'X. 
Ainsi nous avons démontré la proposition suivante. 


VI. L'algèbre de Lie du groupe GL (n, C) est isomorphe à l'algèbre 
de Lie gl (n, C) de toutes les matrices complexes d'ordre n dans laquelle 
l'opération de commutation est définie par la formule |X, Ÿ] = XŸ — 
— Y X. 

Un raisonnement analogue montre que l’algèbre de Lie du groupe 
GL (n, KR) est isomorphe à l’algebre de Lie gl(n, R). 

4. Soient G, H des groupes de Lie, et L, M leurs algèbres de Lie. 
Nous savons que l’espace tangent T,,.», (G X H) est isomorphe au 
produit T,(G) X T,; (H) pour tous les g € G, h € H. Soient X, Y 
des champs de vecteurs invariants à gauche sur G et H respective- 
ment. Posons Z (g, h) = (X (g), Y (h))E Ten (G X H); alors Z 
est un champ vectoriel sur G X H. Le lecteur vérifiera sans peine 
que le champ vectoriel Z est invariant à gauche; en outre si X;, }'; 
sont aussi des champs vectoriels invariants à gauche sur G et H, 
et que Z: (g, h) 7 (Xi (g), Yi (h)), alors [Z, Z:] (g, h) _— (EX, X:] (g), 
[Y, Y.] (h)), i.e. l'algèbre de Lie du groupe G X H est isomorphe à la 
somme directe des algèbres de Lie des groupes G et H. 

En particulier, l’algèbre de Lie du groupe C” est isomorphe à 
C', les algèbres de Lie des groupes R” et 7” sont isomorphes à R” 
(voir les exemples 1) et 2) dans 3.2). 
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3.3. Sous-groupes, homomorphismes et groupes quotients de 
groupes de Lie. Soient G un groupe de Lie, Æ un sous-groupe du 
groupe G (non nécessairement fermé en général); H s'appelle sous- 
groupe de Lie du groupe de Lie G si: 1) H est un groupe de Lie, 2) H 
est une sous-variété de la variété analytique G. Un sous-groupe de 
Lie connexe du groupe G s'appelle sous-groupe analytique dans G. 


I]. Soient G un groupe de Lie, L l'algèbre de Lie du groupe G, H 
un sous-groupe de Lie Lie de G, et M l'ensemble de tous les éléments X € L 


tels que X (e)E€ AT: (H) (l'espace T, " (H) a été défini dans 1.7). Alors M 
est une sous-algèbre de Lie de l'algèbre de Lie L, et M est isomorphe à 
l'algèbre de Lie du groupe H. 

Démonstration. Soit k€ H. La translation à gauche 


œ, est un isomorphisme de H sur AH, donc (d;,) (T. (H)) = T, (H), 


(dph) (T, (H)) = Ty (A). Si À E M, alors À (h) € T; (H) pour tous 
les À € H; par conséquent, le champ X détermine un certain champ 
vectoriel analytique sur la sous-variété À ; ce champ vectoriel sur H 
est invariant à gauche. Si À, Ÿ € M, alors les champs X et Y déter- 
minent des champs vectoriels analytiques sur A, donc le commuta- 
teur [X, Y] détermine également un champ vectoriel analytique 
sur H. En particulier, [X, Ÿ] € M ; il s’ensuit que M est une sous- 
algèbre de Lie de L. En faisant correspondre à chaque élément X € M 
le champ vectoriel qu'il définit sur Æ, nous obtenons un isomorphis- 
me de l’algèbre de Lie M sur l’algèbre de Lie du groupe FH. 


II. Soient G un groupe de Lie, L son algèbre de Lie, M une sous- 
algèbre de Lie du groupe G. TL existe un sous-groupe analytique unique 
H de G, qui vérifie la condition suivante: la sous-algèbre de Lie M 


me” 
est l’ensemble de tous les éléments X € L tels que X (e) € T. (H). 

On trouvera la démonstration de ce théorème dans les 
livres de L. Pontriaguine [1], J.-P. Serre [1],S. Hel- 
gason [1], C.. Chevalley [1] par exemple. 

Ainsi, la correspondance entre les sous-groupes analytiques de G 
et les sous-algèbres de Lie de Z, établie dans la proposition I, est 
bijective. Par la suite nous dirons que le sous-groupe analytique 4 
et la sous-algèbre de Lie M déterminée par le sous-groupe A dans 
la proposition Ï, se correspondent. 

Par la suite (voir $ 2, chapitre XI) nous montrerons que chaque 
sous-groupe fermé d’un groupe de Lie est un groupe de Lie. En parti- 
culier, les groupes classiques 


SL (n, C), SL (n, R), U (n), SU (n), Sp (2n), 
O (n, C), O (n, R), SO (n, C), SO (n, R), Sp (2r, R), 
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étant des sous-groupes fermés du groupe de Lie GL (n, C), sont des 
groupes de Lie. 

L'homomorphisme œ du groupe de Lie G dans le groupe de Lie H 
s'appelle komomorphisme analytique si @ est une application analy- 
tique de la variété G dans la variété H 

Soient @ un homomorphisme analytique de G dans H, et X un 
champ vectoriel invariant à gauche sur G. Alors dp.. À (ec) est 
le vecteur tangent à Æ au point ex, où ec, ex sont les éléments neu- 
tres des groupes G et H respectivement. Soit Y un champ vectoriel 
invariant à gauche sur À pour lequel Y+,, — de, À (ec). Montrons 
que 

Y (op (g)) = dsX (g) (3.3.1) 


pour tous les g € G. Soient 1}, la translation à gauche de l’élément g 
dans G, et %ç la translation à gauche de l'élément  (g) dans }X. 
Puisque œ@ est un homomorphisme, on a moy = Yqw © P, donc 


dpsÀ (g) = d (p ° Ÿe) À (ec) = d (Xote ? P) À (ec) = 
= dYXy() (dp._À (ec) = don Y (ex) = Y ( (g)), 


ce qui démontre la formule (3.3.1). La formule (3.3.1) signifie à son 
tour que le champ vectoriel Y est l’image du champ vectoriel X. 
Désignons Ÿ par dp (X). La linéarité de l'application dœ est evi- 
dente. On tire de la proposition II de 1.6 que pour tous les X,, X, 
de l’algèbre de Lie du groupe G on a 


dep ([X1, X2)] = [dp (X1), dp (X2)l. 
Par conséquent, la proposition suivante est valable. 


IIT. Soient G, H des groupes de Lie, L, M leurs algèbres de Lie, 
et un homomorphisme analytique du groupe de Lie G dans le groupe 
de Lie H. Soit do une application de L dans M telle que pour chaque 
élément X € L l'élément dp (X) € M est déterminé par l'égalité 
dp (X) (ex) = dX (ec). Alors d est un homomorphisme de l'al. 
gèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie M. 


IV. Dans les hypothèses de la proposition IT, soient N, € L le 
noyau de l’homomorphisme de, N, = do (L), et K,, K, les'sous-grou- 
pes analytiques des groupes de Lie G, H correspondant aux sous-algèbres 
de Lie N,, N, des algèbres de Lie L. A lors: 

1) p (G) est un sous-groupe de Lie de H; œ® est l'application analy- 
tique de G sur œ (G). 

2) le sous-groupe K, est l’image de la composante de l'élément neu- 
tre du groupe G; en outre, K. coïncide avec la composante de l'élément 
neutre du groupe œ (G); 

3) K, est un sous-groupe analytique fermé de G qui coïncide avec la 
composante de l'élément neutre du noyau de l'application q. 

24—0883 
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La démonstration de cette assertion est exposée, par 
exemple, dans les livres de V. Varadarajan [1], L.Pon- 
triaguine [ilet J.-P. Serre [1]. 


V. Dans les hypothèses de la proposition III, l'application dœ est 
une surjeclion de L sur M si et seulement si la composante de l'élément 
neutre du groupe G est appliquée par œ sur la composante de l'élément 
neutre du groupe H. L'application dq est un plongement (i.e. possède 
un noyau trivial) si et seulement si le noyau de l'homomorphisme est 
discret. 


La proposition s'obtient immédiatement de IV. 


VI. Soient G, H des groupes topologiques connexes et simplement 
localement connexes, @: G — H un homomorphisme continu de G sur 
H à noyau discret. Si G (respectivement H) est un groupe de Lie, alors 
le groupe H (respectivement G) peut être transformé, et ceci de façon 
unique, en une variété analytique, de manière à ce que le groupe H 
(respectivement G) devienne un groupe de Lie, tandis que l’homomor- 
phisme soit un homomorphisme analytique du groupe de Lie G dans 
le groupe de Lie H. 

La démonstration de ce théorème est exposée, par exem- 
ple, dans les livres de V. Varadarajan [1] et de L. Pon- 
triaguine [1]. 


VII. Si G est un groupe de Lie connexelalors G possède un groupe 
de recouvrement simplement \connexe G; G est un groupe de Lie, et les 
algèbres de Lie des groupes de Lie G et G sont isomorphes. 


Démonstration. L'existence d’un groupe de recouvre- 
ment simplement connexe découle de IV de 3.1 et de Ï de 3.2, cha- 
pitre VIII, car chaque groupe de Lie est évidemment localement con- 
nexe et localement simplement connexe. Le noyau de l’homomor- 
phisme x du groupe G dans G est discret puisque G et G sont locale 


ment isomorphes. En vertu de VI, le groupe G peut être envisagé 
comme un groupe de Lie. D’après V, dx est une application de l’al- 


gèbre de Lie du groupe de Lie G sur l'algèbre de Lie du groupe G à 
noyau nul, i.e. dx est un isomorphisme des algèbres de Lie des-grou- 
pes de Lie G et G. 


VIII. Soient G un groupe de Lie, H son sous-groupe de Lie fermé. 
Alors l'espace des classes d'équivalence G/H peut être transformé de 
façon unique en une variété analytique de manière à ce que l'applica- 
tion canonique x: G—G/H soit une application analytique de varié- 
tés. Si H est un sous-groupe distingué fermé de G, alors le groupe topo- 
logique G/H, muni d’une structure de variété analytique telle que l’ap- 
plication n: G —G/H est une application analytique de variétés, est 
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un groupe de Lie. L'application x est un homomorphisme analytique 
du groupe de Lie G sur le groupe de Lie G/H. 

La démonstration de cette assertion est exposée, par 
exemple, dans les livres de V. Varadarajan [1], de L.Pon- 
triaguine [1let de J.-P. Serre [1]. Le groupe de Lie G/H, 
défini dans VII, s'appelle groupe de Lie quotient du groupe de Lie G 
par le sous-groupe distingué fermé X. 

Soient G un groupe de Lie réel (respectivement complexe), et V 
un espace linéaire complexe de dimension finie. Si dim V=n#, le 
groupe Gy (voir l’exemple 4 de 1.1, chapitre I) est isomorphe à 
GL (n, C) et peut être envisagé aussi bien comme un groupe de Lie 
réel qu’un groupe de Lie complexe. Conformément à VI de 3.2, 
l’algèbre de Lie du groupe de Lie G;- s’identifie à l’algèbre de Lie 
gl (V) (voir l’exemple 3 de 3.2). Appelons représentation analytique 
réelle (respectivement complexe) du groupe de Lie G dans l'espace V 
tout homomorphisme analytique du groupe de Lie G dans le groupe de 
Lie Gy>. envisagé comme un groupe de Lie réel (respectivement 
complexe). On tire immédiatement de III 


IX. Si x est une représentation analytique réelle (respectivement) 
complexe) du groupe de Lie G dans l'espace V, alors dx est la représen- 
tation de l'algèbre de Lie L réelle (respectivement complexe) du groupe 
G dans l'espace V. 

Par la suite (voir $ 2, chapitre XI) nous montrerons que toute 
représentation continue de dimension finie d’un groupe de Lie est 
analytique ; en outre, nous obtiendrons un résultat qui est, dans un 
certain sens, la réciproque de la proposition III et qui permet de 
construire la représentation d’un groupe de Lie d’après la représen- 
tation de son algèbre de Lie (voir 1.4, chapitre XI). 


3.4. Sous-groupes à un paramètre. Soient G un groupe de Lie, 


U une carte au point e, et zy, ..., zm un système de coordonnées 
analytiques dans U. En remplaçant les fonctions x;, . .., x" par 
les fonctions zx, — x, (e), . .., Tm — Im (e) et en choisissant éven- 


tuellement un voisinage Ü plus petit, nous pouvons considérer 
E (U) comme l’ensemble de tous les (y,, . . ., y) tels que | y; | < 
< a quel que soit i = 1, ..., met un certaina,et l’on a (x, (e), ... 

… Tm (€)) = (0, ..., 0). Puisque l'application de GX G 
dans G, définie par la formule (g, h) — g (h”!)-1 = gh est analyti- 
que; on a dans un voisinage V du point e (on peut supposer que Ë (Ÿ) 


est l’ensemble de tous les (y,, . .., yn) tels que | y; | << b pour un 
certain b << a) 


zh (gh)= Fa (m1 (8), - . ., Zm (8); %1 (Re), - .., Zm (R)), (8.4.1) 


k—1Â,...,m, 
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OÙ Fy (Yi, . . .s Ymr Z1r + + +» 2m) est une fonction analytique dans 


E(V) x E(V). Posons 
Uiÿ (Yis ces Ym) = = Fi (Uise:5 Un 0565, 0) (3.4.2) 
pour tous les i, j = 1, ..., m. 


I. Soient G un groupe de Lie réel (respectivement complexe) et a € 
€ T.(G). Il existe un homomorphisme analytique unique a: t + a (t) 
du groupe additif R (respectivement C) dans le groupe G pour lequel, 
dans un certain voisinage du point t = 0,on a 


(d/dt) x; (a (£)) 2 Ui(Ti(a(t)), ..., Tm (a (t))) ay, i=1,...,m, 
(3.4.3) 


où ay—=a(x;), j = 1, ..., m, el x, ..., tm est le système de 
coordonnées analytiques (dans un certain voisinage V du point e) tel 
que (x (e), ..., zm (e)) = (0, ..., 0) et E (V) = {(y,, . . ., Um): 
| y: | << b}. 

Démonstration. Considérons le système d'équations 
différentielles ordinaires 


(dy: (t)/dt) = 2 ui (y1(t), --., Um (£)) ay (3.4.4) 


à condition initiale 
y; (0) = 0 (3.4.5) 

dans le domaine E (V) = {(y,, . .., Ym): | y; | << b}. D'après le 
théorème d’existence et d’unicité de la solution du problème de 
Cauchy pour les systèmes d'équations différentielles ordinaires, il 
existe, pour un certain Ô > 0, dans le domaine | ?{ | 6, une solu- 
tion unique du problème (3. 4. &)- (3.4.5), i.e. une famille de fonctions 
yi(t), i = 1, ., m, qui vérifient les deux relations indiquées et 
(Dis ses Yn (6) € E(V) pour |t|<< 6. Puisque les fonctions 
Lj sont analytiques sur E (V), les y, ({) le sont dans le domaine 
Jt|<ô 

Posons_ a (t) = E”! (ai (), - :., Ym ()), 1E|<6. Il est évi- 
dent que a (0) = e et a (t) vérifie la relation [ÉZ 4. 4). Montrons que 
pour |[{ | <<, Js|< 6, [t+s|<ôona on — a(t+s). 
Posons b (t,s) = a(t)a (s) et E (b (é, s)) = (z (t, s), 3,3: (15). 
Alors 2344, s) = Fi (ui (6), -.… Um (6), Ua (5), - - + Um (9). Avec 
la relation (3.4.2), nous obtenons de la formule de Taylor pour la 
variable s que 


za(t, S) = yi(t) +2 ui (Ya (£), ..., Ym(t))a;s+o(s). (3.4.6) 
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D'autre part, l'égalité (3.4.3) implique que 
yi(t+s)=yi(t) + > Uij(ÿ1(), --., Ym(t))ajs+o(s). (3.4.7) 
2= 


De (3.4.6) et (3.4.7) on obtient 
Zt, S—yi(t+s) = 0 (s) (3.4.8) 


pour s —> 0. Montrons maintenant que les fonctions 2; (t, s) vérifient 
le système d’équations différentielles 


2 AS = => ui(zi(t, S), ..., Zm(t, S))a, (3.4.9) 
=! 
à condition initiale 
Z; (é, 0) = Y; (£). (3.4.10) 
Les relations (3.4.10) découlent immédiatement de la définition des 


fonctions z; (t, s). Trouvons te Puisque z;(t, s+ u) = 


= Fi (y (), » Ym (t), H(S+U), .-.., Ym(s +u)), on déduit 
de la relation (3.4.8) pour u +0 l'égalité 


Zi (£, S + u) me Fi (yi (t), ss Um (2), 2 (s, u), 

…..) 2m (S, U)) + o (u). (3.4.11) 
Mais l’associativité de la multiplication dans le groupe G permet 
d'écrire 
Fi (ya (Et), -.., Ym(£), 21(S3 U), -.., 2m (S1 U)) = 


= 4 (8 () (G(s) a (u))) = 2 (( (6) a (5) a (u)) = 
— Fi(zift, S), ..., Zmt, S), Ya(u), ..., Ym(u))+o(u). (3.4.12) 
En substituant la relation (3.4.12) dans le deuxième membre de 
(3.4.11) et en appliquant l’égalité (3.4.2), on obtient 
Zi(t, S+u) = 


= Z (1, S)+ 2 Uij(Zi(t, S), ..., Zm(£, S)) aju +0 (u). (3.4.13) 


L'égalité (3.4.13) s'obtient immédiatement de la relation (3.4.9). 
Ainsi les fonctions 2; ({, s) vérifient le système d'équations diffé- 
rentielles (3.4.9) à conditions initiales (3.4.10). D'autre part, les 


fonctions z; (f, s) — Hi (s + t) vérifient également lesystème d’équa- 


tions LEE =S U;j (zut, 5), - .., Zm (£, S)) a;, qui se déduit 


j=1 
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du système (3.4.4), avec les conditions initiales évidentes z; (4, 0) — 
= yi(t + 0) = y;(t). Les fonctions z; (£ + s) et y; (t + s) de la 
variable { (pour un s donné\satisfont donc au même système d’équa- 
tions (3.4.9) avec les mêmes conditions initiales (3.4.10). D’après le 
théorème d'’unicité des solutions de tels systèmes, on a z; (4, s) — 
= y; (t+s); par conséquent 


a(t)a(s)—a(t+s) (3.4.14) 
pour [{|Lô, Is|<ô, |t+s|<ô. En particulier, 
a(t)a(s)— a (s) a (t) (3.4.15) 


pour [{|<Ô, [s| LÔ, |t+s|< 6. 
Supposons maintenant que £{ est arbitraire. Il existe un nombre 
naturel r tel que | t/n |  ô. Posons 


a(t)—= (a (t/n))". (3.4.16) 


Montrons que la formule (3.4.16) définit l'application analytique 
cherchée du groupe R (respectivement C) dans le groupe G. Assurons- 
nous d’abord que la formule (3.4.16) est correcte. Si l’on a également 
| t/m | << Ô pour un certain m naturel, alors | t/(mn) | < ô. D'autre 
part, on déduit de la relation (3.4.14) que 


(a(t/(mn)))"=a (t/n), (a(t/(mn)))"= a (t/m); 
par conséquent 
(a (t/m)}" = (a (t/(mn))}"* = (a (t/n))", 


de sorte que l'application t —+ a (t) est correctement définie par la 
formule (3.4.16). En particulier, pour | t [<< ô la fonction a (t) 


donnée par (3.4.16) coïncide avec la fonction a définie précédemment. 
Montrons que 


a(t+s)—at(t)a(s) (3.4.17) 


pour tous les {, s. Il existe un entier naturel 7 tel que | tin | << 6, 
| s/n | << 6, | (t + s)/n | << 6. Alors a ((t + s)/n)= a (t/n) a (s/n); en 
élevant cette égalité à la puissance 7 et en se servant des relations 
(3.4.15) et (3.4.16), on obtient l'égalité (3.4.17). Enfin, de la for- 


mule (3.4.16) et de l'analyticité de a (t) pour | t | << ô on déduit 
que a (t) est analytique pour tous les t. 


IT. Soient G un groupe de Lie réel (respectivement complexe), et Y 
l'élément de l'algèbre de Lie du groupe K (respectivement C) qui fait 
correspondre à la fonction f (z) — z sur KR (respectivement C) la fonc- 
tion identiquement égale à 1. Pour tout élément X de l'algèbre de Lie 
L du groupe de Lie G, il existe un homomorphisme analytique unique 
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6,-:t—+0,(t) du groupe de Lie KR (respectivement C) dans le groupe 
de Lie G dont la différentielle d8,; applique Y dans X. 

Démonstration. Soient a = X (e) un vecteur tangent à 
la variété G au point e, t a (t) un homomorphisme analytique du 
groupe KR (respectivement C) dans le groupe de Lie G qui vérifie les 
hypothèses de la proposition I. De la relation (3.4.3) et de la défi- 
nition de l’élément Y on tire 


X (e)zi— ax; = a; = (d/dt) zx: (a (£)) k1=0 = 
= Y (0)(zica)—=(da)Y (0)z; (3.4.18) 
pour tous les i — 1, ..., m. Par conséquent, da (X) = Y. En po- 
sant a = 0x, on prouve que l'homomorphisme 0, existe. D'autre 
part, si 64 est un autre homomorphisme analytique du groupe R 
(respectivement C) dans le groupe G tel que (484) Y = X, alors 
Ok (t + s) = 8,4 (£) 04 (s) pour tous les £, s, et les deux membres de 
cette égalité sont des fonctions analytiques de s pour un t donné. En 
posant x; (0x (t)) = y; (t), on a pour des t, s suffisamment petits 
yi(t+s) = Fi (t), +. Ym ()s Ya (s), + + +, Ym (S));  (3.4.19) 
= li >: M: 

En calculant les dérivées de (3.4.19) relativement à s et en substi- 
tuant ensuite s = 0, on prouve à l’aide des formules (3.4.2) que les 
fonctions y1 (ft), . .., Ym (t) vérifient le système (3.4.4), où a; — 
—= (dy; (s)/ds)[;-0 = À (e)x;. Par conséquent, en appliquant I, on 
obtient 6x = a, où a = X (e), i.e. le vecteur tangent X (e) détermi- 
ne de façon unique l’homomorphisme analytique correspondant 6%. 

L'élément 04 (1) EG est désigné par exp (X). L'application 
exp: L —+G définie par la formule À — exp (X) s'appelle applica- 
lion exponentielle de l'algèbre de Lie Z dans le groupe de Lie G. 

IIT. On a exp (x) = 6,4 (À) pour tous les X € Let ious lskER 
(respectivement À € C). 

Démonstration. Considérons l'application x: t —+ 
— 0% (At) du groupe R (respectivement C) dans G. L’analyticité de 
l'application 64 entraîne celle de x. En outre, n(t)n(s) = 
— 0x (At) 6x (Às) = 0% (À + Às) = n (ft + s) pour tous les #, s, 
donc x est un homomorphisme analytique du groupe KR (respective- 
ment C) dans le groupe G. On a évidemment (dx,) Y (0) x; = 
—= (d/dt) x; (6x (Àt)) eo = ÀX (e) x;. En vertu de la proposition II, 
nous avons x — 60,.,. Par conséquent 68, + (1) — 84 (À). 

Il découle immédiatement de la proposition III que 


exp ((41 + +) À) = exp (HX) exp (À), (3.4.20a) 
‘exp (—{X) —= (exp ({X))"! (3.4.20b) 
pour tous les #,, &, et chaque À € L. 
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L'espace ZL est isomorphe à l’espace R” (respectivement C”) 
et peut donc être envisagé comme une variété analytique. Soit 
X1, ---, Âm une base de l’algèbre de Lie L telle que X; (e) x; = 
= Ôiy, à, j—1,..., m. Si XEL et X(e)x; = a;, alors X — 
= AA +... + amÂm. Les fonctions a; (X) = a; pour X — 
= GA; +... +amÂr forment un système de coordonnées ana- 
lytiques sur L. 


IV. L'application exp: L —G est une application analytique de 
variélés, régulière au point 0 € L. 

Démonstration. Désignons la solution (y;) du système 
(3.4.4) à conditions initiales (3.4.5) par (®, (t, a, . .., am)). Les 
deuxièmes membres des équations (3.4.4) étant analytiques relati- 
vement à toutes les variables y, . . ., Yms @j, - - ., Am, les fonc- 
tions ®; (f, a, ..., am) sont analytiques dans un certain domaine 
de la forme |{ | << 6, Ja; | << e, j = 1, ..., m. On peut supposer 
que | ®, | < c pour |t | << 6, | ay | Le, où c est un nombre. 

En vertu de la définition de l’application 80,, on a 


x (t) = ET (D, (fé, a, . .., Am) + + +) Om (ts Ays + - «> Am)) 


pour |t|<Ô, |a;j|<<e, j =1,...,m, où X = a X, + ... 
.. + 4mÂm. En utilisant III, on a pour |t|<<2, |a; | < 
< (eô)/2 l'égalité 


6x (t) = Et (D, ((6ô4)/2, (2a,)/6, . . ., (2am)/6), . .. 
1 Om ((Ôt)/2, (2a,)/6, . . ., (2an)/6)), 
d’où 
exp (X) = E1 (D, (6/2, (2a,)/6, . . ., (2am)/6), . .. 
….. Om (6/2, (2a1)/6, . . ., (2am)/6)). (3.4.21) 


Les fonctions ©; étant analytiques, la formule (3.4.21) permet d'éta- 
blir l’analyticité de l'application exp dans un certain voisinage Ÿ 
de l'élément O0 de la variété L. En outre, pour chaque élément À € L 
il existe un nombre naturel r tel que X/nr € V. On tire de (3.4.20) 
que (exp (X)) = (exp (X/n))"; par conséquent, l’application expo- 
nentielle est partout analytique. 

Montrons maintenant que l’application exponentielle est régu- 
lière au point 0€ L. Vérifions pour cela que la différentielle de 
l'application exponentielle applique la base de l’espace tangent 


T,(L) dans la base de l’espace tangent T, (G). Soit X; le vecteur 
tangent à ZL en le point 0, défini par l'égalité 

Kay = 6, (i j—1,..., m). 
Soit n (À) = (a, +. +, @m) pour À = À + ... + amÂm. Mon- 
trons que d (exp), À; = X; (e). Le vecteur X,; applique la fonction 
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f (définie et analytique dans un certain voisinage W de l'élément nul 
de la variété L) dans un nombre X\;f, tel que 


Xi1(f) = 2 (0F/da;)o..…...0 Xiaj = (0F/6ai)o,.….….o,  (3.4.22) 
£ 


où F est une fonction analytique de (a, ..., 4m) telle que f = 
= Fon. Soit v; = d (exp), À; un vecteur tangent à la variété G 
en le point e. Alors pour chaque fonction € D (V), où V est un 
voisinage de l'élément neutre e de G, on a 


vi (p)= Xi (p ° exp) ; 
si —=ODoEË, alors (3.4.21), (3.4.22) et (3.4.18) impliquent que 


vi (p) = (0/0a:) D (D; (6/2, (2a:1)/8, ..., (2am)/6), . 
...s Om (0/2, (2a:)/6, ..., (2am/0))) [0.0 = 
= (0/0a:) D (®: (ô/2, 0, .) (2a:)/6, se ss 0), .. 
...y Om (0/2, 0, ..., (2ai)/6, ..., O)) la,=0 = 
= (d/dai) (q ° exp (a;:À;)) la,=0 = (d0x.)o Y (0)p=Âi(e)w. (3.423) 


Par conséquent, on a v; = X; (e), i.e. d (exp), applique la base Y; 
de l’espace T, (L) dans la base X'; (e) de T.(G), ce qui démontre la 
régularité de l'application exp au point 0 € L. 


V. Soit X,, ..., À, une base de l'algèbre de Lie L du groupe de 
Lie G. Il existe un voisinage U de l'élément neutre e de G, un système 
de coordonnées analytiques x,, . .., Tm dans le voisinage U et un 
nombre 8 > 0 qui vérifient les conditions suivantes : 


z; (exp (2 uxXx)) = u, quel que soit i—1,..., m (3.4.24) 


pour tous les (u1, . . ., um) € V,où V est l’ensemble de tous les (u,, . .. 
+ Um) tels que | ur | << Ô, k = 1, ..., m. 

La proposition découle immédiatement de la proposition IV et 
des propositions Î de 1.1 et V de 1.5. 

Un système de coordonnées analytiques qui vérifie la condition 
(3.4.24) s'appelle système de coordonnées canoniques sur le groupe (ou 
système de coordonnées canoniques de première espèce), tandis que l’en- 
semble W — E-1(V) s'appelle voisinage canonique de l'élément 
eEG. 


VI. Soit x un homomorphisme analytique du groupe de Lie G 
dans le groupe de Lie H. Alors pour chaque élément X de l'algèbre de 
Lie L du groupe Gon a 


n (exp (X)) = exp (dx (X)). (3.4.25) 
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Démonstration. Soit Ÿ un champ de vecteurs sur le 
groupe R (ou C, si G et H sont des groupes de Lie complexes) défini 
par la formule Y = 1, où + est l'application identique de KR dans 
R (respectivement de C dans C). Soit X un élément de l'algèbre de 
Lie Z du groupe G, et soit 6+ l’homomorphisme analytique de R 
{respectivement C) dans G défini dans la proposition II. Alors 
d6x (Y) = À, donc d(noc6%)(Y) = dn (X). Mais d (6,x x) (Y) 
est aussi égal à da (X); ainsi, d'après II, les homomorphismes 
ro 6% et Ojx x doivent coïncider. En particulier, (x © 6+) (1) = 
— Oyrcx (4), ce qui démontre la formule (3.4.25). 


VII. Soit x un homomorphisme analytique du groupe de Lie G 
dans le groupe de Lie H. Si l'application x est injective, alors elle est 
aussi partout régulière. 

Démonstration. Soit L l’algèbre de Lie du groupe G. 
Si dn (X)=0 pour un certain À € L, alors x (84 (t))= 1 (exp (4X)) — 
— exp (dx (tX))= exp (tdn (X)) = e pour tous les {. Puisque x est 
injective, on a exp ({4X) = e, donc À —0. Par conséquent, dx est 
injective. 


VIII. Soient H un sous-groupe de Lie du groupe de Lie G, et M 
l'algèbre de Lie du groupe H. Si U est un voisinage de l'élément nul de 
M, alors l’ensemble des éléments exp (X), X E U, contient un voisi- 
nage de l'élément e de H. 

La proposition s'obtient immédiatement de la proposition VI 
lorsqu'on l’applique au monomorphisme identique de H dans G. 


ExEMPLE. Soit G le groupe de Lie GL (n, R). Comme nous le sa- 
vons d'après l’exemple 3 de 3.2, l’algèbre de Lie L du groupe de 
Lie G peut être identifiée à l'algèbre de Lie gl (nr, R), l'isomorphisme 
étant donné par la formule 


X —(X (e) zip). (3.4.26) 


Cet isomorphisme sera appelé par la suite isomorphisme canonique. 
Désignons la matrice (X (e) x;;) par a (X). D'après I de 3.2 et la 
règle de multiplication des matrices on a 


X (go) (ts) (8) = (dg)e À (e) (xs) (8) = À (e) (xs) (808) = 
= 8oÀ (e) (is) (8) = (808 (X))is (3.4.27) 


pour tous les i, j — 1, ..., n et tous les g, € G, À € L. Dans les 
hypothèses de la proposition II, soit 6, un homomorphisme analy- 
tique du groupe de Lie R dans le groupe de Lie G. On doit alors 
avoir la relation d8-+ (Y) = X. Mais la relation d0,4 (Y) = À est 
équivalente à 


Y (t) (ziyo 0x )= X (0x (t)) is (3.4.28) 
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pour tous les i, j — 1, ..., n. Réunissons (3.4.27) et (3.4.28), il 
vient 


(d/dt) zij (8x (t)) = (6x (ë) a (X)is- (3.4.29) 
On tire de (3.4.29) que la matrice 0, (t) vérifie la relation 
(d/dt) 64 (t) = 0% (t) a (X), (3.4.30) 


où la dérivée de la matrice est une matrice constituée par les déri- 
vées des éléments matriciaux. La fonction matricielle 6,4 (t) vérifie 
non seulement l'équation (3.4.30) mais aussi la condition initiale 


8, (0) = 1,, (3.4.31) 


où 1, est la matrice unité d'ordre n. Or, la solution de l'équation diffé- 
rentielle (3.4.30) avec la condition initiale (3.4.31) est l’exponen- 
tielle matricielle usuelle : 


0. (L) = etux) — 
=1,+ta(X)+ a (XP +. + a (X)" +... ER; (8.4.32) 


notons que la série dans le deuxième membre de l'égalité (3.4.32) 
converge absolument pour chaque ft € R relativement à chaque coor- 
donnée. Ainsi, dans le groupe GL (n, KR) l'application exponentielle 
coïncide avec l’exponentielle matricielle 


exp (X) = e%°%) pour tous les XE€ L. (3.4. 33) 


Un raisonnement analogue montre que l'application exponentiel- 
le dans le groupe GL (n, C) coïncide également avec l’exponentielle 
matricielle usuelle. 

Soient G un sous-groupe analytique du groupe de Lie GL (n, R), 
et x l'application identique du groupe G dans le groupe GL (n, R). 
Il découle de la proposition VI que si l’on identifie l’algebre de Lie 
du groupe de Lie G à la sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie 
gl (n, R) conformément à I de 3.3, alors l'application exponentielle 
pour le groupe G coïncide avec la fonction exponentielle matricielle 
usuelle (voir (3.4.25)). 

L'exemple d’application exponentielle dans les groupes GL (n, C) 
et GL (n, R) que nous venons d'examiner permet de démontrer un 
théorème important sur la correspondance entre la représentation 
d’un groupe de Lie et la représentation associée (voir IX, 3.3) de son 
algèbre de Lie. 


THÉOREME. Soient G un groupe de Lie connexe, L son algèbre de 
Lie, T une représentation analytique de dimension finie du groupe de 
Lie G dans l'espace vectoriel E, et dT la représentation correspondante de 
l'algèbre de Lie L dans l'espace. E. Alors 
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a) le sous-espace vectoriel V € E est invariant relativement à la 
représentation T si et seulement s'il est invariant relativement à la 
représentation dT ; 

b) la représentation T est irréductible (respectivement réductible, 
complètement réductible) si et seulement si la représentation dT est 
irréductible (respectivement réductible, complètement réductible). 

Démonstration. Il est évident que b) découle de a). 
Démontrons a). Considérons la représentation 7 comme un homomor- 
phisme analytique du groupe de Lie G dans le groupe de Lie Gk 
(ce dernier étant envisagé comme un groupe de Lie réel). En vertu 
de (3.4.25), nous avons 


T (exp (X)) = exp (dT (X)) (3.4.34) 
pour tous les X € L. Mais 


exp (@)=e=1+a+a+ Le + a + .…  (3.4.35) 


pour tous les a € gl (E). On tire de (3.4.34) et (3.4.35) que 
T (exp (À)) — 


—1+ 47 (X)+7 (AT (A+... +2 (AT (X)" +. (8.4.36) 


pour tous les X € L. On obtient de la relation (3.4.36) que tout sous- 
espace vectoriel Ÿ © Æ ïinvariant relativement à l'opérateur 
dT (X), XE L, est invariant également relativement à l'opérateur 
T (exp (X)), i.e. en vertu de VIII et de la connexité du groupe G, 
chaque sous-espace V € E invariant relativement à la représenta- 
tion d7 de l'algèbre de Lie L est aussi invariant relativement à la 
représentation 7 du groupe de Lie G. D'autre part, il découle de 
(3.4.34) et (3.4.35) que 


T (exp (tX)) = ef AT (4) (3.4.37) 


pour tous les { ; en prenant les dérivées des deux membres de l’éga- 
lité (3.4.37) pour t = 0, nous voyons que 


adT (X) = (d/dt) (T (exp (tX))) |:=0. (3.4.38) 


La relation (3.4.38) nous montre que chaque sous-espace vectoriel 
V@CEÉE, invariant relativement aux opérateurs T (exp ({X)) pour 
tous les ?, est invariant également relativement à l'opérateur 
dT (X). Ainsi tout sous-espace invariant relativement à la repré- 
sentation 7 est invariant aussi relativement à la représentation d7, 
ce qui termine la démonstration du théorème. 


3.5. Représentation adjointe. Soient G un groupe de Lie, et L son 
algèbre de Lie. Si & est un isomorphisme analytique du groupe de 
Lie G sur lui-même, alors d« est un homomorphisme de Lie de l’al- 
gèbre de Lie L du groupe G dans lui-même. On tire de la relation 
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a”"loæœ—1Âç (1; étant l’application identique de G sur G) que 
l'application d (œ-!) est inverse de da. Par conséquent, da est un 
automorphisme de l’algèbre de Lie Z, i.e. da est une application li- 
néaire de Z sur L telle que da ([X, Y]) = {dax (X), da (Y)] pour tous 
les X, Y € L. L'application &« — da est une représentation linéaire 
du groupe À de tous les isomorphismes analytiques du groupe G 
sur lui-même. Montrons que si le groupe G est connexe, alors cette 
représentation est exacte. En effet, si da est l’automorphisme unité 
de L, i.e. da (X) — X pour tous les X € L, alors en vertu de (3.4.25) 
on a 


a (exp (X)) = exp (4) 


pour tous les X € L. Par conséquent, en vertu de VIII de 3.4, l'appli- 
cation @ laisse invariants tous les éléments d’un certain voisinage 


de l’élément neutre de G. Puisque G est connexe, on a G — |] V”, 

n= 1 
donc @& (x) = x pour tous les x € G. Soient g € G, et &,; un isomor- 
phisme analytique du groupe G sur lui-même défini par la formule 
ag (h) = ghg”! pour tous les k EG; alors l'application Ad: g —+ 
— da, s'appelle représentation adjointe du groupe de Lie G. La 
représentation adjointe est un homomorphisme du groupe G dans 
GL. Puisque L est isomorphe à R7 ou à C7, G; est isomorphe à 
GL (m, KR) ou à GL (m, C); c'est donc un groupe de Lie. 


, J. La représentation adjointe du groupe G est un homomorphisme 
analytique du groupe G dans le groupe G:. 


Démonstration. Soient X,,..., X,\ une base de Z, et 
(t], - : ., Tm) le système de coordonnées canonique correspondant à 
cette base dans le groupe G, i.e. 

m 
zi (exp (2 u,X,))=u,, i—=1,...,m. (3.5.1) 
1 
Soit 
day (X:) = à an(g)X,, (3.5.2) 
J7= 


i.e. la matrice de la représentation linéaire da, sera (a;; (g)). Si 
h = exp (iX;), on tire de (3.4.25) que 


ghgi = exp (2 ta ji (g) X;). (3.5.3) 


Par conséquent, pour un { suffisamment petit, les quantités fa, (g) 
sont les coordonnées canoniques de l’élément ghg”!. Cherchons une 
formule qui exprime les coordonnées canoniques zx, (gh), x; (ghg”\) 
et x; (kh-!g”lhg). 
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Soit U un voisinage de l’élément e tel que £ (U) est l’ensemble 
de tous les (y,, ..., y») pour lesquels | y; | << a pour un certain 
a >0et tous les i = 1, ..., m. Soit E (W) l’ensemble de tous les 
(Yi, + : +: Um) tels que | y; | << db pour un certain b > 0 et tous les 
i — 1, ..., m, b étant choisi de manière à avoir WW € U. Pour 


Zi (gh) = Fi (x (8), -  , Zm (8), 21 (h), . . ., Zm (h)), 
A (3.5.4) 


où les fonctions F; sont analytiques dans le domaine E (W) x E (W). 
Décomposons la fonction F; (y;, . . ., Yms Z1, - - -» Z2m) EN une série 
de puissances relativement aux variables z,, ..., z,; alors F; 
peut être représentée sous la forme 


Fi (Yr ....) Yms 21 + + es Zm) = 

— à P; (Y1: CET Um) 21 . 2), (3.5.5) 
où P;, est un polynôme homogène de degré / (relativement aux va- 
riables z,, ..., zM) dont les coefficients sont des fonctions analy- 


tiques de y, . . ., Ym- 
Rappelons que 


m 
£ = EXP (2 zi (g) Xi) (3.5.0) 
pour tous les g € W. Soit 


gU)=exp(Zizi(e) Xi), |t1<1: (3.5.7) 
alors on tire de (3.5.5) que 


Ti (gh (£)) Eu 2 P;, (x: (g), ..) Tm (g) s Ti (R), ..) Im (h)) t' (3.5.8) 


pour tous les g,hkE€W, |t | << 1. D'autre part, toute fonction jf € 
€ D (U) vérifie la relation (df (g0x (t))/dt) — (Xf)se mn pour tout 
sous-groupe à un paramètre 0%, À € L, si 04 (t) E U (voir (3.4.3)). 
J1 découle de (3.5.7) et de la proposition IÏ de 3.4 que h (t) = 6% (t), 


où Y = >, z;(h) X:. Par conséquent, 


- 
i=1 


(af (eh (OM dt) = (CZ 2: (h) X1) fonce (8.5.9) 
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nm 
pour tous les [{|[&1. Soit Y = D x;(h) Xi. En appliquant la for- 
i=1 


mule (3.5.9) aux fonctions ŸY”f , nous obtenons par récurrence 
(af (8h (L))/at") = (Y”" Pen (3.5.10) 


pour tous les z naturels. La fonction analytique f (gh (t)) se déve- 
loppe alors en série de Taylor relativement à la variable t dans un 
voisinage du point £ — 0, les coefficients du développement étant 
définis par les formules (3.5.10); donc 


eh) =f(2+2 —(h (3.5.11) 


n=1| 
pour des { suffisamment petits. Mais si f = x;, la formule (3.5.8) 
implique que la série (3.5.11) converge pour |? |[<1 et 
1 n F 
Pin (ti (8), +. Tm (8), ZAR), ..., Tm(h))= Ta (Y'zi)g- (3.5.12) 


m 
D'une manière analogue, en posant X — SZ; (g) X; et g(t) = 
i=1 


— 6x ({) — exp ({X), nous obtenons que pour chaque fonction 
fED(VU)ona 


f&(@)=f(e+ > _. (X* fe : (3.5.13) 
k=1 


appliquons la formule (3.5.13) aux fonctions (Y"zx;). et substituons 
le résultat dans (3.5.11), il vient 


: 1 
Zi (gh) = >. PTTE (X*Y'zi)e (3.5.14) 
k,n=0 
pour tous les g, k € V. L'expression (X*Y"z;), est un polynôme ho- 
mogène de degré k + n en les variables x, (g), . .., zm (g),x, (h), ... 


- + Tm (h), et les formules (3.5.14) donnent ainsi les séries de Tay- 
lor pour les fonctions zx; (gh). 


De Ia relation (3.5.13) et d’une relation analogue pour f(h(t)) 
on tire z;(g(t))= Ÿ (Aria, zi(k(t)= > T (Fz)e (rappelons 


hk=1 ne! 
que zi(e) 0 pour tous les i—1, ..., m). Alors les formules (3.5.14) 
impliquent 


Ti (gh) = x; (8) + xs (h) + (XYzibe + p(g, h), (3.5.15) 
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où p est une série qui ne contient pas de monômes en z, (g), ... 
+... Tm (À) d'ordre inférieur à trois. D'autre part, la différence 
Yi (g, h) = x; (gh) — x; (g) — z; (h) se développe en une série qui 
ne contient pas de termes d'ordre inférieur à deux, et y; (£g, hk) = 0 
1orsque g ou h est égal à e. Par conséquent, 


Zi (gh) — Zi (8) — xi et 2 zj(g) Tr (h) fijn (g, h), 


OÙ les f;;x (£g, h) sont analytiques dans un voisinage du point (e, e). 
Remplaçons g par gh, et h par h-!g-lhg, il vient 


æi(hg) —zi(gh) —xi (kg thg) = 


— 27 (gh) 2, (kg the) fin (gh, g'high). (3.5.16) 


j,k= 


Puisque la fonction x; (h-!g-'hg) s'annule pour k = e ou g = e, son 
développement en série relativement à zx, (g), ..., zh (h) ne con- 
tient pas de termes d'ordre inférieur à deux, donc la décomposition 
de la fonction zx; (hg) — x; (gh) — x; (h-'g-lhg) ne contient aucun 
terme d'ordre inférieur à 3. D'autre part, on tire de (3.5.15) que 


Zi (hg) — zi (gh) = (Y, Xl x) + p (g, h) — p (h, 8), 
donc 


Ti (kg hg) = ([Y, Xl zik + Pi (g, h), (3.5.17) 


où P, ne contient pas de termes d’ordre inférieur à trois. En rempla- 
<ant dans la formule (3.5.16) k par g”'h et en se servant de l'égalité 
(3.5.17), on obtient 


Zi (Shg) = x; (h) + ([Y, X] zx; + Pa (g, h), (3.5.18) 


OÙ P2 (£, hk) ne contient pas de termes de degré inférieur à trois. 

Revenons à la démonstration de la proposition Ï. Nous savons 
déjà que pour un t suffisamment petit les grandeurs ta;; (g) sont des 
coordonnées canoniques de l'élément ghg”!. Conformément à (3.5.18), 
ces coordonnées sont des fonctions analytiques de g dans un voisi- 
nage de l’élément e. Par conséquent, la représentation adjointe est 
analytique dans un voisinage du point e. Puisque les translations à 
gauche dans le groupe de Lie G sont des transformations analytiques 
et daye, = dag day, on tire de l’analyticité de la représentation 
Ad: g —da, dans un voisinage du point e que l'application Ad 
est analytique. 

Désignons l'opérateur da, par ad (eg). 


IT. La différentielle de la représentation adjointe d'un groupe de 
Lie G est l'homomorphisme adjoint X — ad X de l'algèbre de Lie L 
du groupe G. 
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Démonstration. L'application d (Ad) est un homomor- 
phisme de l'algèbre de Lie Z dans l’algèbre de Lie gi (L). Le lecteur 
vérifiera facilement que la formule (3.5.18) implique l’égalité 


Ad (exp (tX)) Xi = Xi +tIX, Xi] +ptt)  (3.5.19) 


pour tous les à —1, . ..,m et tous les À € ZL, où p (t) est une fonc- 
tion analytique (dans un voisinage du point t — 0) qui ne contient 
aucun terme de degré inférieur à deux dans son développement de 
Taylor. Nous voyons donc que 


(d (Ad)) (X) X; = [X, X;l (3.5.20) 
pour tous les À € L, i — 1, ..., m, donc 
((d (Ad)) (X)) (Y) = [X, Y] = (ad X) (Y) (3.5.21) 
pour tous les X, Y € L. 
IIT. Pour chaque élément X € L 
Ad (exp (X)) = ed À. (3.5.22) 


La proposition s'obtient immédiatement de VI de 3.4, de Il 
et de (3.4.33). 


IV. Soient G un groupe de Lie, L son algèbre de Lie, N une sous- 
algèbre de Lie de L, et H le sous-groupe analytique de G qui correspond 
à la sous-algèbre de Lie N. La condition la, N] © N pour un certain 
a € L est équivalente à la condition (exp ta) H (expta) CC H,tERk. 

Démonstration. Soit b — exp (ta). Il est évident que 
Ad (b) H = bHb”!' est un sous-groupe analytique du groupe de Lie 
G, tandis que (3.5.18) implique que l'algèbre de Lie du sous-groupe 
bHb-! est l’image de l’algèbre de Lie N du sous-groupe de Lie H 
par l'application da, — Ad (b). Ainsi bHb-! € H si et seulement 
si Ad (b) N € N.Ilest évident que la relation Ad (exp ({4) “VEN 
est équivalente à la condition suivante: le sous-espace VN € Lest 
invariant relativement à la restriction au sous-groupe {exp ({a)} de 
la représentation adjointe du groupe de Lie G. En vertu du théorème 
de 3.4, cette condition est vérifiée si et seulement si V est invariant 
relativement à la représentation d (Ad) = ad de la sous-algèbre de 
Lie {ta} & L ce qui termine la démonstration. 


V. Soient G un groupe de Lie connexe, L son algèbre de Lie, H un 
sous-groupe de Lie analytique de G, et N la sous-algèbre de Lie qui 
correspond au sous-groupe H. Le sous-groupe H est un sous-groupe dis- 
tingué de G si et seulement si N est un idéal de l'algèbre de Lie L. 

Démonstration. Le sous-groupe À est un sous-groupe 
distingué si et seulement si g4g”! € H pour tous les g d’un certain 
voisinage Ü de l’élément neutre du groupe G. En effet, lorsque 
gHg”' © H pour tous les g € H, on a gHg”!' € H pour tous les 
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g € U”, tandis qu'en vertu de la connexité du groupe G on a G — 
nt) D D'autre part, l’image de l'algèbre de Lie ZL par l’appli- 
cation exponentielle contient un voisinage de l’élément neutre, done 
H est un sous-groupe distingué de G si et seulement si exp (ta) H x 
x exp (ta)! © H pour tous les a € L,t € KR. Alors V découle immé- 
diatement de IV. 

L'image du groupe G par l'application Ad s'appelle groupe adjoint 
du groupe G. Il est évident que le groupe Ad (G) est isomorphe au 
groupe quotient du groupe G par le noyau de l'application Ad. 


VI. Le noyau de la représentation adjointe d'un groupe de Lie 
connexe G coïncide avec le centre du groupe G. 

Démonstration. Lorsque Ad (g), g € G, est l'identité 
sur L, alors &, est l'identité sur G. En effet, puisque le groupe G 
est connexe, la représentation x du groupe de Lie G est identique sur 
tout le groupe G si et seulement si x est l’identité sur un certain voi- 
sinage de l’élément neutre du groupe G, tandis que (3.4.25) implique 
que x est l’identité dans un voisinage canonique de l’élément esiet 
seulement si dr est l’application identique de l'algèbre de Lie Z 
sur elle-même. Par conséquent, le noyau de la représentation g —+ 
— day —= Ad (g) coïncide avec le noyau de l'application g —+ «&,, 
i.e. avec le centre du groupe G. 


3.6. Différentielle de l'application exponentielle. Soient G un 
groupe de Lie, et L son algèbre de Lie. Puisque l’application expo- 
nentielle exp est une application analytique de la variété L dans G, 
dans chaque point x € L la différentielle (d exp), est une applica- 
tion de l’espace tangent T, (L) dans l'espace tangent Texptx) (G). 

Remarquons que l’espace tangent T, (L) peut être canoniquement 
identifié à l’algèbre de Lie ZL de la manière suivante. Soit y € L; 
faisons correspondre à l’élément y le vecteur tangent v, € T, (L) 


en posant 
Vy () = f (y) (3.6.1) 


pour chaque fonction linéaire f sur l’algèbre de Lie L. En vertu de I 
et II de 3.2, la formule (3.6.1) définit le vecteur tangent v, € T, (L) 
de façon unique, l’application y —v, étant un isomorphisme de 
l'algèbre de Lie ZL sur T, (L). 

Identifions maintenant l’espace tangent 7, (G), g€ G, à l'alge- 
bre de Lie Z de la manière suivante. Faisons correspondre à chaque 
élément z de l’algèbre de Lie L le vecteur tangent w, (g) € T, (G) 


en posant 
w, (g) = 2 (g). (3.6.2) 


On tire des propositions I et II de 3.2 que la formule (3.6.2) définit 
effectivement une application isomorphe de l’algèbre de Lie Z 
sur Ty (G). 
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Par la suite nous écrirons y à la place de v, et z à la place de w.. 
Trouvons une formule explicite pour (d exp), (y). 
Considérons l'application 


d: é —exp (—zx) exp (x + ty), (3.6.3) 


oùtERoutEC, selon que G est un groupe de Lie réel ou complexe. 
On tire de la formule (3.6.3) qu'en particulier (0) = e. Puisque 
l'élément z € L est un champ de vecteurs invariant à gauche sur G, 
on a (dp,).z (e) = z (g) d'après (3.2.1) et en particulier la relation 
PexpexŸ (t) = exp (x + ty) et la formule (1.5.1) impliquent 


(dP)exp x ° (d/dt) leo = ((d exp).y) (exp x) = (dPexp z°((dexp),y)) (e), 
de sorte que 


(d exp); (y) = ((d/dt) (exp (—z) exp (x + ty))h=0. (3.6.4) 
Remarquons en outre que l'application 


(t, z, y) — exp (—zx) exp (x + ty) 


est une application analytique de la variété R X L X L (respecti- 
vement C X L x L) dans G. Ainsi on déduit de (3.6.4) que l’appli- 
cation ® qui fait correspondre à chaque couple (x, y) EL X L 
l'élément (d exp). (y) € L est une application analytique de L X L 


dans L. 


1. Soient À une algèbre associative, a un élément de À, et 6, l’appli- 
cation de À dans À définie par la formule 8, (x) = ax — xa, a € À. 
Pour chaque n entier nous avons 


(ô,)" (x) =(—1)" (—1)" Cha*za""* (3.6.5) 


MEUES 1 


I 


quel que soit x € À. 
La proposition se démontre tout comme la formule usuelle du 
binôme, par récurrence sur 7, les détails sont laissés au lecteur. 


II. Soient G un groupe de Lie, L l'algèbre de Lie du groupe G, et 
(d exp). la différentielle de l'application exponentielle au point x € L. 
À lors 


(d exp), = DER on (ad x)". (3.6.6) 


En particulier, l'application (d exp). est un isomorphisme si et seule- 
ment si les valeurs propres de l'opérateur linéaire ad x diffèrent de 
2kni, où k = O est entier. 

Démonstration. Soient x, y € L. Soit U un voisinagede 
l'élément neutre du groupe G et supposons que le nombre a > 0 a été 
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choisi de manière à avoir 
exp (ux) exp (vx + wy) E U 
pour tous les u, v, w qui vérifient |u|<a, [v|<a, [w|<a. 
Si f E D (VU), alors la fonction F définie par la formule 
F (u, v, w) = f (exp (ur) exp (vx + wy)) (3.6.7) 


est analytique dans le domaine 7, déterminé par les inégalités 
|lu|<a, |v|<a, |w|< a. On peut supposer que le nombre a 
a été choisi si petit que la série de Taylor pour F dans un voisinage 
du point (0, O, 0) converge absolument et uniformément sur 7,. 
Soient p, q, r des entiers non négatifs et 


gp+4a+rp 
Fran = (Gags ) O: 0: 0): 
alors 
Fq.r Fr 
Fauvu)= D fr urutu ((u, v, w)EI). (3.6.8) 
P,qr>0 
Par conséquent 
| 9F F,, 9.1 
—— (u. v, 0) — S Pre uPu? (3.6.9) 
p,q>0 
pour tous les [u|<a, [v[<a. En particulier, pour u = —t, 
v = t on obtient de (3.6.9) 
ôF Te 
(tt 0= 5%: (3.6.10) 
n=0 


pour | { | << a, où les coefficients c, sont définis par la formule 


= À (1) CR Fan 1. (3.6.11) 


OZ<R<7 


Remarquons maintenant que les relations (3.6.4) et (3.6.7) impli- 
quent | 


D (4 4, 0) = ((d'exphe (y) f) (6) (3.6.12) 


pour | t | << a. D'autre part, on obtient de (3.6.7) et (3.6.8) que pour 
(u, v, w) € I, on a l'égalité suivante 


((Uxz + uy)"f) (exp (ux)) = (5 F'(u, tv, tu) )e=0 — 


F 
= D 21% urawk-s, (3.6.13) 
k—q)l 
7 77 AL EL 
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Soit À — q + 1. En identifiant les coefficients correspondants auprès 
de vw dans les deux membres de (3.6.13), nous obtenons 


(( Z pus 2 LP = 


plal 
0<s<q p>0 


= (g+1)5 = Et up = (9 +1) (Le 
p>0 


pour tous les |u | << a. In calculant la dérivée de (3.6.14) p fois 
relativement à uw pour u = 0, nous obtenons (d'après Î de 3.4) que 
pour tous les entiers p>0, g=>0 on a l'égalité 


Frei= —— (( D ztyxs) f) (e). (3.6.15) 


£<s<q 


Æ (a, 0, 0) (3.614) 


Substituons la formule (3.6. 15 dans la relation (3.6.11), il vient 


(2 (1) cr — > cyan) f) (é) = 


(5 ntan D gmyan-m) f) (e) = : 
—=0 R<£m<n 


n 


= D (over) o(S (—1) C1). (86.16) 
k=0 


m=0 


? 


On vérifie facilement par récurrence sur m que 
à (—1) Co =(— 10". (3.6.17) 
En substituant (3.6.17) dans (3.6.16), on Sbtient. 


PEU en ((S $ (— 1)" Cam ya - "e.. . 6648 


— 


D'autre part, on tire de (3.6.5) que dans l'algèbre DT de 
l’algèbre de Lie L on a l'égalité 


n 


(ad z)"(y) = (—1)" > (—1)" Cry, (3.6.19) 
Des relations (3.6.19) et Lu : ni on obtient 
en = 2 ” TT (((ad x)" y) f) (e). (3.6.20) 
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En vertu de (3.6.20), (3.6.10) et (3.6.12) on a 


((d exp}: (y) f) (e) 1 > re" ((ad 2)" (y) f)(e)  (8-6.21) 


pour tous les | { | < a. En PA la relation (3.6.21) est valable 
lorsque U est une carte de l’élément e, tandisquef est une des fonc- 
tions qui constituent le système de coordonnées analytiques dans 
le voisinage U. Alors on obtient de (3.6.21) que 


(Gexphe()= D ppt" (ad 2)"Ey) (3.6.22) 
n=0 


pour |t | << a. Mais les deux membres de l'égalité (3.6.22) sont des 
fonctions analytiques entières, elles doivent donc coïncider partout. 
En particulier, pour t = 1, nous obtenons l’égalité 


((exp).{(u) = : Tr (adir)” (4). (3.6.22) 


Comme y € L est arbitraire, on obtient (3.6.6) de (3.6.23). 
Entroduisons la fonction F (z) d’une variable complexe z en 
posant 


_s 1, 
Poe > ACER 


pour tous les z € C. Alors zF (z) = 1 — e”*, et F (z) = 0 si et seule- 
ment si z = 2kni pour un entier non nul donné k. Soit zx € L; l'ap- 
plication (d exp), est un isomorphisme si et seulement si toutes 
les valeurs propres de la transformation (d exp), sont non nulles. 
Mais la formule (3.6.6) donne 


(d exp). = F (ad x), (3.6.24) 


de sorte que 1es valeurs propres de l'opérateur (d exp), sont égales à 
F (hi), -.., F (Am); OÙ À, - : -, Âm Sont les valeurs propres de 
l'opérateur ad z. D'où l’on déduit que (d exp). est un isomorphisme 
si et seulement si À; Æ 2kni pour tous les j = 1, ...,m,oùk #0 
est entier. 


CHAPITRE X 


ALGEBRES DE LIE 


Les principales définitions concernant les algèbres de Lie et leurs 
représentations ont été données au $ 2 du chapitre IX, où l’on trou- 
ve également les exemples les plus importants. Le présent chapitre 
expose la théorie générale des algèbres de Lie. 


$ 1. Quelques définitions 


1.1. Dérivation dans les algèbres de Lie. Soit À une algèbre sur 
le corps À (À peut être aussi bien une algèbre de Lie qu’une algèbre 
associative). On appelle dérivation de l’algèbre de Lie À un opéra- 
teur linéaire d de l’algèbre À dans elle-même qui vérifie la condition 

d (zy) = x (dy) + (dx) y. (1.1.1) 

I. L'ensemble) Der (A) de toutes les dérivations de l'algèbre A est 
une algèbre de Lie relativement aux opérations linéaires usuelles et à 
l'opération de commutation, définie par la formule 

[d, d,] = dd, — dd 
pour tous les d, d, € Der (4). Si L est une algèbre de Lie, alors pour 
chaque x € L l'opérateur ad x: L — L défini par la formule ad x (y) — 
— [x, y] est une dérivation de l'algèbre de Lie L. L'application x — 
— ad x est un homomorphisme de l'algèbre de Lie L dans l'algèbre de 
Lie Der (L), et l’image de cet homomorphisme dans Der (L) est un idéal 
de Der (L). 

Démonstration. Soient d, d, des dérivations dans l’al- 
gèbre de Lie À. Le fait que [d, d,] est une dérivation se vérifie par 
un calcul direct. En effet, 

(d, dl (xy) = dd, (xy) — did (xy) = 
= d ((dzx) y + x (dy)) — di ((dx) y + x (dy)) = 
= ((dd;) x) y + (dx) (dy) + (dx) (dy) + x ((dd;) y) — 
— ((dd) x) y — (dx) (diy) — (dix) (dy) — x ((dd) y) = 
= (ddx) y + x (ddiy) — (didx) y — x (ddy) — 
= ([d, d]z) y +z(ld, dily). (1.1.2) 
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On tire de (1.1.2) et (1.1.1) que [d, dl est une dérivation de l'algèbre 
A. Si L est une algèbre de Lie, alors en vertu de l’identité de Jacobi 
on a pour des x, y, z € L quelconques 


ad x ([y, 2]) = [x, [y, zi] = — [y, [z, xl] — 
— [z, (x, yl] = (fx, yl, 2) + [y, (x, 2)] — 
= [(ad x) (y), 21 + y, (ad x) (21. (1.1.3) 


En comparant (1.1.3) avec (1.1.1), nous voyons que l'application 
ad x: L + L est une dérivation de l’algèbre de Lie L. L'application 
z — ad x est un homomorphisme de Z dans Der (L) en vertu de la 
formule (2.1.15) du chapitre IX. Enfin, lorsque x € Let d € Der (L), 
on a pour tout yE L 


[d, ad xl (y) — d (ad x (y)) — (ad x) (dy) — 
— dx, y]) — (x, dyl = (dx, yl + [x, dy] — 
— [x, dy] = (dx, yl. (1.1.4) 


La relation (1.1.4) signifie que l’on a l’égalite 
[d, ad x] — ad (dx) (1.1.5) 


pour tous les x € L, d € Der (L). Par conséquent l’espace linéaire 
des dérivations de la forme ad x, x € L, est un idéal de Der (L). 

L'idéal des dérivations de la forme ad x, x € L, dans l'algèbre 
de Lie Der (L) s'appelle idéal des dérivations internes de l'algèbre 
de Lie L 


1.2. Représentation contragrédiente et produit tensoriel de repré- 
sentation d’algèbres de Lie. Soit x une représentation de l’algèbre 
de Lie Z dans l’espace V et supposons que les espaces V et V* sont 
en dualité relativement à la forme bilinéaire (v, v*), vE V, v* € 
€ V*. La représentation x* de l’algebre de Lie Z dans l’espace V*, 
définie par la formule 


(vo, n* (x) v*) = — (x (x) v, v*) (1.2.1) 


pour tous les EE L,vE V, v* € V*, s'appelle représentation contra- 
grédiente à la représentation x. 

Soient 7%, .-.., 7, des représentations de l'algèbre de Lie Z 
dans les espaces V;, ..., V, respectivement. La représentation x 
de l'algèbre de Lie L dans l’espace V, @ ... @ V,, définie par la 
formule 


7 (x) (v1 ® ... &r)= 2 1 ® .….. @ mx) @... Qu (1.2.2) 
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pour tous les EL, v; E V; (i = 1, ..., n), s'appelle produit ten- 
soriel des représentations %, . .., 1; On la désigne par nr, @ ... 
ae QÔ TT: 

Le lecteur vérifiera sans peine que n* et x, @ ... © x, sont 
effectivement des représentations de l'algèbre de Lie L. 


1.3. Application canonique de PV? @F , sur L (V1, V2). Soient 
V,, V, des espaces vectoriels de dimension finie, V* l’espace adjoint 
à V.. Considérons l'application + de l’espace V* © V, dans l’espace 
L (V;, V:) des applications linéaires de V, dans V:, définie par la 
formule 


r(Drem)@= Zu, 2eV, mevs HEVr (A1) 
i=1 = i=1 


L'application + est évidemment linéaire. Chaque opérateur linéaire 
T de V, dans V, appartient à l’image de l'application + puisque 


Tz= à (ze,  zEV:, (1.3.2) 
en 


où (e;) est une base fixe dans V, tandis que les œ; sont des fonction- 
nelles linéaires sur V,. Puisque les dimensions des espaces V? @ V, 
et L (V,, V,) sont égales et l’image de l’application + est l’espace 
L (V,, V2) tout entier, t est un isomorphisme de V*@ V,. sur 
L (V;,, V2). Cet isomorphisme s'appelle isomorphisme canonique de 
V*@ V, sur L(V;, Vi). 

Soit L une algèbre de Lie ; supposons que x est un homomorphi- 
sme de l’algèbre de Lie Z dans l'algèbre de Lie gl (V), où V est un 
espace vectoriel de dimension finie. Définissons l’homomorphisme 
n* de l’algèbre de Lie L dans l’algèbre de Lie gl (V*) en posant 


nt (x) = — (x (x)) * (1.3.3) 


pour tous les x € L, où (x (x)) * est l’opérateur adjoint à x (x). Le 
lecteur vérifiera sans difficulté que l'application x* est effective- 
ment un homomorphisme ; on l’appelle homomorphisme adjoint à n. 

Considérons l’homomorphisme r* @ x de l’algèbre de Lie L 
dans l’algèbre de Lie gl (V* @ V) défini par la formule 


(n* © x) (x) (v* © v) = 7" (x) (ù* @ v) + v* © n (x) v — 
= — (x (z)}*u* Q@ v + v* Q@ n(z)v (1.3.4) 


pour tous les EL, vE V, v* E V*. Soit 6 l’homomorphisme de 
l'algèbre de Lie L dans l’algèbre de Lie gl (L (V, V)) qui correspond 


SJ 


à 7* @ x par l’isomorphisme 7t. Pour un opérateur T de la forme 
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1.3.2) nous avons 


(8 (x) T)2= 0 (x) +(2 ®@e)z= 
= + ((n* @ x) (2) (2 9, @ es) )— 


— ” ((— x (2)*) Py © e5-+ 95 © x (x) ej)) (2) = 


3 


— Ù (x(z)" p)) (2) + p(z)n(zx)e;= 


j=1 
m 


— Do prin(s)s)e+ 2 Gr(de= 


j=1 

= —Tn(z)z+n(x)Tz=[n(x), T]z (1.3.5) 
On tire de (1.3.5) que 

8(:)T =In(x), Ti (1.3.6) 
pour tous les EL, TEL(V, V). 


1.4. Enveloppe complexe d’une algèbre de Lie réelle. Soit L une 
algèbre de Lie réelle. Désignons par L. l’espace linéaire réel L + L. 
Soit J l'opérateur linéaire dans L + L qui agit suivant la formule 
J'{x, y} = {—y, x}; posons 
(a + ip) {x, y} = à (x, y} + BJ {z, y} — 

= {ar — fy, au + Br} (1.4.1) 
pour tous les a, BER, z, yEL, et, 

L{z, y}, (, l= {l, a] — (y, gl, (y, 11 + (x, pl} (1.4.2) 


pour tous les x, y, x,, y, € L. L'ensemble Zc, muni de l’opération 
d’addition usuelle, de l'opération de multiplication par les nombres 
complexes définie par la formule (1.4.1) et de l'opération de commu- 
tation définie par la formule (1.4.2) est une algèbre de Lie complexe; 
désignons encore cette algèbre de Lie par Lc. L’algèbre de Lie com- 
plexe Ze s'appelle complexification, ou enveloppe complexe, de l’al- 
gèbre de Lie Z. Il est évident que L peut être identifiée à l’ensemble 
L des éléments de l'algèbre de Lie Le de la forme x = {x, 0}, où 
z € L. 

Si e, . . ., €, est une base de L, alors les e,, ... €, forment une 
base de |? espace linéaire complexe Zc. Les constantes de structure 
de l’algèbre de Lie complexe Lc relativement à la base ‘eu, se "en 


sont réelles puisqu'elles coïncident avec les constantes de structure 
de l'algèbre de Lie réelle L relativement à la base e,, . .., e,. 
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Soit V un espace linéaire réel. Désignons par VC l’espace linéaire 
complexe V + V muni de l'opération d'addition usuelle et de l’opé- 
ration de multiplication par les nombres complexes définie par la 
formule 


(œ + Bi) {x, y} = {ar — By, ay + br}. 


Si x est un homomorphisme de l’algèbre de Lie L dans l'algèbre de 
Lie gl (V), alors la formule 


(rc (t: y)) (Ë, n) + 
= (x(DÈ—-r(y)n rc)n+a(wy)E), zx yEL, 
E, nE V, 


détermine une représentation de l’algèbre de Lie L dans l’espace Fc: 
Il est évident que l’on peut supposer V plongé dans VC. La représen- 
tation nc s'appelle complerification de la représentation x. 

On vérifie facilement que l’application x —+ nc est une bijection 
entre les homomorphismes de l’algèbre de Lie Z dans l'algèbre de 
Lie gl (V} et les représentations nc de l’algèbre de Lie Le dans l'espa- 
ce Ve telles que nc (L) V € V. Cette remarque permet souvent de 
ramener l'étude des homomorphismes x: L— gl (V) à celle des 
représentations de l’algèbre de Lie complexe Le. 


1.5. Série de Jordan-Hôlder. Par la suite, nous nous servirons 
souvent de la proposition suivante. 

I. Soit x un homomorphisme de l'lagèbre de Lie L dans l'algèbre 
de Lie gl (V), où V est un espace vectoriel de dimension finie. Il existe 
une suite de sous-espaces Vo = (DEV, V,e...cV, = V de 
l'espace V telle que Vi_, © Vi pour k = 1, ..., n, chacun des sous- 
espaces V’, étant invariant relativement à x (L) et la famille d'opéra- 
teurs induite par la famille x (L) dans V,/Vy_, est irréductible. 

Démonstration. Si la famille x (ZL) est irréductible, 
alors l’assertion est évidente. Supposons que x (L) est réductible. 
Alors F contient un sous-espace non nul V}, invariant relativement 
à x (L) et de dimensoin inférieure à celle de V. Si la restriction de la 
famille x (L) à V! est réductible, alors V! contient un sous-espace 
invariant non trivial, etc. Puisque la dimension de V est finie, il 
contient un sous-espace non nul V, sur lequel la restriction de la 
famille x (L) est irréductible. L'homomorphisme x définit alors un 
homomorphisme n, de l’algèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie 


gl (V/V,). Soit V, un sous-espace de V/V, sur lequel n, (L) est irré- 
ductible; ce sous-espace existe en vertu du raisonnement précé- 
dent. Désignons par V, l’image inverse de V, dans l’espace V. Alors 
V, est invariant relativement à x (L). En continuant cette construc- 
tion, nous obtenons une famille finie de sous-espaces de l’espace V : 


One ere: eV = Fr (1.5.1) 
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tels que chaque V, est invariant relativement à x (L), et la famille 
des opérateurs induits par la famille des opérateurs x (L) dans 
Viry/Vn: (& = 0, 1, ..., n — 1) est irréductible. 

La suite de sous-espaces (1.5.1) s’appelle série de Jordan-H ôlder 
pour l’homomorphisme x. 


1.6. Algèbres de Lie nilpotenteet résoluble. Définition. Soient À, 
B des sous-ensembles de l’algèbre de Lie ZL. Désignons par [4, B] 
le sous-espace linéaire de Z engendré par tous les éléments de la 
forme [a, bj, a€ A, bE B. 


I. Si M et N sont des idéaux de L, alors |M, N\] est un idéal de L. 


Démonstration. Soient a € M, b € N. Alors pour chaque 
zxELona 


[la, b], x] = [fa, x], b] — [[b, x], a] (1.6.1) 


en vertu de l'identité de Jacobi. Mais [a, xl € M et [b, xlE N 

puisque M et N sont des idéaux. Par conséquent, le deuxième mem- 

bre de la formule (1.6.1) appartient à [W, NI]. Comme chaque élément 

y EM, N] est une combinaison linéaire finie d'éléments de la 

forme {a, b], a€ M, bEN, on a [y, xl E[M, N] pour tous les 

y EM, NN], ï.e. le sous-espace linéaire [W, N] est un idéal. 
Soit L une algèbre de Lie. Posons 


L=L0=Ly LM=[Lm-0, Lm-0}; L=IL, Lil. (1.6.2) 


On déduit de la proposition I que ZL‘"? (respectivement L,) est un 
idéal de L'” (respectivement de L,) pour 0 << r&n. La suite d'i- 
déaux Z, s'appelle série centrale décroissante de l’algèbre de Lie L, 
et la suite L'”, série dérivée de l'algèbre de Lie L. L'idéal L'? s’ap- 
pelle idéal dérivé de l'algèbre de Lie L. L’algèbre de Lie ZL est dite 
résoluble (respectivement nilpotente) s’il existe un entier positif nr 
tel que ZL® = (0) (respectivement L, = (0)). Le plus petit de ces n 
s'appelle hauteur, ou rang, de l'algèbre de Lie ZL résoluble (respecti- 
vement nilpotente). 


II. Chaque algèbre de Lie nilpotente est résoluble. 
Cette assertion découle immédiatement de la relation L'” & L,. 


III. Chaque sous-algèbre M d'une algèbre de Lie L résoluble (nil- 
potente) est résoluble (respectivement nilpotente). 
Cette assertion découle des relations M" € L", M, € L,. 


IV. Toute image par un homomorphisme (en particulier, toute 
algèbre quotient) d'une algèbre de Lie L résoluble (nilpotente) est une 
algèbre résoluble (respectivement nilpotente). 

Démonstration. Soit x un homomorphisme de l'algèbre 
de Lie ZL sur l'algèbre de Lie L’. Alors L'" = x (L"”), L, = 


= 7 (L,), d'où l’on obtient l’assertion de la proposition IV. 
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V. Chaque algèbre quotient L"-V/L® est commutative. 

Démonstration. Soit x l’homomorphisme canonique de 
l'algèbre LV sur L-N/LM, Il est évident que [x, yl € L' 
pour zx, yE L"-l et donc [n (x), x (y)] = x ([x, yl) = 0. 


VI. Soit M un idéal de L"®" tel que l'algèbre quotient L"-V/AI 
est commutative. Alors M = L". 

Démonstration. Soit x l’homomorphisme canonique de 
l'algèbre L'"® sur L®-V/M. Alors, pour zx, y € LU, x (Ix, yl) = 
= [x (x), x (y)] = 0, et donc x (L‘”) = (0); par conséquent L® & 
« M. 


$ 2. Représentations des algèbres de Lie nilpotentes 
et résolubles 


2.1. Algèbres de Lie nilpotentes et théorème d’Engel. Ce sous- 


paragraphe est consacré à la démonstration des deux théorèmes 
suivants. 


THÉOREME 1. L'algèbre de Lie L est nilpotente si et seulement si 
pour chaque x € L la transformation linéaire ad x est nilpotente (i.e. il 
existe un entier positif p tel que (ad x}? = 0). 


THÉOREME 2. Soient L une algèbre de Lie sur un corps K, V = (0) 
un espace vectoriel de dimension finie sur K, et x un homomorphisme 
de l'algèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie gl (V). Si toute transforma- 
tion linéaire x (x), x € L, est nilpotente, il existe un vecteur non nul 
v € V tel que n (x) v = 0 quel que soit zx € L. 

Démonstration du théorème 2. a) Soit N le 
noyau de la représentation x. Posons L’ = L/N et définissons la 
représentation x de l’algèbre de Lie L’ par la formule x (x) = x (x) 
pourzE£€ L',x€zx.lIlest évident qu'il suffit de démontrer l’assertion 
du théorème 2 pour la représentation 7: rx —+ 1 (x) de l'algèbre de 
Lie L’. De la construction même il découle clairement que 7: r + 


— 7 (x) est une représentation exacte de l'algèbre de Lie L’ et 
que cette représentation vérifie les hypothèses du théorème et nous 
allons supposer par la suite que N = (0). Si la dimension de l’al- 
gèbre de Lie Z est égale à un, l’assertion du théorème est évidente. 
En effet, si x (x) est un élément non nul de x (L), alors tout élément 
de x (L) est le multiple scalaire de l’élément x (x) et il suffit donc 
de démontrer que le noyau de l’opérateur x (x) est non nul. Par 
hypothèse, (x (x))}’ = 0 pour un certain entier positif p, i.e. le noyau 
de l'opérateur (x (x)}? est égal à V et donc n’est pas nul; alors le 
noyau de l'opérateur x (x) est également différent de zéro. Ainsi, 
nous pouvons procéder par récurrence sur la dimension de l’algèbre 
de Lie Z en partant de l’hypothèse que l’assertion du théorème 2 
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est vraie pour chaque algèbre de Lie 4 dont la dimension est infé- 
rieure à celle de L. 

b) Démontrons que l'algèbre de Lie Z contient un idéal de codi- 
mension 1. Soit M une sous-algèbre propre de Z (par exemple, un 
sous-espace de dimension { est toujours une sous-algébre de Lie 
abélienne, ce qui découle de la relation [x, xl = 0). Considérons 
l’homomorphisme x —+ ad x de l'algèbre de Lie Z dans gl (L). La 
famille des opérateurs ad x, x € M, laisse invariant le sous-espace 
M € L; en passant aux opérateurs induits par les opérateurs ad 2x, 
z € M, dans l’espace quotient L/M, nous obtenons un homomorphi- 
sme p de l'algèbre de Lie M dans l’algèbre de Lie gl (L/M). Puisque 
chaque opérateur x (x), x € L, est nilpotent, et la représentation x 
est exacte, chaque opérateur ad x, x € L, est nilpotent. En effet, 
en identifiant l’algèbre de Lie Z à la sous-algèbre x (L) € gl (V) 
à l’aide de la représentation exacte x, nous obtenons (ad x) y — 
= xy — yx pour tous les x, y € x (L). Ceci nous permet de conclure, 
à l’aide de la formule suivante, facilement démontrable par récur- 
rence, 


(ad z)"(y)= 2 (—1)"-PCPxPyx"-P 
p=0 


que si x? = 0, alors (ad r)*’= 0. Ainsi les opérateurs ad (x), x € L, 
sont également nilpotents. Alors les opérateurs p (x), x € M, sont 
aussi nilpotents en tant qu'opérateurs quotients d'opérateurs nilpo- 
tents. Puisque dim M << dim L, on peut procéder par récurrence. 
Soit S un sous-espace unidimensionnel dans L/M, annulé par les 
opérateurs p (x), x € M. Soit T l’image inverse du sous-espace S 
par l’application canonique de L sur L/M. Il est évident que dim T — 
— dim M + 1, avec par ailleurs [M, T] € M. Ainsi, T est une 
sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie L telle que M forme dans T 
un idéal de codimension 1. Jusqu'ici la sous-algèbre M était une 
sous-algèbre propre quelconque de L. Supposons maintenant que M 
est une sous-algèbre maximale de L différente de L (l'existence d’une 
telle sous-algèbre se déduit facilement du fait que Z est de dimension 
finie). La sous-algèbre T définie par le raisonnement précédent con- 
tient A7 en tant que sous-algèbre propre. Le fait que M est maximale 
entraîne 7 — L. Par conséquent, M est un idéal de Z de codimen- 
sion 1 dans L. 

c) Soit y un élément de L M, où M est un idéal de codimen- 
sion 1 dans L. Alors l'algèbre L est engendrée par l'idéal M et l’élé- 
ment y. Soit W & V le sous-espace des vecteurs V annulés par tous 
les opérateurs x (x), x € M. Par hypothèse de récurrence, W = (0). 
Montrons que le sous-espace W est invariant relativement à tous les 
opérateurs x (x), x € L. En effet, soient x E L,h € M,ve W. Alors 


n(h)}n(z)vu=n(r)r(k)u+ant(lk, rl)u —0, (2.1.1) 
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puisque M est un idéal. k € M étant arbitraire, la relation (2.1.1) 
implique que zx (xz) v est contenu dans W. En particulier, W est 
invariant relativement à n (y). D'autre part, x (y) est nilpotent, ce 
qui veut dire qu'il existe un vecteur non nul v, € W annulé par 
l’opérateur x (y). Alors ce vecteur v, sera annulé par tous les opéra- 
teurs x (x), x E L, ce qui démontre le théorème 2. 


COROLLAIRE 1. Soit L une algèbre de Lie telle que tous les opérateurs 
ad x, x € L, sont nilpotents. Alors le centre Z de l'algèbre de Lie L 
est non nul. 

Démonstration. Appliquons le théorème 2 à l’homomor- 
phisme z + ad x de l'algèbre de Lie L dans gl (L). L'élémen. non 
nul x € L annulé par tous les opérateurs ad x est contenu dans Z. 
Par conséquent, Z Æ (0). 


COROLLAIRE 2. Soit L une algèbre de Lie telle que tous les opérateurs 
ad z, zE L, sont nilpotents. Il existe alors une chaine d'idéauxr 


L=A4,>4,3...7 4, = (0), (2.1.2) 


telle que A;/A;+, est contenu dans le centre de l'algèbre L/A;.. 

On démontre cette assertion en appliquant successivement le 
corollaire 1 aux algèbres de Lie L, L/Z (les opérateurs ad y, y € L/Z, 
sont les opérateurs quotients d’opérateurs nilpotents et sont donc 
nilpotents), etc. En particulier, on peut prendre 4,_, = Z. 


CoROLLAIRE 3. Soit x un homomorphisme de l'algèbre de Lie L dans 
l'algèbre de Lie gl (V) vérifiant les hypothèses du théorème 2. Il existe 
un entier positif q tel que le produit de q opérateurs quelconques x (x), 
z£L, est nul. 

Démonstration. Considérons le sous-espace W, € W 
constitué par les vecteurs annulés par tous les opérateurs x (x), 
x € L. Nous savons que W, (0). Si W,  V, posons V, = F/W4. 
Les opérateurs x (x), x € L, induisent un homomorphisme x, de 
l’algèbre de Lie L dans l’algèbre de Lie gl (V,) et n, vérifie les hypo- 
thèses du théorème 2. Soit W; & V, le sous-espace constitué par les 
vecteurs annulés par tous les opérateurs x, (x), x € L. Soit W, l'ima- 
ge inverse de W; par l'application canonique de V sur V,. Il est 
évident que W, est un sous-espace invariant relativement à tous les 
opérateurs n (x), EL. Puisque W: = (0), on a W, ÆW,. Si 
W, = V, nous posons V, = V/W,, etc. Ainsi on peut définir par 
récurrence les sous-espaces W;, i — 1, 2, . .., l'espace W;}, étant 
constitué par tous les vecteurs vE V pour lesquels x (x) v € W; 
quel que soit x € L. En vertu du théorème 2, W; = V implique 
W;,# W;,,,. Puisque le sous-espace V est de dimension finie, on 
a pour un certain entier positif p l'égalité W, — V. Alors pour tous 
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les Los Ts ++ TELona 
A (20)... 1(2p) WC n(to) ... (xp 1) WC ...€ (x) W, € (0) 
ce qui démontre le corollaire 3. 


Démonstration du théorème 1. Supposons que 
tous les opérateurs ad (x), x € L, sont nilpotents. Alors, en vertu 
du corollaire 3, il existe un entier positif q tel que le produit de gq 
opérateurs quelconques ad x, z € L, est nul. Considérons la série 
centrale décroissante de l'algèbre de Lie L. Puisque [L; E;]:= 
— Lh+4,, on a Li+, = (0). Réciproquement, si Lo+, = (0), alors 
il découle immédiatement de la définition de ad (x) et des idéaux 
L; que (ad (x)}? = 0 pour chaque zx € L. 

Le théorème 1 est un critère de nilpotence d’une algèbre de Lie L. 
Le théorème 2 s'appelle théorème d’Engel. 


2.2. Quelques propriétés des algèbres de Lie résolubies. 

I. Une algèbre de Lie L est résoluble si et seulement s'il existe une 
suile décroissante de sous-algèbres de Lie 

L=M >=M35...5M, = My = (0), 
où Mh+, est un idéal de M, (0<k<m) et l'algèbre quotient M}/My+: 
est commutative. 

Démonstration. L’algèbre quotient L'*/L*+b est com- 
mutative (voir V de 1.6), et L*+b est un idéal de L* (voir I de 
1.6). Par conséquent, si L est résoluble, on peut prendre M, — L'*. 
Réciproquement, supposons que L est une algèbre de Lie, et qu’il 
existe une famille de sous-algèbres de Lie vérifiant l’hypothèse 
de la proposition I ; alors on déduit de la commutativité des algèbres 
quotients MilM+, que [M,, M,] € My+,; d'où l’on obtient par 
récurrence que L'* © À, pour tous les # = 1, ..., m + 1. Puis- 


que My+1 = (0), on a L+b = (0), i.e. l'algèbre de Lie Z est 
résoluble. 


IT. Si L est une algèbre de Lie, M un idéal de L et les algèbres de 
Lie M et L/M sont résolubles, alors L est résoluble. 

Démonstration. Soient M=M =Mi=...=M,2M,h1= 
= (0) et L'M=NSNiS5...=N,;> Nax=(0) des suites de sous- 
algèbres qui vérifient les hypothèses de la proposition I. Soit 
x l’image inverse de W; dans L (k=0, ..., g+1); alors Maxi = 
= M=Mo, May est un idéal de Mr 0< k <q), tandis que 
l'algèbre quotient MrlM os est un isomorphe à W,/Ny+1 et donc 
commutative. Par conséquent, la suite de sous-algèbres 


LM =M,=.. > Mon = M5. M2 M ,+1 = (0) 


satisfait aux hypothèses de la proposition I et donc L est une algèbre 
de Lie résoluble. 
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2.3. Théorème de Lie. 


THÉOREME. Soit x une représentation linéaire irréductible de l'al- 
gèbre de Lie résoluble L dans l'espace vectoriel complexe V = (0). 
Alors dim V = 1. 

Démonstration. Il suffit de montrer que l’espace V 
contient un vecteur propre relativement à tous les opérateurs de la 
représentation x. Si dim L = 1, alors l'assertion se déduit du théo- 
rème d'existence de vecteurs propres pour les opérateurs linéaires 
des espaces linéaires complexes. Démontrons le théorème par récur- 
rence sur la dimension de l'algèbre de Lie Z. 

Soit dim L > 1. Considérons un sous-espace linéaire M € L 
de codimension 1 tel que M = L'®. (Puisque L est résoluble, on 
a LD = L; par conséquent, un tel sous-espace M existe). Alors 
[L, MJGIL, L] = L® CC M; par conséquent, M est un idéal 
de Z de codimension 1. Soit yo é M ; alors y, et M engendrent l’espace 
vectoriel L. Par hypothèse de récurrence, il existe un vecteur non 
nul v, € V tel que x (x) v, = À (x) v, pour tous les x € M, où les 
À (x) sont des nombres. Il est évident que À est une fonctionnelle 
linéaire sur M. Soit (x (yo)) vo = v,. Puisque V est de dimension 
finie, il existe un entier p > 0 tel que les vecteurs v,, w,, . . ., Un 
sont linéairement indépendants tandis que les vecteurs v,, v,, . .. 

+ Up+, Sont linéairement dépendants. a le sous-espace 
W € V engendré par les vecteurs w,, 1, . .., Par construction 
du nombre p, le sous-espace W est invariant neue à l’opéra- 
teur x (yo). Démontrons que W est invariant aussi relativement aux 
opérateurs de la forme x (A), k € M. Montrons pour cela, par récur- 
rence sur g, que le vecteur x (h) v, diffère de À (k) v, d’une combinai- 
son linéaire des vecteurs wo, WU, . . ., Ua pour tous les k € M. 
Si g = 0, cette dernière assertion est satisfaite par hypothèse. Mais 
si elle est satisfaite pour un certain entier g > 0, alors 


7 (h) Vo+a = À (R) x (Yo) va = In (k), x (yo)] va + 

+ 7 (Yo) à (h) v = an (k, yol) va + 7 (Yo) À (h) ve: 
Or M est un idéal, donc [h, y,l € M et, par hypothèse de récurrence, 
7 ([k, yol) v est une combinaison linéaire de 5, . . ., w. En outre. 
a (k) v, diffère de À (k) v, d’une combinaison linéaire de v,, v,, . 

., Vg-1 (par hypothèse de récurrence) donc x (y,) x (k) w diffère 
de x (Yo) (À (R) va) = À (h) x (yo) Va = À (R) Va+, par une combi- 
naison linéaire de U,, Us, . . ., Ua Ce qui termine la démonstration 
de l’invariance du sous-espace W relativement aux x (h), hk € M. 
Comme W est invariant aussi relativement à x (y), on en déduit 
que W est invariant relativement à x (L). 

Soit tru- (x) la trace de la restriction de l'opérateur x (x), zx € L, 
au sous-espace W. Si h € M, alors on peut tirer du fait que x (k) 
est représentable sous forme de somme des À (k) v, et d’une combi- 
26—0883 
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naison linéaire des vecteurs vo, 1, . .., Vas que truw (k) — 
— À (kh) dim W. D'autre part, la trace de tout commutateur étant 
nulle, on a tryy (k) — O pour tous les h € L'®, jï.e. À (h) = O pour 
h E L®. Montrons que x (k) v = À (h) v, quel que soit À € 1f. 
En effet, pour g = 0 cette formule est vraie par hypothèse, tandis 
que si elle est vérifiée pour un certain g, alors 


7 (h) Va+a = 7 (R) x (Yo) Va = A (LR, Vol) va + À (Yo) À (R) va = 
= À ((k, Yol) va + 3% (Yo) À (R) va = À (h) va+ar 


vu que À ([k, vol) = 0 d’après ce qui précède. Ainsi chaque vecteur 
de l’espace W est un vecteur propre relativement à tous les opéra- 
teurs x (h), À € M. Supposons que w € W est un vecteur propre pour 
l'opérateur x (y.) ; alors w est un vecteur propre commun à tous les 
opérateurs de x (L). 


CoRoLLAIRE 1. Une algèbre de Lie L est résoluble si et seulement 
si son algèbre de Lie dérivée L'® est nilpotente. 

Démonstration. Soit L une algèbre de Lie complexe. 
On vérifie facilement (voir (1.6.2)) que L'* & (L®),_, pour tous 
les k = 1, 2, ..., donc de la nilpotence de l'algèbre L(? on tire 
la résolubilité de l’algèbre L. 

Réciproquement, supposons que l’algèbre de Lie ZL est résoluble. 
Il découle de la démonstration du théorème de Lie que les éléments 
hkE L'® de toute représentation linéaire sont transformés en les 
opérateurs nilpotents. En particulier, ceci se rapporte également 
à la représentation adjointe. D'où l’on tire, à l’aide du théorème 1 
de 2.2, que l'algèbre de Lie ZL* est nilpotente. 

Si L est une algèbre de Lie réelle, alors l’assertion du corollaire 1 
reste valable, comme on le voit facilement en passant aux enveloppes 
complexes des algèbres de Lie considérées. Les détails sont laissés 
au lecteur. 


COROLLAIRE 2. Soient L une algèbre de Lie, et x une représentation 
de l'algèbre de Lie L dans l'espace linéaire complexe V. On peut alors 
choisir dans l'espace V une base telle que tous les opérateurs x (x), 
z € L, aient des matricestrigonales supérieures relativement à cette base. 

La démonstration est fondée sur celle du théorème 1: les opéra- 
teurs x (x), x € L, sur le sous-espace invariant W s’écrivent relati- 
vement à la base (v,, v,, . .., v,) à l’aide de matrices triangulaires 
(ai5); ay = Ô pour i > j. L’assertion du corollaire 2 s’en obtient 
en passant à l’espace quotient V/W, etc. 


2.4. Structure des représentations linéaires des algèbres de Lie 
nilpotentes. Soient L une algèbre de Lie, et x une représentation 
linéaire de l’algèbre de Lie L dans l'espace V. La fonction À sur 
l'algèbre de Lie Z s'appelle poids de la représentation x s’il existe 
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un vecteur non nul v € V tel que x (x) v = À (x) v quel que soit 
zx E L. Il est évident qu'un poids est toujours une fonctionnelle 
linéaire sur L. 


I. Si L est une algèbre de Lie résoluble, alors chaque représentation 
de l'algèbre de Lie L dans un espace vectoriel non nul possède au moins 
un poids. 

La démonstration se réduit à une application du théo- 
rème de Lie. 

Soient L une algèbre de Lie, et x sa représentatron linéaire dans 
l’espace V. Soit À une fonctionnelle linéaire sur V. Désignons par 
V (L, À) ou par V” le sous-espace (de l’espace V) constitué par tous 
les vecteurs v € V tels que 


(x (x) — À (x) 1)'v = 0 (2.4.1) 
pour un entier x > 0 (qui dépend de v) et pour tous les x € Z. 


IT. Soit x une représentation linéaire d'une algèbre de Lie nilpo= 
tente L dans l'espace V. Alors 

1) le sous-espace V (L, À) est invariant relativement à x (L): 

2) si V(L, À) (0), alors À est le poids de la représentation x, 
et la restriction de x au sous-espace V (L, À) ne possède pas d’autres 
poids; 

3) l'espace V est la somme directe des sous-espaces V*, 

Démonstration. Soient À un opérateur linéaire dans V 
et L un nombre. Désignons par V (4, 1) le sous-espace de l’espace V 
constitué par les vecteurs v € V tels que (4 — u1}" v = 0 pour un 
certain r > 0 (qui dépend de v). On déduit de (2.4.1) que V (L, À) = 
= N F(rn(x), À (x)), donc pour la démonstration de l’invariance 

xeL 


de V” il suffit de montrer que V (x (x), À (x)) est invariant relative- 
ment à x (L) pour tous les x € L. Soient yE L,vE V (x (x), À (x)). 
Par hypothèse, l’algèbre de Lie Z est nilpotente, i.e. il existe un 


k > 0 tel que (ad r)*y — 0. Démontrons par récurrence sur 4 que 
rn(yvEV(r(x), À (x)). Pour k = 0 cette assertion est évidente. 
D'autre part, 


(x (2) — À (2) x (y) = x (y) (x (x) — À (x) + a (x, yl), 
on a donc l'égalité 


(x (2) — AG)" x (y) = x (y) x (x) — À (2) + 
ñn— 1 


+2 (te) — A (2) En (x, yl) (nm (2) — À (2))" (2.4.2) 


26* 
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(que l’on vérifie aisément par récurrence sur nr). Remarquons main- 
tenant que pour chaque vEV(x(r), À (x)) on a (n (x) — 
— À (2) 1 "GG, L O0. En effet, l'opérateur À = x (x) — 
— À (x) 1 est nilpotent par hypothèse dans V (x (x), À (x)) et si 
p = dim V(x(x), À (x)), le polynôme caractéristique de l’opéra- 
teur À dans V (x (x), À (x)) est égal à 7, donc A4? — 0 d’après 
le théorème de Hamilton-Cayley. Posons maintenant n > 2p. 
Appliquons les deux membres de l'égalité (2.4.2) au vecteur v € 
EV (x (x), À (x)), il vient évidemment que (1 (x) — À (x) 1}"v—0 
pour m>p. D'autre part, n(fx, y}hvEV(n(xz, À (x)) car 
(ad x)*-1[x, y]= (ad x)* y—0 et on peut appliquer l'hypothèse de récur- 
rence. Si m << p, alors z — m — 1 > p, donc en appliquant (2.4.2) 
au vecteur v € V (x (x), À (x)) on annulera tous les termes du deuxiè- 
me membre. Par conséquent, (x (x) — À (x) 1)"x (y) v = 0 pour 
vEV(r(r, À (x), nr > Ip, ie. n(y)vEV(x(x), À(x))}, ce qui 
démontre l’invariance de V (x (x), À (x)) et en même temps celle 
de V'(Z, À). 

L’assertion 2) découle immédiatement du théorème de Lie. En 
effet, la restriction de x à V (L, À) possède un poids conformément 
à [. Si ce poids est pu, alors l'opérateur x (x) — À (x) 1 est nilpotent 
dans V (L, À), tandis que x (r) — u (x) 1 possède dans V (L, À) 
une valeur propre nulle. Donc À (x) = u (x) pour tous les x € L. 

Montrons maintenant que les sous-espaces V* sont linéairement 
indépendants. Soient À,, . .., À, les différents poids de la représen- 
tation nr. La relation À; (x) = À; (x) est valable pour i  j surun 
certain sous-espace de Z de codimension 1; il est évident que la réu- 
nion finie de tels hyperplans ne peut coïncider avec L, et il existe 
doncun x € L'tel que À; (x) Æ À; (x) pour i  j. Lorsque v; € VA, 
i—=1,...,r, on a (x (z) — À; (x))'v, = 0 pour un certain nr. 
En ramenant l’opérateur x (x) à sa forme normale de Jordan, nous 
remarquons que les vecteurs v, sont situés dans des sous-espaces 
distincts de racines de l'opérateur x (x) et sont donc linéairement 
indépendants. Ainsi, la somme de tous les sous-espaces V (L, À) 
est directe. 

Démontrons maintenant par récurrence sur la dimension de l'es- 
pace V que V — SV}. Pour V = (0) c'est évident. Supposons que 
dim V => 0. Si chaque opérateur nr (x), x E L, possède une seule 
valeur propre À (x), alors en vertu du théorème de Lie la fonction À 
est le poids de la représentation x et V — V?. Mais s'il existe un 
x € L tel que l'opérateur x (x) possède au moins deux valeurs propres 
distinctes, alors l’espace V est la somme directe des sous-espaces 
V (x (x), À (x)), invariants relativement à x (L), et dont la dimen- 
sion est strictement inférieure à dim V ce qui permet d'appliquer 


l'hypothèse de récurrence. Ainsi V — Sr. 
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$ 3. Radicaux d’une algèbre de Lie 


I. Toute algèbre de Lie L contient un idéal résoluble maximal. 

Démonstration. Soient À et B deux idéaux résolubles 
de ZL. Alors la somme de ces idéaux À + B est un idéal de L. Mon- 
trons que l'idéal À + B est résoluble. Il est évident que B est un 
idéal dans À + B. En outre, l'algèbre quotient (4 + B)/B est 
isomorphe à l'algèbre de Lie A/(A fN\ B), donc l'algèbre de Lie À + B 
contient un idéal résoluble B ; l’algèbre quotient par cet idéal est 
isomorphe à l'algèbre quotient d’une algèbre de Lie résoluble; 
elle est donc résoluble. Ainsi À + B est un idéal résoluble dans Z. 
Puisque l'algèbre de Lie ZL est de dimension finie, la somme de tous 
les idéaux résolubles de l’algèbre de Lie coïncide avec la somme d'un 
nombre fini de ces idéaux; c’est donc un idéal résoluble. Cet idéal 
est justement l'idéal résoluble maximal de L. 


II. Soient M un idéal de l'algèbre de Lie L, et x un homomorphisme 
de l'algèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie gl (V) dans un espace Ÿ' de 
dimension finie. Soit E l'algèbre des opérateurs linéaires dans V engen- 
drée par l'opérateur unité et les opérateurs n (x), x € L. Alors les condi- 
tions suivantes sont équivalentes: 

1) pour chaque x € M l'opérateur x (x) est nilpotent ; 

2) il existe un idéal bilatère T dans l'algèbre associative E tel que 

a)r(h)E TI pour hE M, 
b) l'idéal I est constitué par des opérateurs nilpotents; 

3) si (0) =, SV... V, = V est la série de Jordan- 
Hülder pour l’homomorphisme x, alors x (M) V, € Vy_, pour tous 
les k—=1,2,...,n. 

Démonstration. Il est évident que 2) implique 1). Si 
l’on a la condition 3), alors pour chaque x € M 


(x GV = (x (2), = 
=ht)"hQ ren)", ... 
..e1ce", = (0), 


et la condition {) est donc satisfaite. Réciproquement, supposons 
satisfaite la condition 1); montrons qu’on a alors les conditions 2) 
et 3). Soit (0) = VV, eV, ...cV, = V la série de Jordan- 
Hôlder pour l’homomorphisme x (voir [1,1.5). Soit W, = V,/V,_.. 
Si x € M alors l’opérateur x (x) est nilpotent dans V, donc x (x) 
est nilpotent dans V,. Puisque le sous-espace V,_, est invariant 
relativement à x (rx) pour tous les x € L, l'opérateur x (x), z € L, 
induit un certain opérateur p (x) dans W, = V3/V,_,. Pour x € M 
l'opérateur x (x) |, est nilpotent, donc l'opérateur p (x), x € M, 
dans l’espace W, est également nilpotent. Introduisons le sous-espace 
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H € W, constitué par les vecteurs w € W, tels que p (x) w = 0 
pour tous les x € M. D'après le théorème d’Engel (théorème 2 de 
2.1) on a H (0). Montrons que le sous-espace H est invariant 
relativement à la famille des opérateurs induite par les opérateurs 
de x (L) dans l’espace W,. En effet, pour tous les r€E M, wCH 
on à p (x) w = 0; d’autre part, puisque M est un idéal de l’algèbre 
de Lie ZL, on a [x, yl € M pour xE€ M, yEL; par conséquent, 
e (x) p (y) w = p ([x, yl) w + p (y) p (x) w = 0 pour tous les y € L. 
Ainsi pour w € H,yELon ap (y) w € H. Mais la famille des opéra- 
teurs induits par les opérateurs de nr (L) dans l’espace W, est irré- 
ductible en vertu de la définition de la série de Jordan-Hôlder; 
par conséquent À = W,. Ainsi n (MW) V, € V3, i.e. on a la condi- 
tion 3). 

Soit Z l’ensemble des éléments T (de l’algèbre associative E) 
tels que TV, € V,., pour tous les k == 1, .... n. Il est évident 
que 7 est un sous-espare linéaire de £. Remarquons que pour chaque 
opérateur $ € E on a la relation SV, & V, (puisque l'algèbre E 
est engendrée par les opérateurs de x (L), tandis qi: pour chaque 
S Er(L) la condition SF, € V, est satisfaiiv en vertu de défini- 
tion de la série de Jordan-Hôülder). Par conséquent, pour SEE. 
T Cl on a STV, Se SVr Ce Vi et TSV: | ce Te ee Fi 1.e. 
STEI,TSEI. Ainsi I est un idéal bilatère dans l’algèbre associa- 
tive ÆE. Nous avons déjà démontré que nr (M) V, € Vy., i.e. 
x (1) & I. En outre, TV = TV, ec T'A1(TV,) a T'-,., €. 
... € TV, € V, = (0) pour tous les T € J, i.e. chaque élément 
de l'idéal Z est un opérateur nilpotent dans l'espace V. 


III. Soit E l'algèbre des opérateurs linéaires sur l'algèbre de Lie L 
engendrée par les opérateurs ad x, x € L, et par l'opérateur unité. 
Soit(0)] =, SV, ...cV, = L la série de Jordan-Hülder pour 
l'homomorphisme x — ad x, x € L. L'ensemble N des éléments x € L 
tels que (ad x) V, € V:-_, pour tous les k = 1, ..., n est l'idéal 
nilpotent maximal de l'algèbre de Lie L. 

Démonstration. Puisque (ad y) V, € V}, pour tous les 
yEL et que (ad x) V, € V,_ pour tous les EN, on a 
(ad rad y) Vy € Var et (ad y ad x) V, € Va, donc ad ({x, y, 
< V;,-_, pour tous les 4 = 1, ..., n, i.e. [x, y] € N pour tous les 
zEN,yEL. Par conséquent, N est un idéal de l’algèbre de Lie Z. 
Il est en outre évident que ad x est nilpotent quel que soit x € N. 
En vertu du théorème 1 de 2.1 on en tire que W est une algèbre de 
Lie nilpotente. Si N° est un idéal nilpotent quelconque de l'algèbre 
de Lie L, alors il existe, pour chaque r € N”, un k tel que (ad n})* (W')— 
—= 0; d'autre part, (ad n) (L) € N°, de sorte que W” est un idéal 
de Z. D'où l’on obtient que l'opérateur ad nr dans l'espace ZL est 
nilpotent. D'après la proposition II on a (ad n) V, € V:1 pour 
tous les k = 1,...,n,ie. N° € N. 
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Le plus grand idéal résoluble de l'algèbre de Lie Z s'appelle 
radical. Le plus grand idéal nilpotent s'appelle nilradical. Une inter- 
section des noyaux de représentations irréductibles de l’algèbre de 
Lie ZL s'appelle radical nilpotent. 

Désignons ces trois radicaux par R, NV, S respectivement. Notons 
que l'existence de R et V a été démontrée dans les propositions I 
et III. 

Une algèbre de Lie est dite semi-simple si elle ne contient aucun 
idéal résoluble non nul. Une algèbre de Lie est dite simple si elle 
n'est pas unidimensionnelle et ne contient aucun idéal non trivial. 


IV. Toute algèbre de Lie simple est semi-simple. 

Démonstration. Si l’algèbre de Lie simple ZL n’est pas 
semi-simple, elle contient un idéal résoluble non nul qui coïncide 
avec L puisque ZL est simple. Par conséquent, ZL est résoluble. Mais 
d’après la démonstration du théorème de Lie dans 2.3, chaque algèbre 
résoluble contient un idéal de codimension 1 ; ceci est contraire à la 
simplicité de l’algèbre de Lie ZL vu que dim L > 1. 


V. Le radical R d'une algèbre de Lie L est le plus petit parmi les 
idéaux À pour lesquels l'algèbre quotient L/A est semi-simple. 

Démonstration. Soit À un idéal de L et supposons que 
L/A est semi-simple. Alors l’image de R par l’homomorphisme 
canonique de Z sur L/A est un idéal résoluble dans L/A ; cet idéal 
doit être égal à zéro puisque L/A est semi-simple, et R € 4. D'autre 
part, l'algèbre de Lie L/R ne contient aucun idéal résoluble non nul. 
En effet, si R’/R est un idéal résoluble non nul dans L/R, alors 
l'idéal R” dans l'algèbre de Lie R est une algèbre résoluble (puisque R 
et R’/R sont résolubles); ainsi R° € R, i.e. R° = R. Par consé- 
quent, L/R est une algèbre de Lie semi-simple. 

Notons une très importante propriété des dérivations d’une al- 
gèbre de Lie. 


VI. Chaque dérivation d'une algèbre de Lie L applique R dans N. 
Démonstration. Remarquons tout d’abord que chaque 
dérivation d de l'algèbre de Lie ZL applique R dans À. En effet, 
d est un opérateur or dans de L ; envisageons la transfor- 


mation linéaire À, = e" = 1 + td + — Œ +...,t1ER. Comme 


chaque transformation linéaire d’un nc de dÉonsion finie est 
continue, la fonction œ (t) = [A,x, A;yl — A, fx, y} est analytique 
relativement à t, tER. Mais (d/dt) À, = dA,. d’où 


p'(t) = [dAix, Aiyl + TA:x, dAiy] — dAi {x, yl = do (t), 
donc gp (4) = do (+). Mais œ (0) = 0, donc œt" (0) = 0 pour 


tous les n > 1, i.e. p (= 0. Ainsi LA ,x, A;yl = À,lx, yl pour 
tous les 4€ R. Puisque efe-t{ — 1,, la LÉansto ation A est bijec- 
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tive. Par conséquent, À, est un isomorphisme de l’algèbre de Lie ZL 
sur elle-même, À, applique un idéal dans un idéal et un idéal réso- 
luble dans un idéal résoluble. Mais R est le plus petit idéal réso- 
luble, donc ÀA,R € R, i.e. Az€R pour æE£ER. Alors dx = 

— (djdt) (A:t)r:-0 ER pour zER,i.e dRER. 

Soit maintenant D l'algèbre de Lie des dérivations de l'algèbre 
de Lie L. Soit Q le produit direct des espaces vectoriels D et L. 
Définissons dans Q l'opération [(@, x), (d’,x') = (Id, d’], dx’ — 
— d'z + [x, x']) pour d, d'ED, x, x’ € L. Alors Q est une algèbre 
de Lie, L est isomorphe à l'idéal L — {(0, x), x € L} dans l’algèbre 
de Lie Q, D est isomorphe à la sous-algèbre de Lie D — {(d, 0), d € D} 
dans Q. Si dE D, xEL, alors [(d, 0), (0, x) = 10, dx] dans Q. 
Comme dr € R pour tous les € R, R = {(0,z), x € R} est un 
idéal de l'algèbre de Lie @, et À est résoluble. Considérons l'idéal 
I = (Q, À] dans l’algèbre de Lie Q. Montrons que l'idéal Z est 
nilpotent. 

En passant éventuellement aux complexifications des algèbres 
considérées L, R, N, D, Q, nous pouvons supposer que ces algèbres 
de Lie sont complexes. Soit À, une sous-algèbre résoluble de l'al- 
gèbre de Lie Q. Soit x la restriction à R, de l’homomorphisme x + 
— adz, zEQ, et soit (0) =V,eV,e...cV, = 0 la série 
de Jordan-Hôlder pour l’homomorphisme x de la sous-algèbre de 
Lie À, dans l'algèbre de Lie gl (Q). Conformément au théorème 
de Lie (voir 2.3), chacun des sous-espaces V,/V,_,, k = 1, ...,n, 
est unidimensionnel. Soit k; (x) la fonctionnelle linéaire sur À, 
déterminée par l’'homomorphisme x dans l'espace quotient F,/V,_.. 
L'ensemble M = {x € R;, ha (x) = 0 pour tous les 4 = 1, , n} 
est un idéal de À, puisque l’espace linéaire M € À, contient. évi- 
demment [R,, R,l. De la définition de l'idéal M il découle immé- 
diatement que l'opérateur x (x) est nilpotent quel que soit x € À. 

Choisissons maintenant de manière spéciale l'algèbre de Lie 
résoluble À. A savoir, soit y un élément de l’algèbre de Lie Q et 
soit R, la sous-algèbre de Lie dans Q engendrée par R et par l'élé- 
ment y. Comme À est un idéal de Q, il sera un idéal de R,. Ensuite À 
étant un idéal résoluble et l’algèbre quotient RIR commutative, 
A est une algèbre de Lie résoluble en vertu de II de 2.2. Appliquons 
à À, la construction précédente; soit À l'idéal correspondant dans 
l'algèbre de Lie À,. Il est évident que {[y, RISIR,, Rice M; 
ainsi l’ensemble [y, À] est contenu dans l’ensemble de tous les 
éléments z € Q tels que l'opérateur x (2) est nilpotent. La proposi- 
tion II implique alors que l'idéal 7 = [Q, R] est un idéal nilpotent 
de l'algèbre de Lie Q. 
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Soit N = {(0, n),n EN}. Puisque [Q, RS [Q, L]e L. l'idéal 
I = [Q, R]est un idéal nilpotent de L. Par conséquent, (Q, K] & Ÿ. 
En particulier, chaque dérivation d de l'algèbre de Lie Z applique 
R dans N. 


$ 4. Théorie des répliques 


Soient V un espace vectoriel complexe de dimension finie, et F’* 
l’adjoint de V. Désignons par V,., le produit tensoriel de r copies 
de l’espace V et de s copies de l’espace V*. La représentation linéaire 
x —+ x de l’algèbre de Lie gl (V) dans l’espace V détermine une repré- 
sentation de l’algèbre de Lie gl (V) dans l’espace ŸV, ,, à savoir le 
produit tensoriel de r copies de la représentation x — x dans l'espa- 
ce V et de s copies de la représentation zx —— — xz* dans l’espace V'*. 
L'image de l'opérateur x € gl (V) par cette représentation sera 
désignée par zx,,,. En outre, posons V,,, = C et zoo = 0. Comme 
nous l’avons vu dans 1.3 (voir (1.3.6)), la représentation adjointe 
de l’algèbre de Lie gl (V) est équivalente à la représentation x — x, , 
pour l’application canonique t de l’espace V @ V* sur L (F'). 

L'élément x’ € gl (V) s'appelle réplique de l’opérateur zx € gl (V} 
si le noyau de l’opérateur z,. , est contenu dans le noyau de l’opéra- 
teur z; , quels que soient les entiers r, s non négatifs. 


I. Si x’ est une réplique de x, et x” une réplique de x’, alors x” est 
une réplique de x. 
Cette assertion est évidente. 


II. Si x’ est une réplique de x, alors x; , est une réplique de x, .. 
Démonstration. On voitfacilement quel’espace (F, ;),: .- 
est canoniquement isomorphe à l’espace V4 rs+5r. En outre, 
cet isomorphisme canonique, désignons-le par &, possède cette pro- 
priété que pour chaque opérateur linéaire z dans V on a l'égalité 


Co (Zr,s)r,s’ di a = Lrr'+tss’, rs’+r’s) 
d’où l’on tire l’assertion II. 
Rappelons maintenant une proposition qu'on formule dans la 
théorie des matrices. 


III. Soit x une transformation linéaire de l'espace V. Chaque trans- 
formation linéaire y, permutable à toutes les transformations permu- 
tables avec x, se met sous la forme y = p (x), où p est un certain poly- 
nôme à coefficients complexes. 

On démontre cette assertion en amenant la transformation x 
à sa forme normale de Jordan. Une démonstration détaillée est expo- 


sée dans le livre de F. Gantmacher {Al|. 


IV. L'opérateur x' est une réplique de l'opérateur x si et seulement 
si pour chaque couple (r, s) l'opérateur x. , se met sous forme de poly- 
nôme en zx, , sans terme constant. 
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Démonstration. Si zx; , est un polynôme en z,,, sans 
terme constant, le noyau de z,,, est contenu dans le noyau de zx; , 
pour tous les (r, s), i.e. x’ est une réplique de z. Réciproquement, 
soit x’ une réplique de x. Supposons que y est permutable avec x, 
i.e. (ad x) y = [x, y) = 0. En remarquant qu’il y a isomorphisme 
entre la représentation adjointe et la représentation x — z,,,, nous 
-concluons que z,,, (y) = 0. Puisque zx” est une réplique de zx, on 
a z;,1 (y) = 0, i.e. (ad x’) y = 0 et zx’ permute avec y. D'après la 
proposition III, nous avons zx’ = p (x), où p est un certain polyné- 
me. Montrons que l’on peut choisir le polynôme p de manière à avoir 
p (0) = 0. Cela est évident si l'opérateur zx est inversible. En effet, 
si x est inversible, alors det x 0 et le terme constant q (0) du 
polynôme caractéristique q n’est pas nul. D’après le théorème de 
Hamilton-Cayley gq (x) = 0, ïi.e. g (0) 1,- = —q (x) + g (0) 1, = 
= q1 (x), où q (0) = 0 et le terme constant du polynôme g, est nul. 
Alors le terme constant du polynôme p (x) peut être remplacé par 
un polynôme multiple de q,. Supposons maintenant que x n’est pas 
inversible. Alors zv = O0 pour un vecteur non nul v € V. Puisque 
z'v = p(rx)v=0etp(r)v = p (0) v, on a p (0) v = 0, par consé- 
quent, p (0) = 0. Ainsi, si x” est une réplique de zx, alors x” = p (x), 
où p n’a pas de termes constants. Mais x; , est la réplique de z,., 
d’après la proposition II, donc x; , = p,,,(x,..), où p,. , (0) = 0. 
La proposition IV est démontrée. 

Rappelons encore une assertion de la théorie des matrices. 


V. Chaque opérateur linéaire x dans l’espace V peut être représenté 
uniquement sous la forme zx = y + z, où y et z sont permutables, z est 
nilpotent, tandis que y se ramène à la forme diagonale dans une certaine 
base. Les opérateurs y et z sont des polynômes en x, et les noyaux des 
opérateurs y et z contiennent le noyau de l'opérateur x. 

Démonstration. Soit e,, ..., e, une base de l’espace V 
telle que la matrice (a;;) de l'opérateur x dans cette base est de forme 
normale de Jordan. Soit y un opérateur dans V, donné dans la base 
js + + + En par la matrice (b;;) telle que a;; = b;; pour tous les 
i—1,...,nR; b;, = 0 pour i Æ j. Soit z = x — y. Il est évident 
que z est nilpotent et que y et z sont permutables. Soit À,, ..., À4 
la famille complète des valeurs propres, deux à deux distinctes, 
de l'opérateur zx. Soit V; (i — 1, ..., k) le sous-espace des racines 
de l'opérateur z qui correspond à la valeur propre À;, i.e. le sous- 
espace engendré par les vecteurs propres et les vecteurs adjoints 
le l’opérateur x associés à la valeur propre À;. Alors V, est le noyau 
de l'opérateur (x — À;1)". Soit zx, = (x — À,1)" ... (x — À,1)". 


Le sous-espace V, + ... +V, est le noyau de l'opérateur z;, 
tandis que le sous-espace ŸV, est invariant relativement à z,, la 
restriction de x; à V, étant non dégénérée. En appliquant à cette 
xestriction le théorème de Hamilton-Cayley, nous voyons que l’opé- 
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rateur Æ, qui projette V sur V, parallèlement à V, Lie Fr} 
est un polynôme en z,, i.e. un polynôme en zx. En définissant d’une 
manière analogue E,, ..., E, et en remarquant que 


y=hME, +... +ALE,, 


nous voyons que y est un polynôme en x et donc z est aussi un poly- 
nôme en z. L’assertion concernant les noyaux de x, y et z découle 
immédiatement de la définition de y et z. Démontrons l’unicité 
de la décomposition z = y + z aux propriétés indiquées. En effet, 
soit z = y, + 2, où y, et z, sont permutables, z, est nilpotent tandis 
que y, se ramène à la forme diagonale. Alors y, et z, sont permutables 
avec x, donc y, et z, sont permutables avec les polynômes en x. En 
particulier, y commute avec y,, z commute avec z,. D'autre part, la 
relation y + z = y, + z, implique que y — y, = z, — z. Du fait 
que y, et y sont diagonalisables et permutables il vient que y — y, 
est diagonalisable. Puisque z, et z sont nilpotents et permutables, 
z, — 2 est nilpotent. Mais une matrice nilpotente diagonale est 
nécessairement nulle, donc y — y, = z, — z = 0. 

Soit x = y + z la décomposition de l'opérateur x définie dans 
la proposition V. Les opérateurs y et z s’appellent respectivement 
partie semi-simple et partie nilpotente de l'opérateur x. 


VI. Soit x un opérateur dans V, et soient y et z les parties semi- 
simple et nilpotente respectivement de l'opérateur x. Alors y, . et z,., 
sont respectivement les parties semi-simple et nilpotente de l'opérateur 
D, 

Démonstration. Puisque y est diagonalisable, y,., l’est 
aussi. En outre, z, ; est évidemment nilpotent. Comme x —7z,., 
est une représentation de l’algèbre de Lie gl (V), on a [y,.,, 2, .«) = 
= [y, zl,, = 0. Enfin, z.,=y,,, +z,,., et l'assertion de la 
proposition VI découle de l’unicité de la décomposition en parties 
semi-simple et nilpotente. 


VII. Les parties semi-simple et nilpotente d'un opérateur sont 
ses répliques. 

Démonstration. Soit x = y + z la décomposition de x 
en parties semi-simple et nilpotente. Conformément à la proposition 
VI, l'égalité x, ,—y, , +2z,., est la décomposition de x,,, en parties 
semi-simple et nilpotente, tandis que selon la dernière assertion de 
la proposition V les noyaux des composantes y, , et z,, , contiennent 
le noyau de zx, ., i.e. y et z sont des répliques de x. 


TH£orBuEe. L'opérateur x dans V est nilpotent si et seulement si 
tr (xz') — 0 pour toute réplique x' de x. 

Démonstration. Si l'opérateur x est nilpotent et zx 
est une réplique de x, alors x’ commute avec zx (voir proposition IV). 
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Par conséquent, l’opérateur xr’ est également nilpotent, donc xx 
possède une trace nulle. | 
Réciproquement, supposons que l'hypothèse du théorème est 
vérifiée, et soit x = y + z la décomposition de l'opérateur x en 
parties semi-simple et nilpotente. Nous devons démontrer que 
y = 0. En vertu de la proposition VII, l'opérateur y est une réplique 
de l'opérateur x. Par conséquent, (voir I) chaque réplique y” de l’opé- 
rateur y est aussi une réplique de l'opérateur x, d’où l’on tire que y” 
commute avec z, de sorte que l'opérateur y’z est nilpotent et tr (y’z) — 
— 0. D'autre part, d’après l'hypothèse du théorème, on a tr (y'x) — 
— 0, de sorte que tr (y’y) = 0. Ainsi, il ne reste qu’à démontrer 
l’assertion suivante : si y est un opérateur diagonalisable et tr (y’y) — 
—0 pour toute réplique y” de y, alors y = 0. Supposons que cette 
assertion est fausse. Soit y un opérateur non nul diagonalisable, et 
soit €, ..., €, une base de V telle que ye; = Àe;. Si y’ est une 
réplique de y, alors y’ est aussi diagonal dans la base e,, ...,e, 
(ce qui découle, par exemple, de la proposition IV). L’opérateur 
y... est diagonal dans la base de l’espace V,,, constituée par les 
vecteurs de la forme e; @...@ ei, @ e? @ ... @ eïf,, où {eÿ}est la 
base de l’espace V*, biorthogonale à la base {e;} de l’espace V. 
La valeur propre de l'opérateur y,,, associée au vecteur e; © ... 
... ® ei, Qe @ ...@e*, est évidemment égale à À; + ... 
... +ki,—, — ... —À;,. Le noyau de l'opérateur y,,, est 
le sous-espace engendré par tous les vecteurs de la base pour lesquels 


D ki, D k,=0. (4.1.1) 
R=1 J=1 


Si y'e; = pue; et chaque relation de la forme (4.1.1) implique la 
relation correspondante pour les nombres pu,, ..., u,, alors le 
noyau de y. contient le noyau de y,.., i.e. y” est une réplique de 
l'opérateur y. 

Supposons que tr (yy') = 0 et y 0. Les nombres À,, ..., À, 
engendrent alors un sous-espace non nul P & C sur le corps Q des 
nombres rationnels. Soit À une application Q-linéaire non nulle 
de l’espace linéaire P sur le corps Q dans le corps Q. Soit 4 = 
= h (A). Alors chaque relation linéaire à coefficients entiers entre 
les nombres À,, en particulier, une relation de la forme (4.1.1), 
implique la relation correspondante entre les nombres u;, donc tout 
opérateur y” qui vérifie y'e; = h (À;) e, est une réplique de l’opéra- 
teur y. Par conséquent, 0 = tr (yy') = Dh (A). Puisque l’appli- 
cation k est Q-linéaire et k (À;) € Q,on a S'h (Ah (A;)) = Dh (2° = 
—= 0, i.e. h (À;) = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse que h est 
une application non nulle. La contradiction obtenue démontre le 
théorème. 
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VIII. Soit À une algèbre de dimension finie (en général, non asso- 
ciative). Si D est une dérivation de l'algèbre A et D’ une réplique de 
l'opérateur D, alors D” est une dérivation de l'algèbre À. 

Démonstration. La multiplication dans l'algèbre À 
définit une application bilinéaire de l’espace À X À dans À. Mais 
l’espace des applications bilinéaires de À X À dans À s'identifie 
canoniquement avec l'espace À,,.. Soit un élément de l’espace 
A, défini par l'opération de multiplication dans À pour cet iso- 
morphisme canonique. Soit z un opérateur linéaire dans À. Alors 


| A, = zu —u(1@ x +z® 1), 
i.e. 


Zn, oh (a @ b) = zu (a @ b) — pu (a ® xb + ra ® b) — 
= x (ab) — a (xb) — (za) b 


pour tous les a, b € À. Par conséquent, l’opérateur x est une dériva- 
tion de À si et seulement si x,, .u = 0, i.e. u appartient au noyau 
de l’opérateur zx,,.. Si x’ est une réplique de l'opérateur x, alors 
l'égalité x,, .u = 0 implique zi »u = 0, donc x” est également une 
dérivation de À. 


$ 9. Forme de Killing. Critère de résolubilité 
et de semi-simplicité d’une algèbre de Lie 


5.1. Définition de la forme de Killing. Soient ZL une algèbre 
de Lie et x,, x. des homomorphismes de l’algèbre de Lie L dans les 
algèbres de Lie gl (V,) et gl (V.) respectivement. La forme bilinéai- 
re B sur V, X V, est dite invariante (relativement à x, et n.) si 


B (ru (&) ts Ve) + B (1, 52 (x) ve) = 0 (5.1.1) 
pour tous les x € L, v, € V,, v, € V. 


I. Soit x un homomorphisme de l'algèbre de Lie L dans l'algèbre 
de Lie gl(V). Posons B, (x, y) = tr (x (x) x (y)) pour tous les x, 
y € L. La forme bilinéaire B. sur L X L est symétrique et invariante 
relativement à l'homomorphisme adjoint x + ad x. 

Démonstration. La forme B, est symétrique en vertu 
de la relation tr (æf) — tr (Px). Démontrons son invariance, i.e. 
montrons que l'expression 


tr (x ({x,, z]) sn (z3)) + tr (x (x) x (x, zal)) = 
= tr(n (ni) n (ze) a (ts) — 1 (2) 7 (xs) nt (x) 


est nulle. Mais ceci découle immédiatement de la relation tr (œf) = 
— tr (Pa) appliquée à &« = x (x,) et B = x (x) x (x:). 

La forme symétrique bilinéaire invariante B (x, y) = 
— tr (ad x ad y) sur l’algèbre de Lie L correspondant à l’'homomor- 
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phisme adjoint de Z dans gl (L), s'appelle forme de Killing sur L. 
Désignons-la par B (x, y) = (x, y). 


5.2. Critère de Cartan de résolubilité d’une algèbre de Lie. 
THEOREME 1 (critère de Cartan). Soit L une algèbre de Lie; L est 
résoluble si et seulement si 


(x, [y, zl) = O pour tous les x, y, z2€ L. (5.2.1) 


En particulier, lorsque (x, y) = O pour tous les x, y € L, l'algèbre 
de Lie L est résoluble. 

Démonstration. a) Supposons que Z est résoluble. 
Soit (0) =V,c VV, €... V, = L la série de Jordan-Hôlder 
pour l’homomorphisme z + ad x. En vertu du corollaire 1 de 2.3, 
l'algèbre dérivée L'? de l’algèbre de Lie L étant nilpotente, L'? 
est un idéal nilpotent dans ZL. En vertu de III, $ 3, L'? est contenue 
dans l’idéal nilpotent V constitué par les éléments x € L tels que 
(ad x) V, € V,_, pour tous les À = 1, ..., n. En particulier, 
ad ([y, z]) V, € Vs, donc 


ad x ad ([y, z]l) V, € Var pour k=1,...,n. 


D'où l’on tire que tr (ad x ad ([y, zl)) = 0 pour tous les x, y, z2€ L, 
ce qui est équivalent à la relation (5.2.1) 

b) Supposons que la relation (5.2.1) est vérifiée pour tous les x 
y, z € L. Pour démontrer la résolubilité de Z il suffit de montrer que 
l’algèbre de Lie L'® est résoluble. D'autre part, la relation (5.2.1) 
implique (x, y) = O0 pour zx, y € L'® car y € L'® est une combinai- 
son linéaire d'éléments de la forme [u, v]. Ainsi nous pouvons sup- 
poser dans la suite que la forme (x, y) est identiquement nulle sur 
l'algèbre de Lie domnée Z. Montrons que dans cette hypotkèse l'algèbre 
de Lie L'? est nilpotente, i.e. (voir le théorème 1 de 2.1) l’image de 
l’homomorphisme adjoint de l'algèbre de Lie L'? dans l'algèbre 
de Lie gi (L'P) est constituée par des opérateurs nilpotents. Il est 
évident qu'il suffit de démontrer que la restriction de l’homomor- 
phisme adjoint x —+ ad x de l’algèbre de Lie L à l’idéal Z'? appli- 
que les éléments de l'algèbre de Lie ZL'h dans des opérateurs nilpo- 


tents (cf. II, $ 3). Soit x € LD. Alors x — p [Y:, Z:) pour certains 


Yi, Zi E L. Nous devons montrer que l'opérateur ad x est nilpotent. 
En vertu du théorème du $ 4, il suffit de montrer que tr (ad zxZ) = 0 
pour chaque réplique Z de l'opérateur ad x. Mais en vertu de Î de 1.1, 
l'opérateur ad x est une dérivation de l’algèbre de Lie, tandis qu'en 
vertu de VIII, $ 4, chaque réplique de l’opérateur de dérivation est 
elle-même une dérivation de l'algèbre de Lie L. Il est donc suffisant 
de montrer que tr (ad z-d) = O pour chaque dérivation d de l’al- 
gèbre de Lie Z. 
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Or, 
La 
tr(adz-d)= D tr ([ad yi, ad z:] d)— 
{1 


r 
= S tr (ad ysad zid — ad z;ad yid) — 
Æ1 


a 
F2 tr (ad zid ad y; — ad z; ad yid), (5.2.2) 


car tr (œB) = tr (Bœ) pour tous opérateurs linéaires &, 6 dans L. 
Le deuxième membre de la formule (5.2.2) peut s'écrire sous la forme 


x tr (ad z;:[d, ad y;}). (5.2.3) 
=1 


Puisque d est une dérivation de l'algèbre de Lie ZL, on a l'égalité 
(1.1.5), donc (5.2.2) et (5.2.3) impliquent 


tr (ad x-d) = » tr(ad z;[d, ad yi]) = 
i=1 


tr (ad z;ad (dyi)) = 2 (z:, dyi). (5.2.4Y 


ra 


Par hypothèse, la forme de Killing est identiquement nulle sur 
l’algèbre de Lie L. Par conséquent, le deuxième membre de la for- 
mule (5.2.4) est nul, i.e. tr (ad z-d) = 0 pour tous les d € Der (L), 
et ad x est nilpotent dans ZL quel que soit x € L. 

Le raisonnement que nous avons utilisé pour démontrer le théo- 
rème { peut être appliqué dans une situation plus générale. 


I. Soient L une algèbre de Lie sur un corps K, et x un homomor- 
phisme de l'algèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie gl (V). Soit P 
l'ensemble de tous les x € L tels que B, (x, y) = 0 pour tout y € L. 
Alors P est un idéal de L, et l'opérateur x (x) est nilpotent pour tous 
les x E [P, LI. 

Démonstration. L’invariance de la forme B, signifie 
que 


B, ({z, y}, z) + B, (y, x, zh) = 0 (5.2.5) 


pour tous les x, y, z2€ L. En particulier, siy € P, alors B. (y, {x, z]) — 
— ( quels que soient x, z € L, d’où l’on tire, en se servant de (5.2.5), 
que [z, yl E P quel que soit zE L, i.e. P est un idéal. Soit x € 


€ [P, L]; alors x — D Lys, zl, où y: € P, z € L. Pour démontrer- 
que l'opérateur n (x) est nilpotent, il suffit d'établir que tr (x (x) R) — 
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— 0 pour chaque réplique R de l'opérateur x (x). Si R est une répli- 
que de l'opérateur x (x), alors ad R est une réplique de l’opérateur 
ad x (x) (voir II, $ 4). Par conséquent (voir IV, $ 4) l’opérateur ad R 
est un polynôme en ad x (x), donc x (L) est invariant relativement 
à ad À. Ainsi il existe un u, € L tel que [x (z;), R] = n (u;) (i = 


— 1; 4, 


ir (n (2) R)= 2 tn (y), a ()1R)= 
tr(n (y) n (2) R— an (z) a (yi) R) = 


= » 
im 
= À tr (n (ur (a) R—n (y) Ra (a) = 


= 2 tr(n(yi){n(z), R1] = 


= à tr (x (ui) nt (ui)) = à B (ui, us) =0, 


car y; € P. Ainsi, x (x) est nilpotent. 


IT. Dans les hypothèses de la proposition I, soit x un homomorphisme 
exact (i.e. x = 0 lorsque x (x) = 0); alors [P, L] est un idéal nilpo- 
tent dans L. 

Démonstration. D'après I, l'opérateur x (x) est nil- 
potent pour tous les x E [{P, L], et [P, L] est un idéal dans L. Puis- 
que x applique topologiquement l'algèbre de Lie Z sur x (L), 
a ([P, L) = {x (P), x (L)] est un idéal de x (L) dont tous les 
éléments sont des opérateurs nilpotents. Alors on tire de II, $ 3, 
que x ([P, L]) est un idéal nilpotent dans x (L), donc [P, L] est 
un idéal nilpotent dans L. 


III. Supposons vérifiées les hypothèses de la proposition II. Alors P 
est un idéal résoluble dans L. 

Démonstration. L’algèbre de Lie [P, L] est nilpotente 
en vertu de II. Par conséquent, l'algèbre de Lie [P, P] IP, L] 
est nilpotente, et il ne reste qu’à appliquer le corollaire 1 de 2.3. 


5.3. Critère de semi-simplicité. 

THÉORENME 2. Soit L une algèbre de Lie; L est semi-simple si et 
seulement si la forme de Killing sur L est non dégénérée. 

Démonstration. a) Supposons que la forme de Killing 
sur L est non dégénérée. Soit À un radical de l’algèbre de Lie Z. 
Supposons que R = (0); soit k la hauteur de R considéré comme 
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algèbre résoluble. Alors À — R*-b est un idéal commutatif non 
nul de L. Si zx, yEL, a € À, alors [a, ylE À, [{x, [a, yllE À, 
fa, [z, (a, yll]] — 0, i.e adaadzada—0. Alors a fortiori 
{ad x ad a) = 0, d’où tr (ad x ad a) = O0, ï.e. (x, a) = 0 pour tous 
les xE L,a€ À. Puisque À = (0), on aboutit à une contradiction 
avec l'hypothèse selon laquelle la forme de Killing est non dégénérée. 
Ainsi, si la forme de Killing sur L est non dégénérée, alors L est semi- 
simple. 

b) Soit L une algèbre de Lie semi-simple. Les éléments n € L 
tels que (x, n) = 0 pour tous les x € L forment un sous-espace linéai- 
re Ÿ & L. La forme de Killing étant invariante relativement à l’ho- 
momorphisme adjoint, on a 


(x, [y, nl) = (&, ad y (n)) = — (ad y (x), n) = 0 


pour tous les x, y E L,n € N. Par conséquent [y, n] € N. N'est done 
un idéal dans l’algèbre de Lie L. Par définition de Nona(n, n,) = 0 
pour nr, n, € N. En vertu du théorème 1, l'idéal NW est résoluble. 
Puisque l'algèbre de Lie ZL est semi-simple, on a V = (0), i.e. la 
forme (x, y) est non dégénérée. 


$ 6. Algèbre enveloppante universelle 
d’une algèbre de Lie 


6.1. Algèbre tensorielle. Soit V un espace vectoriel sur un 
corps À. Posons J, = K, J, = V@ ...@ V (produit tensoriel 
de r copies de l’espace V). Les éléments de l’espace J, s'appellent 
tenseurs (homogènes) d'ordre r. Soit J la somme directe de tous les 
J,(r> 0). Définissons une application bilinéaire {u, v} +u@ v 
du produit direct J X J dans J en posant 


cQv=cv—= v@cpourcECK —=J,, vEJ:; (6.1.1a) 
(z1© . .. Qzr) © (y1 D --- Q Ys) — 
=L1Q... Qt Qui QD ... D Ys (6.1.1b) 


pour tous les r, s entiers positifs et tous les z;, . .., zx, et y,, . .., y. 
qui appartiennent à V, et en prolongeant ensuite cette application 
par linéarité sur toutes les sommes possibles des expressions qui 
figurent dans les membres gauches des égalités (6.1.1a), (6.1.1b). 
Alors l’espace linéaire J devient une algèbre associative sur X rela- 
tivement à la multiplication @ ; l’unité de cette algèbre sera l'unité 
du corps À = J,. L’algèbre J s'appelle algèbre tensorielle sur V. 
L'espace V peut être identifié au sous-espace J, € J. 


I. L'algèbre J est engendrée (comme algèbre) par le sous-espace V. 
Si À est une algèbre associative et f une application linéaire de l’espace 
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V dans À, alors il existe un homomorphisme unique de l'algèbre J 
dans À qui prolonge f. 
Les deux assertions de la proposition I sont évidentes. 


6.2. Définition et construction de l’algèbre enveloppante univer- 
sesle d’une algèbre de Lie donnée. Soient Z une algèbre de Lie sur 
le corps À des nombres réels ou complexes, et J une algèbre ten- 
sorielle sur L. Soient x, y € L. Désignons par u., , l'élément r @ y — 
— y © x — [x, yl E J et par M le sous-espace de l’espace J endendré 
par tous les éléments de la forme tQ'u, y @ tt, t'EJ;zx,yEL), 
i.e. 


M= D JQu,y®J. (6.2.1) 


x, vEL 


Puisque u,.y € J1 + J, pour tous les x, y € L, il est clair que 
M Ÿ Jn. Par conséquent, M est un sous-espace propre de J. 


m>i 

Il est évident de la formule (6.2.1) que M est un idéal bilatère de J. 
Désignons par U l'algèbre quotient J/M et par y l’homomorphisme 
canonique de J sur U. Puisque ZL et 1 engendrent J (voir I de 6.1), 
y (L) et y (1) engendrent U. Désignons par 1 l'élément unité de 
l'algèbre associative ÜU, par ab le produit des éléments a, bE U 
et enfin par & la restriction de l'application y au sous-espace L = J,. 

Soient L une algèbre de Lie sur X, J, une algèbre associative 
à unité sur X, et p une application linéaire de L dans À. L’algèbre À 
munie de l’application p s’appelle algèbre enveloppante universelle de 
l'algèbre de Lie L si l'on a les conditions suivantes: 1) l’algèbre À 
est engendrée par 4 et p (L); 2) p ({x, yl) = p (x) p (y) — p (y) p (2) 
pour tous les x, y € L; 3) pour chaque algèbre B associative à unité 
et une application linéaire & de l’algèbre de Lie L dans B telle que 
E ({x,. yl) = E:(x) & (y). — E (y) E (x) pour tous les x, y € L, il existe 
un homomorphisme E” de l'algèbre associative À dans B tel que 
E" (1) = 1, et E (x) = E” (p (x)) quel que soit z € L. 


ÏJ. Soit L une-algèbre de Lie sur-K. Une algèbre associative U munie 
d'une application a: L — U est une algèbre enveloppante universelle 
de l'algèbre de Lie L. Si (U”, «') est une autre algèbre enveloppante 
universelle pour L, alors il existe un seul isomorphisme E de l'algèbre 
U sur U” tel que & (1) = 1 et E (& (x)) = @œ° (x) pour tous les x € L. 
Démonstration. Nous savons déjà que a (L) = y (L) 
et 1 engendrent U. Puisque y (u,.,) = 0, on a 


y x, D = v () v @) — y GW) v @) 
pour tous les x, y € L, i.e. 
a'([x, yl) = & (x) & (y) — & (y) & (x) 
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pour tous les x, y € L. Soient À une algèbre associative et EË une 
application linéaire de Z dans À telle que E ({x, wl) = & (x) & (y) — 
— E (y) E (x) pour tous les zx, y € L. Soit n un homomorphisme de 
l'algèbre J dans À tel que n (x) = Ë (x) pour tous les x € L (voir I, 
6.1). Puisque n (u,,,) — 0 quels que soient x, y € L, on a n = 0 
sur M. En passant à l’algèbre quotient U, nous obtenons un homo- 
morphisme & de l'algèbre associative U dans À tel que n = Ce. 
Ainsi (U, a) est une algèbre enveloppante universelle de L. 

Soit (U', a’) une autre algèbre enveloppante universelle de Z. 
Puisque (U, a) est également une algèbre enveloppante universelle 
pour L, il existe des homomorphismes &: U — U' et £': U" + U 
tels que Ë (æœ (x)) = &’ (x) et D’ (x” (x)) = « (x) pour tous les zx € L. 
Par conséquent, les applications £e £” et °C sont identiques sur 
a’ (L) et œ(L) respectivement et & (1) = 1, £’ (1) = 1. Puisque 
les algèbres U et U” sont engendrées par les éléments unités et & (L), 
a’ (L) respectivement, alors Ge &” et Ê’o E sont des applications iden- 
tiques. Par conséquent, Ë est un isomorphisme de U sur U”. 


6.3. Théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt. 
THEORÈME (Poincaré-Birkhoff-Witt). Soient L une algèbre de 


Lie sur K, x, ..., x, une base de L, (U, a) l'algèbre enveloppante 
universelle pour L. Alors les éléments 1 et a (xi) ... a (xi,) (s> 
>1, 4... <i,) forment une base de l’espace linéaire U. En 


particulier, l'application & est un plongement de L dans U, i.e. le 
noyau de l'application « est égal à (0). 

Démonstration. Désignons par J; l'enveloppe linéaire 
des éléments de J de la forme x, @ ... @ x, (p>1, <<... 
... Lip) et posons J5 = J,. Il est évident que JŸ — J,. Désignons 
par J° la somme directe des espaces linéaires J?, p>0. Supposons 
que p>2. Désignons par J£ l'enveloppe linéaire des éléments de J 
de la forme z;, @ ... @ z:, qui présentent cette particularité que 
le nombre d’inversions dans la suite (i,, . . ., &,) (i.e. le nombre de 
couples (r, s), 1<r, sp, tels que r << s mais i, > i,) est égal à d. 
Il est évident que J, est la somme directe des sous-espaces J$, d > 0. 

L'assertion du théorème est équivalente à l’assertion suivante : 
J est la somme directe de M et J°. Ainsi nous devons montrer que 
M+SN=Je MN J° = (0). 

Pour démontrer l'égalité M + J° = J il suffit de montrer que. 
pour chaque r>0 on a 


J,cM+ÏY JS. (6.3.1) 
g=0 


La relation (6.3.1) est évidente pour r = 0 et 1. Démontrons la rela- 
tion (6.3.1) pour r>2 par récurrence. Soit p>2 et supposons que 
(6.3.1) est vérifié pour tous les r — 0, 1, 2, ..., p — 1. Puisque 


24 
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Th = > J5, il suffit de démontrer que 
>0 


P 
re M+X Jos (6.3.2) 


pour tous les d>0. Démontrons la relation (6.3.2) par récurrence 
sur d. Pour d—0 la relation (6.3.2) est évidente. Soit d>1 et 


p 
supposons que J, € M + 2e pour tous les e—0,..., d—1. 


Soit {—zxi, Q. .@ m,€ Ji. Puisque d>1, il existe un Se 
positif dl que i, > êr#s. SOit é” le, tenseur z;, @ .. 

où j:=ù pour Lær, lÆr+A, jr=irys, Jrri= ir. Alors t’ EU 
et par hypothèse de récurrence {EM + J°. Mais Qt 
— Lin © Tr =[ti,, til +A, où À est un élément de M. En uti- 
lisant à nouveau l'hypothèse de récurrence on en tire que 


p= P 
t—t'EM+I 1 CM + DJs Ainsi EM + Ÿ Ja donc Ji M + 


p 
7 0 . . » . ? 

+ N Ja, ce qui termine la démonstration par récurrence. 
4=0 


Démontrons maintenant que M f\ J° — (0). Construisons l’opé- 
rateur linéaire @ dans J tel que pour tous les p>0 on a 


p (t) = t pour tous les t € J°; (6.3.3) 
et si p>2, 1<s<p—1eti >i,4,, alors 
p (ti, © ... ® ri, © Tissus ® . -. © Hi) — 
—=p(... Qui Ori Q ...)+p(... @ [ris Tissil © -..). (6.3.4) 


En effet, si un tel opérateur linéaire a été construit, il découle immé- 
diatement de (6.3.4) que p (4 us, x) © t:) = O0 pour tous les 
li, te EJ, 1<i, jKn. Par conséquent o s’annule sur M. Puisque œ 
est l'identité sur J°, on a M f} J° = (0). 
Soit o l’application identique sur J, + J,. Supposons que r>2 
r—{ 


et soit o un opérateur linéaire (dans le sous-espace à J,) qui vérifie 
q—= 
les] conditions (6.3.3) et (6.3.4) pour tous les pr — 1. Prolon- 


geons œ à un opérateur linéaire (de l’espace > Ja) qui vérifie les 


relations (6.3.3) et (6. à 4) ee tous les pr. Il est évident qu'il 
suffit de définir ® (xi © @ zi,) de manière à ce que les rela- 
tions (6.3.3) et (6.3. À) soient satisfaites pour p = r. Construisons 
ces éléments (ft) pour t = x; @ ... @ ri, par récurrence sur le 
nombre d d’inversions dans la suite (i, ..., à). Si t € J?, alors 
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p (t) = t. Soit d >1 et supposons que l'application a été définie 
de sorte que les relations (6.3.3) et (6.3.4) sont valables pour tous 
les t E JF, où r = 0, ..., d — 1. Soit q un nombre naturel Sr — 1 
tel que i, > igp. Posons 


pri, ® -. ® Tig ® Tiqu ® +. ® Ti) = 
=p(... @ Tige © Tia © …)+p(... © [Ziq Lig+1) © ss) (6.3.5) 


Puisque le nombre q n’est pas uniquement déterminé, il faut démon- 
trer que la définition de sur l'élément t à l’aide de la relation (6.3.5) 
est correcte. Dès que nous montrerons que o est bien définie à l’aide 
de (6.3.5), la récurrence sur d et ensuite sur r terminera la construc- 
tion de l'application @: J — J qui vérifie les conditions (6.3.3) et 
(6.3.4). Montrons que la formule (6.3.5) donne une définition correcte 
de l’application œ. Soit / un autre nombre naturel <r — 1 tel que 
u > +41. Nous devons montrer, en nous servant de l’hypothese 
de récurrence, que 


PC... © Tir O Zu ©...) +p(... Q Ir, Lits] ©) = 
— D (: :: @ Tiqr1 © Tia © …….)+p(... @ [Tia Liqr1] © ...). (6.3.6) 


Si |qg—1|>2, on peut supposer que g>l + 2. Alors p>4. 


Puisque les arguments des deux membres de la formule (6.3.6) 
r—1 d— 


appartiennent à > Jh de, : J>, on peut appliquer à ces deux mem- 


bres l'hypothèse de técurrence. Un calcul direct montre alors que 
les deux membres de la relation (6.3.6) sont égaux à la même expres- 
sion 
P(-.. © Titss © Ti © - + © Tigsi © Tia ® ---) + 
+p(... © [Tir LATE @ -.. @ Tige: @ Tia © . ….) + 
+p(... © Titi © Tir ©... © [riqr Tiquil ® --.) + 
Hp... ® [rirn Tinal © +. @ [tigr Tiquil © ---). (6.3.7) 
Mais lorsque | g — L | — 1, supposons que q = L + 1. Alors i, > 
> 41 > +2 et p > 3. En nous servant de l’hypothèse de récur- 
rence, nous arrivons à l'expression suivante du premier membre de 
la relation (6.3.6): 
p(... @xi,.@zti,,, @xi,@:. .)+ 
+p(...@u,@ Ix,,, z,,,1@ -..)+ 
+p(... @Ix, zi,,1@ x, @ --.)- 
+p(... @xi,,, @ x, xi,1O -..), (6.3.8) 
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tandis que le deuxième membre de (6.3.6) se met sous la forme 
p(-.. @ x, @ mi, @ ti, @ -..)+ 
+p(... @lx,,, m,.1 @xi, @ ...)+ 
+p(.. Su, @lx, m,,.1@ -..)+ 
+p(... @ [xi,, Ti.) @ zi,,, ® -- .). (6.3.9) 
D'autre part, nous avons par hypothèse de récurrence 
PÜti Dr Q y O te) —(t1 © y ® x ® f2) — 
= Pt: Ir, y]@t:). (6.3.10) 
pour tous lesz,yEL,L EJ,,t EJ,,oùa>0,B> 0et « + 6 — 
— p — 3. En comparant les expressions (6.3.8) et (6.3.9) et en 
appliquant la relation (6.3.10), nous voyons que pour démontrer 


l'égalité des deux membres de la formule (6.3.6) il suffit de montrer 
que l'application q s’annule sur l'élément 


Si @ Otis Er, Zi, © Se + si @ Uri, nr ri, i,]] @ 52 + 
+ Si Qxi,.,.(ri, zi,,,)] @ s2. (6.3.11) 


qui appartient à J,_.. Mais l'élément (6.3.11) est nul d’après l’iden- 
tité de Jacobi dans l'algèbre de Lie L. Ainsi, l'application œ a été 
définie correctement. Ceci termine la démonstration du théorème. 


REMARQUE. Soit z,, ..., z, une base de l'algèbre de Lie L; 
soient c;7, les constantes de structure correspondantes. Alors l’al- 
gèbre associative U est engendrée, comme algèbre, par les éléments 
z; qui vérifient les relations 


1 


l+2 


titj—zjti= Ù Cijntn (à, j=1, ..., n). (6.3.12) 
k=1 


I. Soient L une algèbre de Lie sur un corps K, U son algèbre enve- 
loppante universelle. Soient V un espace vectoriel et x un homomor- 
phisme de l'algèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie gl (V). IT existe alors 
un homomorphisme x’ de l'algèbre associative U dans l'algèbre associa- 
tive L (V) des opérateurs linéaires dans l'espace V tel que x (x) = 
— 7° (x) pour tous les x € L. L'homomorphisme n° est déterminé de 
façon unique par l’homomorphisme x. 

La proposition s'obtient de la définition de l’algèbre enveloppante 
universelle si l’on prend en guise de À l'algèbre L (V) et en guise 
d'application £ l'application x — x (x). 

Notons un important cas particulier de la proposition I. 


IT. Soient L une algèbre de Lie, et x une représentation de l'algèbre 
de Lie L dans l'espace linéaire L. Il existe une représentation n° de 
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l'algèbre U dans l'espace V telle que x (x) = x° (x) pour tous les x € L. 
La représentation x’ est déterminée de façon unique par la représenta- 
tion 7. 


6.4. Elément de Casimir. Soit x un homomorphisme de l'algèbre 
de Lie Z dans l'algèbre de Lie g/ (V), où V est un espace vectoriel 
de dimension finie. Supposons que l’espace Z est muni d’une forme 
bilinéaire symétrique non dégénérée B,, invariante relativement 
à l’homomorphisme ad. Choisissons des bases {e;}, {f;} dans l’al- 
gèbre de Lie L de manière à avoir 

Ba (ei, f5) = is, (6.4.1) 


où Ô;; est le symbole de Kronecker. Soit U l'algèbre enveloppante 
universelle de L. Soit b un élément de l’algèbre U défini par l’égalité 


b — > eifs. (6.4.2) 
L'élément b s'appelle élément de Casimir correspondant à la forme B,. 


I. L'élément b est contenu dans le centre de l'algèbre U et ne dépend 
pas du choix des bases {e;}, {f;}. 

Démonstration. Soit © une application linéaire du 
produit tensoriel d’algèbres de Lie L @ L dans l'algèbre de Lie 
gl (V), définie par la formule 

D (z@ y) (z) = Br (y, 2) x (6.4.3) 


pour tous les x, y, z € L. Montrons que l'application ® est non 
k 


dégénérée. Soit D r; ® y; un élément de L ® L contenu dans le 


=1 
noyau de l'application ®. Nous pouvons supposer que les éléments 
Th 2 Th sont linéairement indépendants dans Z. Alors la condi- 


tion O à z; ® y:) — 0 est équivalente à la condition 


ÿ Ba(yi, z)z, =0 pour tous les z€L, 
i=1 


qui est à son tour équivalente à la condition 
B, (y;, z) = 0 quels que soient z2€L, i—=1,...,Kk. 
Puisque la forme B, est, par hypothèse, non dégénérée, on a y; = 0 
k 


pour tous les i —1,...,k, ie. N x; ® y; — 0. Ainsi le noyau 
in 1 


de l'application ® est (0). Puisque les dimensions des espaces linéai- 
res de dimension finie L @ L et gl (L) sont égales, l'application ® 
est un isomorphisme des espaces linéaires L @ L et gl (L). On vérifie 
facilement que l'égalité 


D ((ad z)rz@ y +z@ (ad z) y) — lad z, D (zx @ y)] (6.4.4) 
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a lieu pour tous les x, y, z € L. En outre, il découle de Ja formule (6.4.3) 
que pour chaque z € L on a l'égalité 


D(Se, @ fi) G)= 20 (e: &1)2= 2 Ba (fr 2)e, = 2, 


i.e. l'isomorphisme © applique l'élément De; @ f; dans l'opéra- 
teur unité de l'espace L; d'où l’on tire que l'élément S'a@ñie 
€ L @ L ne dépend pas du choix des bases {e;}, {fi}. En outre, 
puisque O(2 e; @ f:) = 1, on a [ad z, O(S ee; @ fi)] = 0 pour tous 
les zCL; alors on déduit de (6.4.4) que > {(ad 2) ei © fi+eiQ 


@(ad 2) fi}=0.L'élément b EU est l’'imagelde l'élément » ei @ fiCL@L 


par l'application canonique de l'algèbre tensorielle J sur U; 


puisque l’algèbre ÜU est engendrée par le sous-espace L, l’elément 
bEU appartient au centre de l'algèbre U, ce qui termine Ja 
démonstration de la proposition I. 

En vertu de I de 6.3, l’homomorphisme x peut être prolongé à un 
homomorphisme de l’algèbre U dans L (V). L'image x (b) de l’élé- 
ment b est permutable avec tous les opérateurs x (x), x € L, puisque 
l'élément b est situé dans le centre de l'algèbre U. 


II. Si la forme B, est non dégénérée et si b est l'élément de Casimir 
correspondant à la forme B., on a n (b) = 0. Si en outre n (L) est une 
famille d'opérateurs irréductible, alors n (b) est un opérateur scalaire 
inversible. 

Démonstration. Remarquons que trx(b) — 


= V'tr(n (ei) n (fn) = D Ba (e,f:) = dim L æ 0, donc n (b) #0. 


Si la famille d'opérateurs x (L) est irréductible, alors le lemme de 
Schur implique que x (b) est soit l’opérateur nul, soit un opérateur 
scalaire non nul; mais x (b) Æ 0, donc x (b) est inversible. 


6.5. Algèbre enveloppante universelle d’un groupe de Lie. 
Soient G un groupe de Lie, et ZL l’algèbre de Lie du groupe G. Rappe- 
lons que l’algèbre de Lie L a été construite à l’aide des champs de 
vecteurs invariants à gauche sur G (voir 3.2, chapitre IX). Appelons 
opérateur différentiel invariant à gauche sur G toute combinaison 
linéaire de produits finis de champs vectoriels invariants à gauche 
sur G, où par produit de champs vectoriels on entend leur composi- 
tion, conformément à la formule (1.6.7) du chapitre IX. La rela- 
tion (1.6.6) du chapitre IX implique que chaque opérateur différen- 
tiel invariant à gauche sur G s'écrit dans chaque voisinage de coor- 
données sous forme d’expression linéaire différentielle à coefficients 
analytiques, par ailleurs chacun de ces opérateurs est permutable 


« 


avec les translations à gauche sur G. Les opérateurs différentiels 
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invariants à gauche sur G forment une algèbre associative relative- 
ment aux opérations linéaires naturelles et à la multiplication, défi- 
nie comme la composition des opérateurs. 

Soit U (L) l’algèbre enveloppante universelle de l'algèbre de 
Lie L. L'application identique x de l’algèbre de Lie L dans l'algèbre 
des opérateurs différentiels invariants à gauche vérifie la condition 
x ([X, Y]) = XY — Y X en vertu de la définition de l'algèbre de 
Lie du groupe G; en vertu de I, 6.2, cette application se prolonge 
de façon unique à un homomorphisme x’ de l’algèbre associative 
U (L) dans l'algèbre associative des opérateurs différentiels inva- 
riants à gauche sur G. Le lecteur vérifiera sans peine que le noyau de 
l'homomorphisme rx’ se réduit à l’élément 0, tandis que son image 
coïncide avec l’algèbre de tous les opérateurs différentiels invariants 
à gauche sur G. Ainsi nous avons obtenu: 


J. L'algèbre enveloppante universelle U (L) est isomorphe (comme 
algèbre associative) à l'algèbre de tous les opérateurs différentiels inva- 
riants à gauche sur G. 

Dans de nombreux problèmes de la théorie des représentations, 
le centre Z (L) de l’algèbre enveloppante U (L) joue un rôle impor- 
tant. Un des éléments du centre, l’élément de Casimir, a été introduit 
dans 6.4; nous nous servirons de l’élément de Casimir plus loin, 
dans 7.2, pour démontrer le théorème de Weyl sur la réductibilite 
complète des représentations de dimension finie des algèbres de 
Lie semi-simples. Donnons maintenant la description, due à I. Ge | - 
fand [1*] des éléments du centre de l’algèbre enveloppante univer- 
selle de l'algèbre de Lie L d’un groupe de Lie connexe G. 

Soit g — Ad g la représentation adjointe du groupe G. L'opéra- 
teur Ad g définit un homomorphisme de Lie de l’algèbre de Lie L 
dans L. Nous dirons que l’élément a € U (L) est homogène si a appar- 
tient à l’image d’un des op Jr (voir 6.1). Soient dim L — 


= M, js €m Une base de Z, (Ad e g) la matrice de D LE LS 
mt 


Ad g pour la base e,, ..., em, (Ad g)’ la transposée de (Ad | 2), et 
OR CAR — Sa, Un. 24 ++ Zig UN polynôme homogène de 
degré k relativement aux variables z,, ..., z,. Posons 


Ci4, À 
a= > + Rs RE > ou) * *: ein EU(L), (6.5.1) 
0€S,, 
où S}, est le groupe de toutes les permutations des indices 1, . .., k. 


II. Soient G un groupe de Lie connexe, L son algèbre de Lie, eta un 
élément homogène de l'algèbre enveloppante U (L). Alors a € Z (L} 
si et seulement si a est de la forme (6.5.1), où le polynôme œ vérifie læ 
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ms mic mt 
condition @ (2, . . ., 2m) = ® ((Ad g)’z, ..., (Ad g)'z,) pour tous 
les g E Get tous les z,, . .., 2m. 

On trouvera la démonstration dans les livres de D. Jéloben- 
ko [2] et A. Kirillov [1] 


ExEuPLE. Soit G — SU (2). L’algèbre. de Lie Z du groupe G 
est su (2), i.e. l'algèbre de Lie des matrices complexes antihermitien- 
nes d’ordre deux à trace nulle; il est évident que Z est isomorphe 
(comme espace linéaire) à l’espace R*. Le lecteur vérifiera sans dif- 
ficulté que la représentation adjointe du groupe SU (2) est équiva- 
lente à la représentation du groupe SU (2) décrite dans l'exercice 
à la page 201. Ainsi le groupe adjoint au groupe SU (2) est le groupe 
SO (3, R). Chaque polynôme en trois variables, invariant par le 
groupe SO (3, R), est constant sur toutes les sphères : c’est donc un 
polynôme en zx° + x5 + x. Ainsi, dans le cas du groupe SU (2), 
le centre de l'algèbre enveloppante universelle coïncide avec l’al- 
gèbre des polynômes relativement à l’opérateur de Casimir construit 
dans 6.4. La description des idéaux de l'algèbre enveloppante de l’al- 
gèbre de Lie su (2) est donnée dans le livre de A. Kirillov [1]. 
La description du centre de l’algèbre enveloppante universelle pour 
les groupes GL (n, C), U (n), SL (n, C), SU (n) est donnée dans le 
livre de D. Jélobenko [1]. 


$ 7. Algèbres de Lie semi-simples 


Dans ce paragraphe nous allons étudier quelques propriétes 
‘élémentaires des algèbres de Lie semi-simples; en particulier, nou- 
.démontrerons le théorème de H. W e y 1 sur la réductibilité complée- 
te des représentations de dimension finie des algèbres de Lie semi- 
simples. 

7.1. Idéaux dans les algèbres de Lie semi-simples. Soient Z une 
enr de Lie, et À un sous-espace linéaire de L. L'ensemble de tous 

les x € L tels que (x, y) = 0 quel que soit y € À, s'appelle 2. 
mentaire orthogonal du sous-espace À ; on le désigne par À 

I. Si À est un idéal de l'algèbre de Lie L, alors A* est nl 
un idéal de L. 

Démonstration. lIlest évident que À est un sous-espace 
linéaire de L. L’invariance de la forme de Killing signifie que 

(x, y}, 2) + (y, K, 2) = 
quels que soient x, y, 2€ L; si y€A, zE A, alors {x, y] € À et 
({x, yl, z) = 0, et par conséquent [x, z] € A pourz EL, zE At. 


II. Soient L une algèbre de Lie semi-simple, et À, B ses idéaux. 
Les conditions suivantes sont équivalentes: 
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a) AN B = (0); 

b) (4, B] = (0); 

c) (4, B) = 0. 

Démonstration. Puisque [4, B] & A f\ B, b) découle 
de a). Supposons vérifiée la condition b), et soient a € A, bEB, 
x E L. Alors {b, zlE Bet [a, {b, xl] E[A, B] = 0, d'où ad a ad b — 
= Oet (a, b) = tr 0 = O0, i.e. on a c). Si la condition c) est vérifiée, 
alors la forme de Killing est identiquement nulle sur l’idéal À f\ B. 
Conformément au critère de Cartan, cet idéal est résoluble. L étant 
semi-simple, on a À f B = (0), i.e. la condition a) est vérifiée. 
Ainsi à) = b) = c) — a). 


III. Soit M un idéal de l'algèbre de Lie semi-simple L. Alors 
(M, M*)= (0) et l'algèbre de Lie L est la somme directe de M et M*. 
Les algèbres de Lie M et L/M sont semi-simples. 

Démonstration. Par définition, les idéaux M et M* 
vérifient la condition (M, M*) — 0. Il découle de la proposition I] 
que MANM* = (0) et LM, M] = (0). D'autre part, puisque la 
forme de Killing est non dégénérée sur l’algèbre de Lie semi-simple 
L, et en vertu de la définition de M+*+ on a dim L — dim M + 
+ dim M. En réunissant cette relation avec l'égalité M AN M! —- 
— (0), nous voyons que L est la somme directe de Af et M“. Six € M, 
alors la restriction des opérateurs ad x à M définit l’homomorphisme 
adjoint de l'algèbre de Lie M, tandis que la restriction de ad x à M‘ 
est nulle. D'où l’on tire que la restriction de la forme de Killing 
sur L à l'idéal M détermine une forme de Killing sur A1. Admettons 
que cette forme est non dégénérée sur M, i.e. qu’il existe un x, € M, 
zo = 0, tel que (x, x) = 0 pour tous les x € M; il découle alors de 
l’orthogonalité de M et M*, et de l'égalité L = M Fe M*, que 
(zo, x) = 0 quel que soit x € L. Puisque L est semi-simple, la forme 
(-, -) est non dégénérée, donc x, = 0. Par conséquent, la forme de 
Killing sur M est non dégénérée, donc M est une algèbre de Lic 
semi-simple. D’une manière analogue M* est semi-simple. Comme 


L/M est isomorphe à M, alors L/M est également une algèbre de 
Lie semi-simple. 


IV. Si L est semi-simple, alors L = [L, L). 

Démonstration. Supposons le contraire, i.e. LIL, L], 
alors L/[L, L] serait une algèbre de Lie non nulle abélienne, et donc 
semi-simple en vertu de III, ce qui est impossible. 


V. Soient L une algèbre de Lie semi-simple, M un idéal de L, et N 
un idéal de M. Alors N est un idéal de L. En particulier, si M est un 
idéal minimal de L, alors M est une algèbre de Lie simple. 
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Démonstration. En vertu de III et II, on a L = M + 
+ M* et [M, M*] = (0), donc IN, L] =[N, MIS N. D'autre 
part, tout idéal minimal d’une algèbre semi-simple n’est pas com- 
mutatif; sa dimension est donc supérieure à un. 


VI. Une algèbre de Lie L est semi-simple si et seulement si elle se 
décompose en une somme directe d’algèbres de Lie simples Li. Dans 
ce cas chaque idéal M de l'algèbre de Lie L est la somme directe de cer- 
tains L;. Cette décomposition d'une algèbre de Lie semi-simple est 
unique. 

Démonstration. Supposons que l'algèbre de Lie L est 
semi-simple. Comme chaque idéal H & L possède le supplémen- 


taire H!, on conclut à l’aide de V que L est la somme directe d’un 
certain nombre d’idéaux minimaux L;. Chaque idéal minimal est 
une algèbre de Lie simple en vertu de V. Soit M un idéal quelconque 


de L. Si N est un idéal de M, alors N+ f\ M est également un idéal 
de M ; en appliquant le raisonnement précédent à M on conclut que 
M est la somme directe de ces idéaux minimaux M;. En vertu de 
Ja proposition V, chacun des idéaux MW; est un idéal de L. Par consé- 
quent, il suffit de montrer que chaque idéal minimal À de l’algèbre 
de Lie L coïncide avec un des idéaux L;. Puisque la forme de Killing 
est non dégénérée, tandis que la somme directe des idéaux L; est 
toute l’algèbre L, il existe un i, tel que À n’est pas orthogonal à L:.. 
I] découle alors de la proposition II que À N Li, + (0). Mais les 
idéaux À et Li, sont minimaux, donc À f\ Li, = À = Li. L'uni- 


cité de la décomposition L = +3L; découle maintenant du fait 
que les L; forment l’ensemble de tous les idéaux minimaux de l’al- 
gèbre de Lie L ; ainsi l’ensemble des idéaux L\; est déterminé unique- 
ment. 

Réciproquement, si ZL est la somme directe des algèbres simples 
L;, alors les idéaux L; sont deux à deux orthogonaux au sens de la 
forme de Killing, et celle-ci est non dégénérée sur chacun d'eux. 
Par conséquent, la forme de Killing est non dégénérée sur l’algèbre 
de Lie L, i.e. L est semi-simple. 


7.2. Réductibilité complète des représentations d’algèbres de Lie 
semi-simples. 

THÉORÈME (H. Weyl). Soient L une algèbre de Lie semi-simple 
sur un corps K, et x un homomorphisme de l'algèbre de Lie L dans 
l'algèbre de Lie gl (V), où V est un espace de dimension finie sur K. 
Alors, pour tout sous-espace V, € V, invariant relativement à x (L), 
il existe un sous-espace V, € V, invariant relativement à x (L) et tel 
que V,fN V: = (0) et V, + Va = V. 

Soit N le noyau de l’homomorphisme x. On peut alors envisager x 
comme un homomorphisme de l’algèbre de Lie L/N à noyau nul. 


$ 7] ALGÈBRES DE LIE SEMI-SIMPLES 429 
PE) PR a SE 


Puisque L/N est semi-simple en vertu de IIT, on peut supposer en 
outre que le noyau de l’homomorphisme x est nul. 

Considérons l’ensemble À de tous les éléments x € L, pour les- 
quels B, (x, y) — 0 quel que soit y € L. En vertu de I, 5.2, l’en- 
semble À est un idéal de L. Cet idéal est résoluble en vertu de 
III, 5.2. Puisque L est semi-simple, on a À = (0), i.e. la forme B, 
est non dégénérée sur L. Soit b € U l'élément de Casimir qui corres- 
pond à la forme B, (voir 6.4). Prolongeons l'homomorphisme x 
à l'algèbre enveloppante U de l'algèbre de Lie ZL (voir I, 6.3). En 
vertu de II, 6.4, l’opérateur x (b) est non nul et si x (L) est une 
famille irréductible d'opérateurs dans V, l'opérateur x (b) est 
inversible. 

Passons maintenant à la démonstration proprement dite du 
théorème. Supposons d’abord que V, est un sous-espace invariant 
de Ÿ de codimension 1. Alors, pour l’espace quotient unidimension- 


nel W — V/V,, un homomorphisme nr de l’algèbre de Lie Z dans 
l'algèbre de Lie gl (W) est défini. Comme W est isomorphe à K, 
gl (W) est une algèbre de Lie abélienne unidimensionnelle. Mais L 
est semi-simple, donc L ne possède aucune algèbre quotient de Lie 


abélienne (voir III de 7.1); par conséquent x (L) = 0. Montrons 
qu'il existe dans l’espace V un sous-espace unidimensionnel, invariant 
relativement à x (L) et supplémentaire à V.. 

Nous pouvons supposer en plus que le sous-espace V, est irréduc- 
tible relativement à x (L). En effet, si notre assertion est valable 
dans tous les cas où V, est irréductible relativement à x (L), alors 
on peut montrer sa validité dans les cas réductibles par récurrence 
sur la dimension de l’espace V,. Si V, est réductible relativement 
à n (L), alors il existe un sous-espace V” € Y,, invariant relative- 
ment à x (L) et tel que V” (0) et V' Æ Y.. 

Considérons l’homomorphisme x de l’algèbre de Lie ZL dans l’al- 
gèbre de Lie gl (V/V”), défini par passage aux opérateurs quotients. 
L'espace V,/V' est invariant relativement à x (L) et sa codimension 
dans V/V” est égale à un; en vertu de l'hypothèse de récurrence, il 
existe une droite V”/V', supplémentaire à V,/V” et invariante rela- 


tivement à x (L). Alors V” est invariant relativement à x (L) et con- 
tient un sous-espace invariant V” de codimension 1 dans V”; en appli- 
quant à nouveau l’hypothèse de récurrence, nous obtenons une droi- 
te V,, x (L)-invariante et supplémentaire à V’ dans V”. Alors V. 
est le supplémentaire de V, dans V. En effet, V' & V,et V, + V' — 
= V", donc V, +V, = V, + V'+V, = V'+V, = V; d'autre 
part, V:N V1 (0) implique V, € V, en vertu du fait que V. 
est unidimensionnel. Alors V' € V, et V, € V,, ie. V” = V' + 
+ V, € V,, mais V”/V' est le supplémentaire de V,/V' dans V/V", 
donc V”Œ V;. La contradiction obtenue montre que V, f] V, — 
—= (0), i.e. V, est le supplémentaire de V, dans V. 
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A dmettons l'hypothèse supplémentaire selon laquelle x (L) est une 
famille irréductible d'opérateurs dans V,. D'après ce qui a été démon- 
tré précédemment, la forme bilinéaire B, est non dégénérée. Si b 
est l'élément de Casimir correspondant à la forme B,,onan(b)V& 
€ V,. En effet, l’image de l'algèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie 
gl (V/V,) & gl (K) est une algèbre de Lie unidimensionnelle, et donc 
abélienne, i.e. x (x) V € V, pour tous les x € L et x (b) V & Y.. 
D'autre part, la famille des opérateurs x (L) est irréductible dans V,, 
donc x (b) est un opérateur scalaire non nul sur l’espace V,. Soit V, 
le noyau de l’opérateur x (b) dans V. Alors V, est un sous-espace 
unidimensionnel supplémentaire de V,. Puisque x (b) est permutable 
avec les opérateurs x (x), x € L, on a pour chaque v € V, la relation 
n(b)(n(z)v) = n (x) (x (b)v) = n (x) 0 = 0, ïi.e. n'(r)v E V,, et 
V, est invariant relativement à x (L). Remarquons que 


x (L) Va = (0) (7.2.1) 
car nr (L) lv. est  abélienne, comme doit l'être toute l’al- 
gèbre de Lie unidimensionnelle. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème dans le 
cas général. Soit Ÿ l’espace linéaire des applications linéaires de 
l’espace V dans l’espace V, dont les restrictions à V, sont des opéra- 
teurs scalaires, i.e. des opérateurs de multiplication par les éléments 


du corps. Soit V, l'ensemble des opérateurs linéaires sur l'espace V 
à valeurs dans V,, dont la restriction à V, est nulle. Si V,'est un sous- 


espace non nul, alors l'espace Ÿ, est de codimension 1 dans V. Défi- 
nissons l’homomorphisme x de l’algèbre de Lie L dans l'algèbre de 
Lie gl (V) en posant 

x (x) v = [x (x), d] pour tous les zx € Z, v € V. 


Il est évident que Ÿ, est invariant relativement à 71 (L). Nous venons 
de démontrer qu'il existe un sous-espace unidimensionnel V, & Ÿ 
invariant relativement à x (L) et supplémentaire de Ÿ.. Soit ÿ un 
élément non nul de Ÿ, : en vertu de la définition de Ÿ, la restriction 
de Ÿ à V, est une multiplication par un scalaire non nul. En multi- 
pliant éventuellement # par un nombre, nous pouvons supposer 
que Ÿ agit sur V, identiquement. En vertu de (7.2.1), x (L) V, = (0), 
donc x (x) = [x (x), vd] = 0 pour z € L, i.e. 1 est une application 
de l’espace V dans V,, identique sur V, et permutable avec tous les 


n (x), x € L. Le noyau de l'application ÿ est justement le sous-espa- 
ce V, cherché. 


7.3. Corollaires du théorème de H. Weyl. | 
I. Une algèbre de Lie L est semi-simple si et seulement si pour chaque 
homomorphisme x de l'algèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie gl (V) 
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la famille des opérateurs x (L) est complètement réductible (i.e. chaque 
sous-espace a (L)-invariant possède un supplémentaire n (L)-invariant). 

Démonstration. Si L est semi-simple, alors n (ZL) est 
complètement réductible en vertu du théorème de H. Weyl. Récipro- 
quement, soit x (L) une famille complètement réductible pour une 
certaine algèbre de Lie Z relativement à tout homomorphismex: L — 
— gl (V); alors, cette condition est satisfaite en particulier pour 
l’homomorphisme adjoint. Par conséquent, chaque idéal de l’al- 
gèbre de Lie Z possède un idéal supplémentaire. Supposons que 
l’algèbre de Lie ZL n'est pas semi-simple. Soit R = (0) un radical 
de l’algèbre de Lie L ; soit z la hauteur de R considéré comme algèbre 
résoluble. Alors n>1Â, et À — R"°1 est un idéal commutatif 
non nul de Z. Soit B l'idéal de l’algèbre de Lie Z supplémentaire 
de À. Alors Z est isomorphe à la somme directe de À et B, donc 
chaque homomorphisme de l’algèbre de Lie À dans gl (V) se prolon- 
ge à un homomorphisme de l’algèbre de Lie ZL dans gl (V7), nul sur B. 
Mais l’algèbre de Lie commutative À possède un homomorphisme x 
dans gl (Æ°) tel que x (4) n’est pas complètement réductible. En 
effet, soit j une fonction linéaire non nulle sur À ; l’homomorphisme 
n se définit, par exemple, par la formule 


0 f(a) 
0 O0 


II. Chaque dérivation d d'une algèbre de Lie semi-simple L est 
de la forme ad x pour un certain x € L. 

Démonstration. Soit D l'algèbre de Lie des dérivations 
de l’algèbre de Lie L. Soit J l’ensemble des dérivations de l’algèbre 
de Lie Z de la forme ad x, x € L (voir I, 1.1). En vertu de la pro- 
position Ï de 1.1, l’ensemble J est un idéal de D. L'application 
z + ad x est un isomorphisme de l’algèbre de Lie ZL sur J. En effet, 
le centre de l’algèbre de Lie Z est un idéal commutatif de l’algebre 
de Lie semi-simple L; il est donc nul; d'autre part, le noyau de 
l'application x — ad x coïncide avec le centre de ZL. Ainsi, ZL et J 
sont isomorphes, et J est une algèbre de Lie semi-simple. La restric- 
tion de l’homomorphisme adjoint de l’algèbre de Lie D à l'idéal J 
détermine une famille complètement réductible d'opérateurs dans D, 
donc D est somme directe du sous-espace [D, J] et du sous-espace 
D, des éléments orthogonaux à [D, J]: 


D = [D, J1+ D4. (7.3.1) 


Lorsque a € J,dE D,d, ED,,ona (la, d], do) = 0, donc (d, a, dl) = 
= 0 pour tous les dE D,a€J, d, € D,. Par conséquent, {a, d,]= 0. 
Réciproquement, si [a, d,] = 0, on a évidemment d, € D,. On voit 
que D, est constitué par les éléments d, € D permutables avec tous 
les éléments de J. Ainsi, lorsque d, € D,, on a ad (d,x) = [d,, ad z]= 


n (a) = , 4aCA. 
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—= 0 pour tous les z € L, mais alors d,r = 0 pour tous les x € L 


et do = 0, de sorte que D, = (0) et D = [D, J] + D, = [D, J) 
en vertu de (7.3.1). Mais J est un idéal de D, donc D = [J, D], 
i.e. D = J. 


III. Soient L une algèbre de Lie, et M un idéal (de L) qui est une 
algèbre de Lie semi-simple. Il existe un seul idéal N de L tel que L 
soit la somme directe de M et N. 

Démonstration. Considérons la restriction de l’'homomor- 
phisme adjoint de l’algèbre de Lie Z à l’idéal #7. Il est évident que 
le sous-espace M € L est invariant relativement à la famille des 
opérateurs ad x, z € M. En vertu du théorème de H. Weyl, il existe 
un sous-espace V € L, supplémentaire de M et invariant relative- 
ment aux opérateurs ad x, x € M. Montrons que [M, N] — (0). 
En effet, puisque Àf est un idéal, on a [W, NI] M; puisque NW 
est invariant relativement à ad zx, x£€ M,onalM, N]jc N, donc 
[M. NC MANN = (0). Montrons que N = M”, où M" est l'en- 
semble de tous les éléments z € L tels que [x, M] = (0). Soit x € L: 
alors x=m+n, où mEM, nEN. Par conséquent, [M, x] — 
—= [M, m]. Lorsque [M, x] — (0);'on a [M, m] = (0), i.e. m appar- 
tient au centre de M. Mais M est semi-simple, donc m = 0. Ainsi, 
lorsque xE M’, on axEN,i.e. Mc N. Comme [M, N] = 0, 
on a M° => N, donc M” = N. Par conséquent, V est déterminé de 
manière unique (à savoir Ÿ = M”) et N est un idéal de L en vertu 
de I, 7.1. 


$ 8. Sous-algèbres de Cartan 


Soient L une algèbre de Lie complexe, et Æ sa sous-algebre de 
Lie nilpotente. Désignons par x la restriction de la représentation 
adjonte de l’algèbre de Lie Z à la sous-algèbre H. En vertu de II, 2.4, 


l'espace L se décompose en somme directe de sous-espaces L°” cor- 
respondant aux divers poids & de la représentation x. Chaque poids 
de la représentation x s'appelle racine de l'algèbre de Lie L relati- 
vement à la sous-algèbre de Lie H. 

Autrement dit, la fonctionnelle linéaire & sur À s'appelle racine 
de l’algèbre de Lie ZL relativement à Æ s'il existe un élément x € LZ, 
zx = O, tel que pour chaque kEHona 


(h, xl = à (h) z. (8.1.1) 


Le sous-espace L* s'appelle sous-espace des racines associé à la raci- 
ne &. Indiquons quelques propriétés de la décomposition L= > L*. 


I. HE L°; qui plus est, chaque sous-algèbre de Lie nilpotente 
M & L qui contient H est contenue dans LS. 

Démonstration. La représentation adjointe de l’algèbre 
de Lie M est une représentation par des opérateurs nilpotents (voir 
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le théorème I de 2.1); par conséquent, la restriction de cette repré- 
sentation à À ne peut avoir qu’un poids nul, donc M & L®. 


II. IL, LP] & L®+, 
Démonstration. Soient zE L°, y E LP. Montrons que 
Ir, yl € LP. De l'identité évidente 


(ad (Rk) — « (h) — B (k)) [x, yl = 

— [(ad (k) — & (h)) x, yl + [x, (ad (k) — B (h)) y] 
on déduit par récurrence une formule analogue à celle de Leibnitz : 
(ad (k)—@(k) —$(4))" [z, y] = 


— À Chl(ad(k)—a(hk)}Px, (ad(h)—B(h))"Py]. (8.1.2) 


Lorsque n > dim L* + dim L$, tous les termes du deuxième membre 


de (8.1.2) s'annulent, d'où l'on tire [x, y]e L**P. 


I1 découle de II que [L*, LP] = (0) lorsque & + B n’est pas 
une racine. 


III. L9 est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie L. 

Démonstration. D'après II, [L°, 2°] & LS. 

Soit À une sous-algèbre de Lie nilpotente de l'algèbre de Lie L; 
H s'appelle sous-algèbre de Cartan lorsque L° = H. 

Il est évident que chaque sous-algèbre de Cartan est une sous- 
algèbre nilpotente maximale (par inclusion) de L. 

Soient L une algèbre de Lie et x € L. Soit L (ad x, 0) le sous- 
espace de L constitué par les éléments y € L tels que (ad z}*y = 0 
pour un certain À > 0. Il est évident que x E ZL (ad x, 0); alors 
L (ad zx, 0) 0 si zx-Æ0. Le nombre r = min dim L (ad x, 0) 
s'appelle rang de l'algèbre de Lie L. Lorsque z € L et dim L(ad x, 0)= 
— r, l'élément zx s'appelle élément régulier de l’algèbre de Lie L. 

On voit facilement que chaque algèbre de Lie non nulle contient 
au moins un élément régulier. En effet, soit x, = 0 un élément 
quelconque de L. Lorsque dim ZL (ad x,, 0) n’est pas minimale, il 
existe un élément x, € L, x, = 0, pour lequel dim ZL (ad x,, 0) < 
< dim Z (ad x,, 0). Puisque dim L est finie, en répétant ce raison- 
nement, on aboutira à un élément x; pour lequel dim Z (ad zx,, 0) 
soit minimale. 


IV. Soit H une sous-algèbre de Lie nilpotente (de l'algèbre de Lie L) 
qui contient l'élément régulier h. Alors l'algèbre de Lie L° est une 
sous-algèbre de Cartan de L, et L = L (ad h, 0). 


Démonstration. Soit L— L° + Ÿ L® la décomposition 


| a+.0 
de l’espace ZL relativement à la sous-algèbre nilpotente de Lie H'; 
28—0883 
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soit L — Ÿ L®. En vertu de II, les sous-espaces L* sont invariants 


a #0 
relativement à tous les opérateurs ad x, x € L°; par conséquent, 


le sous-espace ZL est aussi invariant relativement à ces opérateurs. 
Soit det (x) le déterminant de la transformation ad x, x € L, restrein- 


te au sous-espace ZL. L’ensemble de tous les vecteurs h € H tels 
que & (x) = Ô pour un certain &« = 0 est réunion d’un nombre fini 
d’hyperplans de H; cette réunion ne recouvre pas l’espace A tout 
entier, et l’on peut donc trouver un vecteur k, € H tel que « (h,) = 0 


pour tous les & =£ 0. Puisque H € L", on a det k — RAIDE 
0 


a+. 
pour certains k, € L°. D'autre part, lorsque det (x) 5 0, la restric- 
tion de l'opérateur ad x au sous-espace ZL pour un certain élément 
z € L9 possède seulement des valeurs propres nulles ; ainsi L (ad x, 0)= 
19, Soit k un élément régulier contenu dans H. Comme k€ H, 
on a L(adh, 0) = ZL°; donc 


L(adr, OL L(adk, 0). (8.1.3) 


Mais la dimension de L (ad hk, 0) est minimale alors on tire de (8.1.3) 
que 


L (ad x, 0) = L° = L (ad k, O). (8.1.4) 


Démontrons que la sous-algèbre de Lie L° est nilpotente. En vertu 
de (8.1.4), l'opérateur ad (x) est nilpotent sur L°, d’où l’on tire 


tr (ad (x) |ro)P —0 pour tous les p > 1. (8.1.5) 


Le premier membre de la formule (8.1.5) est un polynôme en coor- 
données du vecteur x € L°. Nous avons déjà démontré que la rela- 
tion (8.1.5)est vérifiée pour tous les x € L° tels que det (x) + 0; 
cet ensemble n’est pas vide et il est ouvert dans L?, donc l'égalité 
(8.1.5) est valable pour tous les x € L°. Ensuite, en ramenant 
ad (x) |zo à la forme normale de Jordan, nous voyons que la rela- 
tion (8.1.5) implique que tous les polynômes symétriques relative- 
ment aux valeurs propres de l'opérateur ad (x) [re s’annullent. 
Alors le polynôme caractéristique de l’opérateur ad (x) |. ne pos- 
sède que des racines nulles, i.e. l'opérateur ad (x) {re est nilpotent. 
Ainsi, les opérateurs ad (x) |L° sont nilpotents pour tous les x € L”°; 
par conséquent, l'algèbre de Lie ZL° est nilpotente. Enfin la sous- 
algèbre de Lie H est contenue dans L° et L (L°, 0) € L (H, 0) = 
— L°. D'où l’on tire que L (L°, 0) = L°, i.e. L° est une sous-algèbre 
de Cartan de L. 


V. Toute algèbre de Lie L contient au moins une sous-algèbre de 
Cartan. 

Démonstration. Soient k un élément régulier de L, et 
H la sous-algèbre de Lie unidimensionnelle engendrée par l’élé- 
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ment k. En appliquant IV, nous obtenons une sous-algèbre de Car- 
tan L° de L. 

Choisissons une sous-algèbre de Cartan À de l'algèbre de Lie Z; 
alors 


L=H+ D L*. (8.1.6) 
a 0 
Posons 
v (œ) — dim Le (8.1.7) 
pour « = (0. 
VI. Soient h, h' € H; alors 
(G, R°)= 2 v (@) @ (k) œ (h'), (8.1.8) 


où v (œ) est défini par la relation (8.1.7). 

Démonstration.Larelation(k, k') — (1/4) {(k + h',h+ 
Lh")—(h—h",h—h")} étant évidente, il suffit de démontrer 
la relation (8.1.8) pour À — h’. L'opérateur ad hk possède dans l’espa- 
ce L* l'unique valeur propre & (k}), donc tr ((ad h)°) — 2v (&) æ (k°. 

œ 

VII. Soient « et B des racines de l'algèbre de Lie L relativement à H 
et supposons que a 5£ 0. Il existe alors un entier non positif maximal 
P = Ppa et un entier non négatif minimal q = Qpa tels que 


(LT, LP] — (0) et [L*, LP] = (0). (8.1.9) 
Démonstration. Lorsdue 


[L*, LFj# (0), [L*, LP+] 2e (0),...,(L%, LÉ*9*] Se (0), 
alors B, B + &, ..., B + (q + 1) & sont en vertu de II des racines. 
Puisque le nombre des racines est fini, [L*, LP*%*] = (0) pour un 
certain g=>0; soit gs. le plus petit des g. On démontre d’une manié- 
re analogue l'existence d’un nombre maximal p = ps 0 pour 
lequel [L-2, LP*P®] = (0). 
VIII. Soient &, $, p — Ppar 9 — pa les mêmes que dans la pro- 
position VII. Jntroduisons un nombre rationnel rs, en posant 


q 
2: kv(B+ka) 
TBu = = — ; (8.1.10) 
S v(B+ka) 
R=p 
Alors B (h) = rpa@ (k) pour tous les h E[L*, L”*]. 
Démonstration. Il suffit de vérifier la proposition VIII 
pour les éléments hk € H de la forme [x, yl, zEL*, yeL'*. Soit 


28* 
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q 
V = > LP+T*®, L'opérateur ad (r) applique l'espace LP*** dans 
=p 

le sous-espace LPT*+1X et applique dans l'élément nul par 
hypothèse, donc V estinvariant relativement à ad (x). On démontre 
d’une manière analogue que V est invariant relativement à ad (y). 
Puisque ad (k) — [ad (x), ad (y)l, V est invariant relativement 
à ad (h), et tr (ad (h)) = 0. Mais l’unique valeur propre de l’opé- 
rateur ad (k) dans le sous-espace B + ka est le nombre $ (k) + 
+ ka (h), donc 


LP+r2 


q 


2 v(B+kæ) (B (k) + ka (k)) = 0 
R=p 
ce qui est équivalent à l’assertion de la proposition VIII. 


$ 9. Structure des algèbres de Lie semi-simples 


9.1. Sous-algèbres de Cartan des algèbres de Lie semi-simples. 
Soient ZL une algèbre de Lie semi-simple, et # une de ses sous-al- 
gèbres de Cartan. Servons-nous des notations et des résultats du $ 8. 

Rappelons que la forme de Killing est non dégénérée sur L. 


I. Lorsque à + B 0, les sous-espaces L” et LŸ sont orthogonaux. 
Démonstration. Size L®.ye LP, l’opérateur ad zx ad y 


applique chaque sous-espace LŸ dans le sous-espace LY+*+8, Lorsque 
a+$p-£0, alors dans la base de l’espace L, choisie conformément à la 


décomposition de L dans la somme directe des sous-espaces L', tous 
les éléments diagonaux de la matrice de l’opérateur ad x ad y sont 
nuls, donc tr (ad x ad y) = O, i.e. (x, y) = 0. 

II. Les sous-espaces L* et L'® sont duaux relativement à la forme 
de Killing (i.e. pour tout x € L* il existe un y € L'® tel que (x, y) Æ 
£ 0, et pour tout y € L'* il existe un x € L“ tel que (x, y) & 0). 

Démonstration. Si l'élément x € L” est orthogonal au 
sous-espace L'*, alors, en vertu de I, l’élément x est orthogonal 
à L = >, L°; la forme de Killing étant non dégénérée, on a z — 0. 

[e 


III. dim L* = dimL'*. . 
La proposition découle immédiatement de II. 


IV. La restriction de la forme de Killing de l'algèbre de Lie L au 
sous-espace H est non dégénérée. 

Démonstration. En vertu de Il, le sous-espace H = L° 
est autodual relativement à la forme Killing. 
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V. Sir = dim H, où H est une algèbre de Lie commutative, alors 
il existe r racines linéairement indépendantes de l'algèbre de Lie L 
relativement à H. 

Démonstration. Si le nombre maximal de racines linéai- 
rement indépendantes est inférieur à la dimension de l’espace F7, 
il doit exister un élément non nul h € H tel que & (h) = 0 pour tou- 
tes les racines &. Mais alors (8.1.8) implique 


(h,h')= S v(a)a(h)a(h'})—=0 (9.1.1) 


quel que soit »’ € H, ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle Ia 
forme de Killing sur À est non dégénérée. 

Remarquons maintenant que chaque racine «& s’annulle sur [X, H] 
(puisque « (CR:, ha2)) h = [CR,, h;], h] — [R;, [R, h]] _—— [he, [A., h]] = 
= (@ (h,) & (h.) — @ (h.) « (h1)) hÀ = O pour tous les h, hk,, hk. € H. 
Mais comme nous venons de le voir, la condition & (k) = O pour 
toutes les racines & implique k = 0. Ainsi [H, H] = (0) et Æ est 
commutative, ce qui termine la démonstration'de la proposition V. 


9.2. Propriétés des sous-espaces L°. La forme (x, y) étant non 
dégénérée sur A, il existe pour chaque fonctionnelle linéaire À sur H 
un élément et un seul hk; € H tel que À (k) = (h, h;) pour tous les 
hk € H. On peut munir l’espace H* des fonctionnelles linéaires sur 4 
d’un produit scalaire, en posant pour À, u € H* 

Q,p)= (hi, hu) = À (hu) = u (à). (9.2.1) 

Choisissons dans chaque sous-espace L* un vecteur e, =£ 0 qui 


est un vecteur propre relativement à tous les opérateurs ad k, h € H. 
Alors pour tous les kE Hona 


[k, el = & (h)e.. (9.2.2) 
I. Si & est une racine non nulle et x € L'*, alors 
le,, xl = (e,, rh. (9.2.3) 


Démonstration. Les deux membres de l'égalité (9.2.3) 
appartiennent à l'algèbre de Lie H, et pour chaque k€ Hona 


(k, Le,, xl) = ((h, el, zx) = a (h) (e,, x) = (e,, x) (ho, h), 


i.e. les produits scalaires des deux membres de la relation (9.2.3) 
par un vecteur quelconque h € H sont égaux. Par conséquent, la 
proposition Ï se déduit de IV, 9.1. 


II. Si æ& est une racine non nulle, alors («, &«) = 0. 
Démonstration. En vertu de II, 9.1, il existe un élément 


z E L® tel que (e,, x) = 1. En appliquant la relation (9.2.3) on 


obtient [e,, x] = k. Puisque [e,, xl E(L*, L'*], on tire de VII, 
$ 8, qu’il existe pour chaque racine $ un nombre rationnel r#, tel 
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que B (hz) = rat (ha). Si (&œ. æ&) = & (ka) — 0, on a B (4x) pour 
chaque racine f. Par conséquent h; = 0 (cf. avec la démonstration 
de la proposition V de 9.1). Mais la relation À; = 0 est en contra- 
diction avec l'hypothèse & -£ 0. Ainsi (&œ, &«) = O0 pour toutes les 
racines non nulles @. 


III. Si & est une racine non nulle, alors le sous-espace L° est unidi- 
mensionnel. 

Démonstration. Soit x€ L'* un élément choisi de ma- 
nière à avoir le,, x] = hQ (voir (9.2.3) et II de 9.1). Soit y € L°. 
Montrons que y est proportionnel à e,. Posons y, = (ad e,}* y. 
Comme e,, € L*, on déduit de II, $ 8, par récurrence sur k que y, € 
€ L*+FIX, Trouvons [z, Yyrl. En vertu de l'identité de Jacobi on a 


[z, VA 1 [x, (ad Ex) y] eo (C2 [y, z]] ne [y, (x, ea]. (9.2.4) 


Posons [r, yl — h; l'élément À appartient à H en vertu de II, $ 8. 
Puisque {x, e,] — —h4, on tire de (9.2.4) que 


(x, nl=—aœ(h)e, — [h4, yl. (9.2.5) 


En répétant ce raisonnement, on obtient par récurrence sur k pour 
D | 


Le, ya] ET œ (he) ya —E Thé, vil. (9.2.6) 


Puisque le nombre des racines de l'algèbre de Lie L est fini, il existe 
un entier minimal k, tel que y,, = 0 (rappelons que y, € l'A E 
Si ko > 2 et yr,1 7 0, on déduit de la relation (9.2.6) pour k — k, 
que ÿyx,_ est un vecteur propre de l'opérateur ad À; à la valeur 
propre (ko — 1) & (ka)/2. D'autre part, on a ya, € L'®, donc 
la valeur propre de l’opérateur ad À4 associée à y, _, est égale à 
ka (h5). Puisque « (k!) 0 en vertu de II et (k — 1/2 ko 
pour À, > 2, nous avons abouti à une contradiction. Ainsi y:,_1 = 0. 
En particulier, y, — 0. Par conséquent, la formule (9.2.5) nous 
donne l'égalité 

[he, y] = —a (h) e.. (9.2.7) 


Posons z = &(hc) y + a (h)e,. La relation (9.2.7) signifie que 
[he, 2] = 0, i.e. lorsque z 0, z serait un vecteur propre pour l'’opé- 
rateur ad k4 à valeur propre 0. Mais comme z € L° et «0, ceci est 
impossible. Par conséquent, z 0 donc &(h)y +a(h)e, = (. 
Mais a (ha) = 0, donc y est proportionnel à e,,. 


9.3. Séries de racines et sous-algèbres de Lie associées. Soit & 
une racine non nulle de l’algèbre de Lie L. Si B est une racine de l’al- 
gèbre de Lie Z, alors l’ensemble S de toutes les racines de la forme 
B + ka (k étant entier) s'appelle a-série de racines. 
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I. Le sous-espace Ls = D L® est invariant relativement aux 
aeS 
opérateurs de ad L*, ad L”® et ad H. 
La proposition découle immédiatement de Il, $ 8. 
La proposition Ï permet de construire une sous-algèbre de Lie 
de l’algèbre de Lie L isomorphe à si (2). Passons à cette construc- 
tion. 


II. Le sous-espace H°® = [L*, L'*]c H est unidimensionnel pour 
ioute racine non nulle «. 


La proposition découle immédiatement de III, 9.2. 


III. JL existe des vecteurs 2€ L*,yaEL ®,ha EL", LC Htels 
que 


[Ro; La] = 2e; (Re, Ya] — — 2Yo; [Ta Ya] — ha. (9.3.1) 


Démonstration. En vertu de Il, 9.2, on a (x, æ&) — 
— a (h;)0 et en vertu de I, 9.2, on a h; E[L*, L*]. En multi- 
pliant kQ par un scalaire convenable, on obtient un vecteur A, € 
€IL*, L'*] tel que æ (h.) = 2. Puisque [e,, e_cl = (eur €-o) Ra 
(voir (9.2.3)) et (e., e_«) Æ 0 d’après II de 9.1, on a le, e_,] Æ 0, 
et le,, €_a) est proportionnel à k,. En multipliant e_, par un dos 
k approprié, on obtient {e,, ken — h,. Posons x, =e,, = 
= ke_, ; alors {r,, y.]—=h,. En appliquant (9.2.2), on a las, Pa = 
— a(h,)z, — 2r,; d’une manière analogue, puisque y, € L”*, 
on a [ho, Yal = (—a) (h;) ya — —2y.,. Notons pour la suite que 


h, = %hil(a, à) (9.3.2) 


car a (h.) = (2/(&, «)) « (ho) = 2. 

IV. L'enveloppe linéaire des espaces L”, L'* et H?7 (a Æ 0) est 
une sous-algèbre de Lie L, € L; l'algèbre de Lie L, est isomorphe 
à si (2). 

Démonstration. Il découle de I que le sous-espace L, 
est une sous-algèbre. Considérons maintenant l'algèbre de Lie sl (2) 
formée des matrices carrées d’ordre deux à trace nulle. Il est évi- 


dent que les matrices 
1 0 0 0 
lo —1| 7 , 0 


0 1 
forment une base de s/ (2), et 
[x, y) —=h, [h, x] — 2x, [h, yl — —2y. (9.3.4) 


#10 o|’ 
En comparant (9.3.4) avec (9.3.1), nous voyons que l'application 
Ex + ny + Ch — Eze + nya + Dia (6, n, 6 E C) détermine un iso- 
morphisme des algebres de Lie sl (2) et L.. 


| (9.3.3) 
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9.4. Représentations de l’algèbre de Lie 87 (2). Par la suite nous 
aurons besoin de certaines propriétés de l’algèbre de Lie s/ (2) et de 
ses représentations. Nous allons les énoncer dans les propositions I 
à TITI et le théorème qui les suit. 


I. a) L'algèbre de Lie sl (2) est simple. 

b) L'espace unidimensionnel H, engendré par un élément h, est 
une sous-algèbre de Cartan de sl (2). 

Démonstration. Soit Z un idéal de l'algèbre de Lie 
si (2). Lorsque z € Z et z6 H, l'élément |[h, z] € Z est, en vertu de 
(9.3.4), une combinaison linéaire non nulle des vecteurs x et y. En 
appliquant à ce vecteur soit ad zx, soit ad y, nous obtiendrons un 
élément non nul de l’idéal 7, multiple de [x, y] — h. Ainsi, A€I 
(si den ER alors x — (4/2) [k, xl EZ et y — (—1/2) (k, y] EI, 
ie. Î = si (2). 

Puisque [z, z] — 0 pour tous les z de l’algèbre de Lie donnée Z, 
on a r — min L (ad z, 0)>1. On peut tirer des relations (9.3.4) 


z€L 
que L(ad k, 0) = H, i.e. h est un élément régulier de l’algèbre 
de Lie L = sl (2) et H est une sous-algèbre de Cartan de ZL (voir IV, 
$ 8). 

Désignons par « la fonctionnelle linéaire sur } définie par l’éga- 
lité 

a (ch) = 2c (9.4.1) 

pour tous les c EC. Soit x une représentation linéaire de l’algèbre 
de Lie si (2) dans l’espace de dimension finie V. Pour chaque fonc- 
tionnelle linéaire À sur H, désignons par V, le sous-espace de V 


constitué par tous les vecteurs v € V tels que x (k) v — À (h) v. Si 
vEV,, on a 


n(h)n(z)v=n(r)x(h) v + 2x (x) v = 
= (A (R) +2) (z)v = (À + a)(h)) x (x) v, 
ie. x (x) V, € V;,+,. D'une manière analogue, x (y) V, € Via. 


I. V = ÿvV. 
Démonstration. Supposons que la représentation x est 
irréductible. Les relations x (x) V,€ Vis, n (y) Vic Ve im- 


pliquent que D V; est un sous-espace invariant de V. Comme l’opéra- 
à = 
teur x (k) possède au moins un vecteur propre, on a >,V;,#(0). On 
À 
tire alors de l’irréductibilité de x que ÿ,V; —j V. Si n n’est pas 
x 


irréductible, il se décompose en une somme directe de représenta- 
tions irréductibles par suite de la simplicité de si (2) et en vertu du 
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théorème de H. Weyl. Par conséquent, pour chaque représentation. 
de dimension finie x on a V — 2}Vi4 

Soit x une représentation irréductible de l’algèbre de Lie sl (2). 
Le nombre des poids de la restriction de la représentation x à H 


étant fini, il existe un poids À, tel que À, + «& n’est pas un poids de- 
la restriction de la représentation x à H. 


III. L'ensemble des poids de la restriction de la représentation x. 
à H est la famille 
ho, —Ay + — A + 2a, ..., Ag — @, Ro. (9.4.2) 
Pour chaque poids }, le nombre À (h) est entier. 
Démonstration. Puisque À, + « n’est pas un poids,ona 
az) Vi, € Vita = (0). (9.4.3) 


Soit € € Va, €0 7 0. Posons €, = 1 (y)*eo; démontrons que le 
vecteur x (x) e:+, est proportionnel à e;. En posant e_, = 0, nous 
voyons que pour 4 — —1 l’assertion est valable en vertu de (9.4.3). 
Lorsque x (x) ex41 = rex pour tous les À <r,ona 
n(r)en =r(r(ye =r(y)rn(re +an()e = 

— HT (y) er-1 + (lo — ra) (h) e, = Ur Êrr 
où 

Ur = Ur —(rœ— À) (h), ui = 0. 

Par conséquent, en vertu de la condition & (k) = 2 (voir (9.4.1)) on a 


k 
Ur = => (ræ — Ào) (k) = —(k +1) (ka (h)/2— 0 (h)) — 
—(k+1)(ko(k)—X). (9.4.4) 


Puisque l’espace V est de dimension finie, il existe un jÿ tel que 
e; Æ 0, ej+1 = 0 (sinon on aurait 0 He, € V;.-r« pour tous les k, 
où les V;,-x« sont linéairement indépendantes, ce qui est en con- 
tradiction avec le fait que V est de dimension finie). Alors uje; — 
= % (x) e;41 = 0, donc u; = 0 et l’on tire de (9.4.4) que À, (k) = j, 
de sorte que À, (h) est un entier non négatif; d’où en vertu de (9.4.4) 
ua = (6 + 1) G — à). (9.4.5) 
Posons 
fÎn=(G—hklesz, k—=0,1, ..., )j. (9.4.6) 
Alors, en vertu de (9.4.5), 


A (Z) fn = kfns A (Y) fn = (Ï — À) fntss 
ah) = (ho) (hf =ÿ—-%f:  k=0, | @.4.7) 
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On tire des relations (9.4.7) que le sous-espace engendré par les vec- 
teurs fo, fi + - -, f; est invariant relativement à la représentation x. 
Puisque x est irréductible par hypothèse, les vecteurs fo, f1, - - ., f, 
forment une base de V. Vu que f, € V,, et fr € Vi,-r« l'ensemble 
des poids associés à la représentation n est {Ao, Ào — @, ... 
..., Àg — ja}. Mais (À, — ja) (h) = Ào (h) — 2j = j — 2j = —ÿj — 
— —}, (h), donc 

Ào — j& = —Ào. (9.4.8) 


Enfin, pour chaque poids À = À, — k«, le nombre À (h) = À, (h) — 
— ka (h) = j — 2k est entier. 


THÉOREME. Soit x une représentation linéaire de l'algèbre de 
Lie sl (2) dans une espace V de dimension finie. À lors 


1) V = DV, et pour chaque poids À le nombre à (h) est entier: 
EN 


2) pour chaque poids À il existe un poids À” tel que À (h) = —X (h) 
et dim V, = dim Ÿ;: 

3) siket}h + 2 sont des poids, alors a (x) V, ÆH0,etsihetki— «a 
sont des poids, alors n (y) V;, Æ 0 

4) si la représentation x est crréductible, vE V,,sest le plus petit 
entier non négatif tel que x (x)**!' v = 0, tandis que t est le plus petit 
entier non négatif tel que x (y) *' v = O0, alors 


n(z)n(y)u=(s+i)iv; n(y)rn(z)v=(t+1)sv (9.4.9) 


Démonstration. Puisque chaque représentation de l’al- 
gèbre de Lie si (2) est complètement réductible, il suffit de démon- 
trer le théorème pour les représentations irréductibles. L’assertion 
1) découle de IT et III ; l’assertion 2) découle de III si l’on prend en 
considération que les sous-espaces V, sont unidimensionnels et que 
(9.4.8) implique — (À, — ka) = À — (j—k)a, O<Kk<j. Dé- 
montrons la propriété 3). Soit À = À, — ka le poids de la représen- 
tation x; si À + & est un poids, alors k>1 et x (x) f, = O en 
vertu de III. Puisque f, € V,, on a n (x) V, = (0). Si À — «@ est 
un poids, alors À <j — 1 et x (y) fr 5 0. 

Démontrons la propriété 4). Il suffit de considérer le cas v — 
= fn. Onas—=k, et t — j — k et l’on tire de la formule (9.4.7) 


nr) a (y) fr = GO—k)n (fan = + G—-A) fi (s + ifr, 
an (y)a()fs = An (y) fin =kG+1-hfi=s(t+1)f,, 
<e qui démontre les égalités (9.4.9). 

REMARQUE’. Pour chaque entier non négatif j les formules 
(9.4.7) déterminent une représentation x de l'algèbre de Lie sl (2) 
dans l’espace V à base fo, f,, - . ., f;. Cette représentation est irré- 


ductible. En effet, si W est un sous-espace invariant de la représen- 
tation x, alors W est invariant, en particulier, relativement à l’opé- 
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rateur x (k), et il est donc engendré par les vecteurs propres de l’opé- 
rateur x (k) situés dans W. Mais tous les vecteurs propres de l’opé- 
rateur x (k) sont fo, fn, . - ., f. Si fx E W, alors f, € W quel que 
soit L = 0, 4, ..., j, de sorte que f, est multiple de x (r)*-!f, pour 
k>1 et f, est multiple de x (y)!-*f, pour [>k. Par conséquent 
W = V, i.e. x est irréductible. 


9.5. Structure des «-séries de racines. Appliquons les résultats 
obtenus à la représentation x de l’algèbre de Lie L,, isomorphe à 
sl (2), où n'est la restriction de la représentation adjointe de l'algèbre 
de Lie ZL à la sous-algèbre L,, et au sous-espace L,s (voir I de 9.3). 


I. Soient «, B des racines de l’agèbre de Lie L, et a 0. Alors la 
a-série S contenant B est constituée par toutes les racines de la forme 
B + ka, où p<k<q. Par ailleurs 

—2 (B, a)/(æ, «) = p + q. (9.5.1) 

Démonstration. Remarquons d’abord que «&(hc) Æ 0 
et donc les différentes racines d’une même a-série prennent des 
valeurs distinctes sur l'élément hkG. Soit H° le sous-espace de H 
engendré par le vecteur A. Chaque racine y de l'algèbre de Lie Z 
définit, par restriction à H°, un certain poids de la représentation 
x de l'algèbre de Lie sl (2). Puisque les sous-espaces L* des racines 
sont unidimensionnels pour & = Ü, la représentation n est soit 
irréductible, soit se présente comme la somme d’une représentation 
irréductible et d'une représentation nulle dans un certain sous-espace 
We L,f\ H (ce qui est possible seulement dans le cas où la a-série S 
contient la racine nulle). Alors la forme de la a-série S se déduit de 
la proposition IIT de 9.4. Puisque les restrictions des racines B + ga 


et B + pa sur H° coïncident avec À, et —À, respectivement, on a 
(B + ga) (ho) = Ào (ha), (B + pa) (kc) = —Ào (ha). En ajoutant 
ces deux égalités membre à membre, on obtient 


28 (ka) + (p + 9) (&, a) = 0, 
d'où l’on tire (9.5.1). 


II. Si &, B et à + B sont des racines non nulles, alors [L*, LP] — 
= Lité 

Démonstration. Nous savons que [L®, LP] L°*P et 
dim L*+P = 1. D'autre part, la propriété 3) du théorème de 9.4 
implique ad (ee) LP (0). 

ITT. Les seules racines proportionnelles à la racine a = O sont 
O0, a, —«. 

Démonstration. Supposons que l’ensemble {ma}, où m 
est un entier et pSm<q, forme la a-série des racines qui con- 
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tient &. Etant donné que [L*, L*] = Oet [L7*, L-®] = 0, il décou- 
le de II que 2x et —2a ne sont pas des racines. Puisque (—«) est 
une racine (voir II de 9.1), on a p = —1, q = 1. Si B = ca« est une 
racine de l’algèbre de Lie, où c est un nombre complexe, alors 
2 (B, a)/(«, x) = 2c doit être un entier en vertu de (9.5.1). Par 
conséquent, si c n'est pas entier, on a c — k + 1/2, où k est entier. 
En vertu de (9.5.1) pour la a-série de la racine f, on ap +gq-= 
= —2k — 1; puisque p L 0 << q, où p et q sont entiers, on a P< 
L—k —1,q > —k. Par conséquent, æ&/2 et —«/2 sont des racines 
de l’agèbre ‘de Lie L; mais alors & — 2 (æœ/2) ne peut être une racine, 
d’après ce que nous venons de démontrer. La contradiction obtenue 
montre que c est un entier, ce qui est contraire à l’hypothèse. Ceci 
termine la démonstration de la proposition III. 


9.6. Racines simples et racines positives. Désignons par H, l’en- 
semble des combinaisons linéaires de vecteurs À; à coefficients 
réels. Alors À, est un espace vectoriel sur le corps R des réels; il 
est évident que À, H. 


J. La dimension de l'espace H, sur KR est égale à la dimension de H 
sur C. La restriction de la forme de Killing à H, est définie positive et 
prend des valeurs réelles. L'algebre de Lie H est égale à la somme directe 
Ho + iH,. 

Démonstration. Soit À l’ensemble des racines non nul- 
les de l’algèbre de Lie ZL relativement à H. On tire de VI, $ 8, et de 
III, 9.1 que 


{h, h')= 21 B (X) B (R°) (9.6.1) 

quels que soient k, h’CE H. En particulier, (A, ha) = > (B (Ra))? = 
à 

= 2 Tfa (&, &)2. D'autre part, (hG, h&) = (&, &«) donc («, «)= 


== Œ To)” . Ainsi (œ, œ) est un nombre posifif. Si Pha; Ba 


sont es entiers définis dans la proposition$ I de 9.95, alors (f (ha))? = 
— (a+ 48) (o, æ)? en vertu de la formule (9.5.1). En substi- 
tuant cette égalité dans (9.6.1), on obtient après des calculs 
évidents que (œ, &) — 4 21 (pBa + ga) *. Pour f« on a 


(ka, hÿ)=(B, &) = —(Psa + 98a) (æ, &)/2; 
ce nombre est réel puisque (œ, &) est réel. Lorsque zx€H,, on 
a z— À, Caha, où les c, sont des nombres réels. Alors B(r)= 


= Ÿ nr (ha) = À Ca (B, &) est un nombre réel, i.e chaque racine 
dEA 


$ 9 STRUCTURE DES ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES 445 


prend sur À, des valeurs réelles. En outre, si z€Æ,, le nombre 
(x, 2) = 2 (B(x)) 
BEA 


(voir (9.6.1)) est non négatif; si (x, zx) — 0, alors $ (x) — 0 quel 
que soit B € À, donc x = 0 (voir IV de 9.1). 

Démontrons que dim À, = dimc H. Il suffit de montrer 
que chaque système {hG} linéairement indépendant sur R l’est 


sur C. Soit Ÿ Àiha, = 0 pour certains À; EC qui ne sont pas tous 
nuls en même temps. Alors DA (ko, ho) = 0. C'est un système 
d'équations linéaires homogènes en À; à coefficients réels (ha,, ha). 
Si un tel système possède une solution complexe non nulle, elle 


possède également une solution réelle non nulle ; mais ceci est impos- 
sible car {k°,} est linéairement indépendant sur K. 


Il est évident que H,fNiH, = (0), d'autre part dimc (H, +iH,)= 
— dime H,, mais dime H, = dimc À, donc H, + iH, = H. Ceci 
termine la démonstration de la proposition I. 

Un ensemble M est dit ordonné par la relation << si pour chaque 
couple de ses éléments a, b on a une et une seule des relations a << b, 
b<aoua = b; les relations a << b et b << c impliquent quea< c. 
Les relations a << b et b>a sont équivalentes par définition. 

Un espace vectoriel réel V de dimension finie est un espace vecto- 
riel ordonné si V est un ensemble ordonné, et la relation d'ordre 
vérifie les conditions suivantes : 

a)siz,yEV,zx>0,y>0, alors r+y>0; 

b) siz€V,r>0,et a est un nombre réel positif, alors ar > 0. 

L'élément zx est positif lorsque x > 0. 

Soit maintenant e,, ..., e, une base de l’espace vectoriel réel Y. 


Posons x > y pourz,y E V six — y — à aie; et si le premier nom- 


bre non nul dans la suite Gi : 46 Ch est positif. Un tel ordre s’ap- 
pelle ordre lexicographique de l’espace V relativement à la base 
ei en 


II. Un espace vectoriel V, muni de l'ordre lexicographique relative- 
ment à une certaine base de V, est un espace vectoriel ordonné. 

La démonstration élémentaire de cette assertion est 
laissée au lecteur. 

Soient V ün espace vectoriel réel de dimension finie, V* l’espace 
des fonctionnelles linéaires sur V, e,, ..., e, une base de V, et 
fs : +: În la base de V* biorthogonale à e,, ..., e, (i.e. f; (e;) — 

À 1 si i=)j, 


.. 4; L'ordre lexicographique de l’espace V* relative- 
0sii] 
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ment à la base f,, . .., f, est appelé ordre lexicographique relativemet 
à la base e,, . .., e;. 

Ainsi, ayant muni l’espace V* de l’ordre lexicographique relative- 
ment à e,, ..., €, nous disons que f > g, f, gE V*, si f(e;) = 
= £g(e;) pour i = 1,..., k et f (ex+1) > g (ex+1). 

Soit k;,, ..., k, une base de l’espace X,. Introduisons dans l’es- 
pace HŸ des fonctionnelles linéaires sur H, l'ordre lexicographique 
relativement à la base h,, ..., h.. 

Une racine est dite positive lorsque c'est un élément positif de 
H$. Une racine positive est dite simple si elle ne peut être représentée 
sous forme de somme de deux racines positives. 

Il est évident que & > 0 si et seulement si 0 = —«, donc l’en- 
semble de toutes les racines non nulles A est la réunion A; [J (—A+), 
où À. est l’ensemble des racines positives. 


III. Si dim H = r, alors il existe exactement r racines simples 
y» - - -, &- qui forment une base de l'espace HS. Chaque racine $ 
peut être représentée sous forme de la somme Smic, où les m; sont des 
entiers de même signe. 

Démonstration. Montrons que les racines simples sont 
linéairement indépendantes. Remarquons tout d’abord que lorsque 
&;, &; sont des racines simples, alors leur différence &; — &; n'est 
pas une racine. En effet, si &; — a; = B € À, on a:soit > 0, et 
alors l'égalité &; = &y; + B est contraire à la simplicité de &;, soit 
B << 0, et l'égalité a«; = &; — f est en contradiction avec la simpli- 
cité de &;. On tire alors de Ï de 9.5 pour f = «&;, a = «j, que 


—2 (ai, ay)j(as, a;) = g>0, (9.6.2) 


car p — 0 en vertu de ce que nous venons de démontrer. Ainsi 

(œ;, ay) <0. : | . 
Supposons maintenant que le système des racines simples est 

linéairement dépendant. Alors, pour certains entiers non négatifs 


&. bj, on doit avoir la relation D(a—b;)æ=0, donc D am 
i 
= > ba; > 0, où les racines simples figurant dans le premier 
j 
et le deuxième membre de l’égalité sont distinctes. Soit y— 


_ 
— > aid; alors 
n 


(y, Y) = @2 di@i, 2 b,a.;) = À aid; (œi, Gj)e 


Puisque (y, y)2>0, a;b;>0, (œ, «y)>0, l'égalité n’est possible 
que dans le cas (y, y) = 0, d'où y = 0. 

Montrons que chaque racine $ => 0 peut être présentée sous 
forme d’une somme de racines simples à coefficients entiers non 
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négatifs. Ceci est évident pour une racine qui est l’élément minimal 
de l’ensemble A, relativement à l’ordre envisagé. Si la racine B > 0 
n'est pas minimale, alors elle est soit simple (dans ce cas notre as- 
sertion est évidente), soit se présente sous la forme B = y + 6, où 
y, Ô sont des racines positives. Il est évident que y < B, Ô<<B; 
donc, en admettant que chaque racine positive f” strictement infé- 
rieure à 6 se représente sous la forme $ = Ÿ) m;a; avec des coeffi- 


cients entiers non négatifs, nous terminerons la démonstration 
par récurrence. 

Enfin, les racines positives engendrent l’espace H* (par exemple, 
en vertu de Î), donc les racines simples engendrent également cet 
espace. Désignons le système des racines simples @,..., æ, par II. 
Les nombres entiers 


Ni — —?2 (œ;, ay)/(@i, ti) (9.6.3) 
sont appelés nombres de Cartan. 


IV. Le système À; des racines positives se retrouve d’une manière 
et d'une seule d'après le système IT des racines simples. 

Démonstration. Il découle de III que chaque racine 
positive B est simple ou se met sous la forme ff = y + &;, où y est 
une racine positive, &; une racine simple. En effet, soit 8 = d'm;a;, 
où les m;, sont des entiers non négatifs. Puisque (B, B) = 2m; X 
X (B, a) >0 et m>0, nous avons (B, &;) > 0 pour au moins 
une valeur de i. Alors il découle de Ï de 9. 5 que 


PBa; + Ga; = —2(B, œ)/(@i, œ) <<; 


donc Pa, < 0; par conséquent, y = f — «&; est une racine. Alors 
ou bien y = 0. i.e. f = «; est une racine simple, ou bien y > 0, 
car si l’on avait y <0, la racine &; = f+(—"7y) ne serait pas simple. 

Trouvons maintenant parmi les expressions de la forme 
S mix;, où les m; sont des entiers non négatifs, celles qui sont des 
racines. Appelons ordre de la combinaison linéaire Ÿ m;a; le nombre 
naturel m — >m;. Les combinaisons linéaires d'ordre 1 sont les 
racines &,. Supposons que l’on a déjà trouvé toutes les racines d'ordre 
<m. Chaque racine d'ordre m + 1 peut être représentée sous la for- 
me y + @&;, où y est une racine d'ordre m. Il suffit donc de détermi- 
ner celles des sommes y + a; qui sont des racines. Soit y  @&;. Mon- 
trons que la @&,-série qui contient y est constituée uniquement par 


des racines positives. En effet, y = Ÿ'mya; + m;a;, où au moins 


JF1 
un des nombres m; est positif. On déduit donc de IIT que le vecteur 
y + ka; = Ÿ mia; + (m; + k) «; peut être une racine seulement 


, 
ee" L 


dans le cas ‘où m; + kZ0; alors y + ka; > 0. En outre, lorsque 
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k<&O, l'expression y + ka; est d'ordre m + km, mais toutes 
<es racines nous sont connues par hypothèse de récurrence. Par 
conséquent, nous connaissons le nombre p défini dans la proposi- 
tion I de 9.5. La relation (9.5.1) se met sous la forme 


p+qg=—2(y, œ)/(œ, œi), 


d'où nous pouvons trouver le nombre qg. Le vecteur y + «; est 
racine si et seulement si g9>1. 

On dit que le système de racines simples II se décompose si II — 
= ]" U T1”, où les ensembles Il” et I1” sont non vides et les sous- 
espaces H” et H” de l’espace H engendrés par les vecteurs A, 
a’ EI”, et h-, «” E IT”, respectivement sont orthogonaux relative- 
ment à la forme de Killing. 


V. Soit L une algèbre de Lie semi-simple. L est simple si et seule- 
ment si le système des racines simples de L ne se décompose pas. 

Démonstration. Soit Il — Il’ {|} Il” et H° 1 H”. Dé- 
signons par AÀ° l’ensemble de toutes les racines positives de la forme 
Ÿ mia, où les m; sont des entiers non négatifs,|æ; € Il’; définissons 
d'une manière analogue A7. Si &’ € A!, alors he = Ÿ mihe, € H”; 
d'une manière analogue, si &” € A’, alors k- € H”, donc deux racines 
quelconques @&°€ A, æ&”E A? sont orthogonales entre elles. La 
différence a&’ — «” ne peut être racine puisque &’ — &” = 2 m;&; — 
— np; où « EA,B;E A7, m>0, n;>0, tandis que chaque 
racine doit admettre la représentation sous forme d’une combinai- 
son linéaire de racines simples à coefficients de même signe. D'autre 
part, il découle de la proposition I de 9.5 que pour la &”-série qui 
contient «on a p+q——21(x", «”)/(œ”, &«”) = 0; comme p = 0 
d’après le précédent, on a q = O, i.e. &’ + &” n’est pas racine. Par 
conséquent, chaque racine positive appartient soit à A’, soit à 
A?, i.e. À = A; {) A°. 

Posons L'=H'+ D'(Le+L-a). Si &, BEA’, alors a+BE 

aEA: 

€AY U (—A). En outre, [H', LJe Leet[Le, L-«]={Ch;} cH'. 
Par conséquent, L’. est une sous-algèbre de Lie de L. Définissons 
d’une manière analogue la sous-algèbre L”. Puisque a’ + «” 
n'est pas racine, on a [L**, L*®]—0. En outre, [hs, eo-]— 
= (a, &’)ex—=0 car (&’, &«’)=0; donc [H', L**’]=0; d'une ma- 
nière analogue [H”, L**]—0. Puisque À est commutative, on 
a [H”", H”]=0. Ceci entraîne [L', L’]—0, i.e. l'algèbre de Lie L 
se décompose en une somme directe des sous-algèbres ZL’ et ZL, 
Ce qui signifie que Z n'est pas simple. 

Supposons maintenant que L n’est pas simple. Alors L = L' + L” 
où L' et L” sont des idéaux de L. Le vecteur e, € L® se représente 
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donc d’une manière et d'une seule sous forme de la somme e, = 


= e +e, où eme EL',e EL”. SihEH, alors 
O=I[h, el—a(h)es={h, e]—a(h)es+[h, ec] —aæ(h)es. 


Comme [h, elEL',{h, ele L”,onafh, e]—a(h)es =0, [h, es] — 
— œ(h)e;—0. D'où l'on tire que e et e, sont situés dans Le. 
Mais dim L*—1, tandis que les vecteurs e&, e& sont orthogonaux ; 
par conséquent, on a soit e«—0, soit es —0. Si ec —0, alors 
IS € L'. L' étant orthogonal à L”, on a e_« 6 L” d'après II de 
9.1, alors e EL’ et L,.€ L'. En outre hkè— —[es, e_al€L'; 
d’une manière analogue, lorsque e —0, on a LL”, L-«c LI, 
ka € L”. 

Désignons par A” (respectivement A”) l’ensemble de toutes les 
racines & telles que L* € L’' (respectivement L*& L”)}. Si &€A’, 
BEA”, on a (&, B)—(ha, hkp)—0 car (L', L”)=0. Alors N— 
= (II N A’) U(H AN A”) et les sous-espaces FC L' et H"EL 
sont orthogonaux. Il est également évident que A =(A fN L')+ 
+ (4 N L”), ce qui termine la démonstration de la proposition V. 


9.7. Base de Weyl dans une algèbre de Lie semi-simple. Soit 


{h,, . .., hk,} une base de H. En ajoutant à cette base les vecteurs 


e, € L* pour toutes les racines non nulles & de l’algèbre de Lie Z, 
on obtient une base de Z. On peut supposer que les vecteurs e, sont 


choisis de manière à avoir (e,, e_,) = —1. On a alors les relations 
[h, éal= & (h) es; (9.7.1) 
(ears al = —hg; (9.7.2) 
0 si atB-Æ0 n'est pas une racine, | 
[ea a1={ ; : (9.7.3) 
Napea+s Si &œ+$B est une racine non nulle; 
(h, hc)=a@(h). (9.7.4) 


Posons N,8 = 0 lorsque & + B = 0 n’est pas une racine. Il découle 
des formules (9.7.1) à (9.7.4) que la structure de l’algèbre de Lie L 
est entièrement définie par les nombres V,$. Indiquons certaines 
relations entre ces nombres. 


[. a) Pour des racines quelconques a, B on a Npo = —N,p. 
b) Soient «a, B, y des racines non nulles telles que a + PB + y = 0. 
À lors 


Nag = Ngy=Ny- (9.7.5) 
c) Soient a, £, y, Ô des racines non nulles telles que à + B + y + 


+ Ô—0, mais les sommes de chaque couple des racines &, B, y, Ô ne 
sont pas nulles. Alors 


N'aëN y + NeN as + NyaNpo = 0. (9.7.6) 
Démonstration. Puisque [e,, es] = —[ep, ea], on a Nopeurs= 
29-0883 
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= — Nholars. Si a+BÆ0 est une racine, alors ec+s 0 et Nop— 
= — Nps. Si œ+B-<0 n'est pas une racine, alors Nos = Npo = 0. 
Ceci démontre l’assertion a). 

Soient ax 0, B0, y 0 des racines et «a+fBf+y—0. Alors 
(es, e,] = Npyepry = Npse-a, donc [ea, (es, ey]] = MNpyleus €-al= 
= — Nha. 11 découle de l'identité de Jacobi pour e, eg, e, que 


Nyvhe + Nyahô+ Naghÿ=0, 


NpyQ + N 08 + Nasy = 0. 
D'autre part, & + B + y = 0. Si la relation (9.7.5) n'était pas 
vraie, alors les racines &, B, y seraient proportionnelles à l’une d’el- 
les, par exemple à &. Alors on aurait soit ff — —a«, soit y = —«. 
Dans chacun des cas une des racines est nulle, ce qui est en contra- 
diction avec l'hypothèse. Par conséquent, l'égalité (9.7.5) est satis- 
faite. 

Enfin, soient æ&, B, y, Ô des racines non nulles et telles que les 
sommes de deux racines quelconques ne sont pas nulles; supposons 
que & + B + y + ô — 0. Alors le, Les, e,]] = Npy lee, eg+yl = 
= NyyNo, p+ve-s, car BP +yÆ0eta + B+y—=—6ôSIN,;, 0, 
alors B + y est une racine ; en appliquant (9.7.5) on obtient l’égalité 
Na, p+y = Nsa = —Nas. D'où l’on tire 

(ea, (es, e] = — Na, Nase-s 
et l'identité de Jacobi pour e,, es, e, donne la relation (9.7.6). Si 


toutes les sommes des couples des racines &, , y, Ô ne sont pas des 
racines, alors (9.7.6) est de la forme 0 = C. 


II. Soient «, B des racines non nulles et a + BÆ0, x = B. Si 
la a-série contenant B est constituée par tous les vecteurs de la forme 
B+ ka, p < k < q, alors 

Démonstration. La racine B n'étant pas multiple de «, 
les sous-espaces L?+** sont unidimensionnels et donc la représen- 
tation de la sous-algèbre de Lie L, — L® + L7* + H° dans l’espa- 


d'où 


q 
ce > LP+*® est irréductible. Servons-nous de l'assertion 4) du 


k= 
théorème 9.4, i.e. des formules (9.4.9). Posons x, = ee, ya — 
— —%2e_,/(æœ, a), alors (9.7.2) et (9.3.2) impliquent pour tous ces 
z, et y, toutes les relations (9.3.1). Alors on tire de (9.4.9) 
[e-a; [a eg]] = — (x, a) [Ya [Ta » eg]]/2 = 
= — (x, a)((1—p)a/2)es. (9.7.8) 
D'autre part, 
[eur (eus 8] = Nople-c, Cats] = Nos -a, «+868. (9.7.9) 
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Si & + B n'est pas racine, alors en vertu de (9.7.3) q= Oet Nes = 0 
et donc on a l'égalité (9. 7. 7). Si « + B est une racine, alors en appli- 
quant l'égalité (9.7.5) aux racines —@, & + 6, —$ on obtient 


Na, a+8 = V8, CG: (9.7.10) 


En substituant (9.7.10) dans (9.7.9) et en comparant avec (9.7.8) 
on obtient 


N'aë8N 8, -a = —(@, æœ)(1—p) g/2; (9.7.11) 
comme V_p.-x = —N-@,-8: (9.7.11) implique (9.7.7). 


III. Soient L, L' des algèbres de Lie simples, H et H° Les sous- 
algèbres de Cartan des algèbres de Lie L et L' respectivement. Soit À 
(respectivement A’) l'ensemble des racines non nulles de l’algèbre de 
Lie L (respectivement L'). Supposons que l'on a choisi des vecteurs 
ex € L” tels que les relations (9.7.1) à (9.7.4) sont vérifiées pour une 
famille donnée de constantes N,,. Soit o une application linéaire bi- 
Jective de l’espace H, sur l'espace H, telle que l'application adjointe 
* envoie Le système A’ sur :le système A. Posons a’ = (p*) -!& pour 
chaque a € À. Il existe alors des vecteurs es. € (L')* vérifiant Les rela- 
tions (9.7.1) à (9.7.4) pour les constantes No,.p = Nops te. 

(ec, e8]= Nopec-+p (9.7.12) 
pour tous les a’, B" € A. 

Démonstration. Les restrictions des formes de Killing 
des algèbres de Lie ZL et L’ à H, et HS sont des formes bilinéaires 
réelles définies positives. On peut identifier grâce à ces formes H, 
avec H5 et H, avec H5*; par conséquent, les formes de Killing sur 
L et L' définissent des produits scalaires sur les espaces réels Hÿ 
et H65°. Montrons que l’application q* de l’espace H5* sur l’espace H$ 
est isométrique relativement à ces produits scalaires. En vertu de la 
proposition I de 9.5 on a l'égalité —2 (B, œ)/(«, a) = p + q pour 
tous les «, B € À, où les nombres p et q sont déterminés par la con- 
dition que la a-série contenant f est constituée par les vecteurs B+ka, 
où pLk<q. Puisque p* est une application bijective de A° sur À 
et conserve les opérations linéaires, on a p = p', q = q’, donc 
—2 (B, a)/(«, &) = —2 (B’, «’}/(&’, a) pour tous les &, B € À, ou 


(B, æ&)/(«, «) = (B’, «’)/(&’, «&’) (9.7.13) 
pour tous les &, B € A. En changeant les rôles de & et B, on obtient 

(œ, B)/(B, B) = (a', B’)/(B", B'). (9.7.14) 
Les relations (9.7.13) et (9.7.14) impliquent l'égalité 

(&, a)/(a”, a’) = (B, B)/(B, B') (9.7.15) 


pour (æ&, B) = 0. En vertu de V, 9.6, il existe pour chaque couple 
de racines &, f € À une suite & — œ, &, . . ., Gn —= B de racines 


29* 
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non nulles de l’algèbre de Lie L vérifiant la condition (&;, &@r+1) # 0 
pour tous les 4 = 1, 2, ..., nr — 1. D'où l'on tire que la relation 
(9.7.15) a lieu pour tous les &, B € A. Soit (B, B)/(B’, B’) = k; alors 
pour chaque a E A on a 


(&œ, &æ) = k(x’, «') (9.7.16) 


où le coefficient À ne dépend pas de &. En substituant l'égalité 
(9.7.16) dans la relation (9.7.13), on obtient 


(æ, B)=k(x, fr) (9.7.17) 


pour tous les &, B € À, où la constante # ne dépend pas de & et f$. 
D'autre part, (9.6.1) implique 


(æ, B)= (he, hÿ) = bL (ke) v (6) = 2 (v, œ)(v, B); (9.7.18) 
d'une manière analogue 
CALE ù (x, æ”) (+°, B°); (9.7.19) 


en substituant (9.7.17) dans (9.7.19), on obtient («, B) = k° (&’, Br’) 
pour tous les &, B € A. Par conséquent À — k*; puisque (a, &) = 0 
pour &œ Æ 0, on a k = 1. 

Passons maintenant à la démonstration proprement dite de l’exis- 
tence des vecteurs vérifiant l'égalité (9.7.12). Pour pouvoir cons- 
truire ces vecteurs par récurrence, munissons l’espace H5 de l'ordre 
lexicographique défini par une base h,, . . ., k, choisie une fois pour 
toutes. Soit p une racine positive de l’algèbre de Lie L; désignons par 
A, l’ensemble de toutes les racines non nulles & qui vérifient l’iné- 
galité —p< œ<p. Supposons déjà construits les vecteurs &- € 


€ L'* pour tous les & € A,, la relation (9.7.12) étant satisfaite pour 
æ, B,a+/$BEA,. Consiruisons le vecteur e;: de la manière suivan- 
te: si p est une racine simple, choisissons alors e;, 0 arbitraire- 
ment ; si p n’est pas simple, elle se met sous la forme p = à + f, 
où a, BE AÀ,,et dans ce cas on définit le vecteur e;, de manière que 
la relation (9.7.12) soit satisfaite pour la décomposition p = «& + f 
donnée. Définissons ensuite le vecteur e,- par la condition 
(es, ep) = —1. 

Si o est une racine positive telle que p<< 0 et s’il n’y a aucune 
autre racine positive entre p et o, alors Aç= A, U {p, —p}; ainsi, 
les vecteurs e;: et e_, une fois construits, les vecteurs voulus 
et. € L'* seront construits pour tous les & € A4. Soient y, 6, y+ 6€ As; 
définissons le nombre NW. s par la relation [ey:, es] = N}, se +6. 
Ayant démontré que W;s= V;,#, nous aurons démontré la rela- 
tion (9.7.12) pour tous les y, 6, Y+ÔE As. 

Si y, Ô et y + 6 sont contenus dans À,, on a N,ys = Ny.,s 
par récurrence. Si y, Ô € A, et y + ô = p, on peut supposer que la 
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décomposition p — y + Ô ne coïncide pas avec la décomposition 
p = « + $. Alors on a & + 5 + (—7y) + (—6) = 0, les sommes des 
couples des racines &, B, —7Y, —6 n'étant pas nulles. En vertu de I, 
c), on a l’égalité (9.7.6). Donc 


NosN, = —Ns, Na. 6 — N y, «lVp, 0: (9.7.20) 
D'une manière analogue, on obtient dans L’ l’égalité 
NE NES ee NE Ne o NraNe à. (07121) 


Puisque les racines B—7y, &œ— 6, «—7y, B—Ô sont contenues dans 
À,, on remarquera que les deuxièmes membres des égalités (9.7.20) 
et (9.7.21) sont identiques par l'hypothèse de récurrence. En outre, 
Nas = Ne:,p d'après la définition du vecteur e,, et NMps#0. D'où 
l’on tire V_,.s—=N_,_5. En nous servant du fait que l’appli- 
cation ®* est isométrique (ce que nous avons déjà démontré), nous 
obtenons (y, y) = (y, v’)}, et Il implique N,aWV... 8 = (1—p) X 
X (Y, VY2=N; 8 N° ,.0, d'où N,s=N;. s. Ainsi, lorsque y + Ô = p, 
on a V;, so =N,,; et N',._s —N._,..:. Si y, ÔCA, et vV+Ô— —p, 
on a —Y, —ÔEA, et (—7y)+(—6ô)—p; d'après ce qui 
précède, NV; 5 —N,.s. Enfin, lorsque y, Ô, —(y+6) sont situés 
dans À,, une des racines seulement peut être égale à +p. En appli- 
quant I b) on réduit la démonstration de l'égalité V,. s = Ne au 
cas ÿ + Ê — +p. Le nombre de racines positives étant fini, le raison- 
nement ci-dessus permet de démontrer la proposition III par récur- 
rence. 


IV. Soient L, L' des algèbres de Lie simples, et H, H° des sous- 
algèbres de Lie de L et L' respectivement. Soit À (respectivement A) 
l'ensemble des racines non nulles de l'algèbre de Lie L (respectivement 
L”). Soit @ une application linéaire bijective de l'espace H, sur l’espace 
H, telle que l'application adjointe q* envoie le système A sur le systè- 
me À. Il existe alors un isomorphisme f de l'algèbre de Lie L sur l'algèbre 
de Lie L' qui prolonge ®. 

Démonstration. Choisissons e, € L” de manière à avoir 
les relations (9.7.1) à (9.7.4). Construisons le système e&- qui vérifie 
les hypothèses de la proposition III. Posons 


f()=@U) pour hEHs fe) = eur  (9.7.22) 


D'après I de 9.6, une base de l’espace vectoriel réel H, est en même 
temps une base de l’espace linéaire complexe A; par conséquent, 
l'application f définie par la formule (9.7.22) peut être prolongée 
à une application linéaire de l’espace vectoriel complexe L dans l’es- 
pace vectoriel complexe L’. Il est évident que f applique une base 
de Z dans une base de L’; c’est donc un isomorphisme de l’espace L 
sur l’espace L’. Montrons que f est un homomorphisme d’algèbres 


454 ALGÈBRES DE LIE [CH X 


de Lie. Nous avons 


(Ch, kh°})=f(0) =0=1[(f(@h), f()}; 
(LR, €a]) = f (@ (h) ea) = & (h) es = &” (p (h)) es = 
—=[p(h), ec] =[f (h), Î (Ca)}; 
f (Lea, e8]) = f (Nasea+s) = Nafeu: +8 = 


= (es, ep]=[f (ea), f(es)], si +60: 
f (lea, e-a]) = f(— ha) = (eur, ea) = [7 (ea), f (e-a)], 


ce qui termine la démonstration de la proposition IV. 
On tire immédiatement de IV 


V. Une algèbre de Lie simple L se détermine uniquement, à un 
isomorphisme près, par l’espace H et le système des racines. 


VI. On peut choisir Les vecteurs e, € L°® de manière à avoir, en plus 
des égalités (9.7.1) à (9.7.4), la relation 


NN > (9.7.23) 


Démonstration. Il est évident que l'application @o: k— 
— —h de l'espace }7, conserve le système des racines, en appli- 
quant chaque racine & dans la racine &’ — — «. Conformément à IV, 
il existe un isomorphisme ® de l’algèbre de Lie ZL sur elle-même 
qui prolonge cette symétrie. Choisissons les vecteurs f€ L* de 
sorte que (fa, f-a) == — 1 et soit O (fo) = f_a — Paf-a Alors (fa fa) —= 
== (fa; fa) = —1, donc PaP-a = 1. Soit ea —=Pa “fes OÙ Pa /* dé- 
signe une ne racines Cr de Pa. Soit (P-a)7 TR )1/*. Alors 
O (ec) = pa "/ “Paf-a = pé ip. Lx‘ f-a =. Puisque ® est un iso- 
morphisme d’algèbres de Lie, on a Nop=No p—N cs pour les 
vecteurs e. € L®, ce qui termine la démonstration. 


VII. Si l'on a la relation (9.7.23), alors N£,p = q (1 — p) X 
X (æ, a)/22>0, i.e. les N4,8 sont des nombres réels. 

La proposition découle immédiatement de IT et VI. Puisque 
g2>0, p<0, on a q (1 — p}/2:>0. 

La base de l’espace L obtenue en complétant une certaine base 
{h1, -.., h,} de l'espace H par des vecteurs e, € L* tels que 


(eur e-a) = —1et N,,p—=N.., -8 s'appelle base de Weyl de l’algébre 
de Lie Z. 


$ 10. Classification des algèbres de Lie simples 


10.1. Schémas de Dynkine et leur classification. Soient L une 
algèbre de Lie simple complexe, et H sa sous-algèbre de Cartan. 
Désignons par II le système des racines simples de l'algèbre de Lie ZL 
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relativement à H. Soit HŸ l’espace vectoriel réel formé des combi- 
naisons linéaires des éléments du système II. 


I. a) Dans l'espace HS la forme de Killing est définie positive et 
prend des valeurs réelles; 

b) II est un système de vecteurs linéairement indépendants dans 

. 
0 ? 

c) lorsque a, f sont des éléments distincts de IT, le nombre ne,g — 
— —2 (x, B)/(x«, «) est entier et non négatif ; 

d) Le système ÎI ne peut être représenté sous forme de réunion de 
sous-ensembles I1' et Il” non vides de manière à ce que chaque vecteur 
de Il’ soit orthogonal à chaque vecteur de II”. 

Démonstration. a) découle de Ï, 9.6; b) se déduit de 
III, 9.6; c) de (9.6.2) et d) de V, 9.6. 


II. Le système IT détermine l'algèbre de Lie L de manière unique 
à un isomorphisme près. 

Démonstration. En vertu de IV, 9.6, le système Il 
détermine uniquement le système A de racines non nulles de l'algèbre 
de Lie L. D'autre part, en vertu de V, 9.7, le système A définit 
l'algèbre de Lie L de manière unique à un isomorphisme près. 

Les propositions Î et II ramènent le problème de la classification 
des algèbres de Lie complexes simples à la recherche de tous les systè- 
mes ÎI de vecteurs de l’espace euclidien de dimension finie qui véri- 
fient les assertions b) à d) de la proposition I. Notons que les pro- 
priétés b) à d) se conservent lorsqu'on multiplie tous les vecteurs du 
système IT par un même nombre À. D'autre part, le système IT déter- 
mine de manière unique le système À de toutes les racines de l’al- 
gèbre de Lie L, tandis que pour toutes les racines &, B € À on doit 


avoir la relation (&, B) = 2 (y, æ) (y, B) (voir (9.6.1)). Aïnsi, le 
Ÿ 


fait que II est un système de racines simples de l'algèbre de Lie déter- 
mine de manière unique le « coefficient de similitude » À. 

Soit II un système de vecteurs de l’espace euclidien réel de dimen- 
sion finie, vérifiant les conditions b) à d) de la proposition I. Soient 
a, BEII; supposons que « = +B et & n’est pas orthogonal à $. Alors 
Nas Æ 0, Ns.a 0, et c) donne 


lala — 4 (&, B)/{(œ, a) (B, B)} = 4 cos° 6, (10.1.1) 


où 6 est l’angle entre les vecteurs & et 6. Par hypothèse, (a, B) 0 


et &« n'est pas proportionnel à ff. Par conséquent, on obtient de 
(10.1.1) 


0 na, B NB, a —4c0$ 0 < 4, 


où le produit ñc,pñs.« est entier. Alors ne, png, « == 1, 2 ou 3. Donc 
le plus petit des nombres entiers ñr4,8 et n8.« est égal à un. Sup- 
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posons, pour fixer les idées, que (&, &«)=>(B, B). Alors nv, p<n8, a) 
donc ña,p—1, ñ8,a —4c0s26 et 


(œ, a)/(B, B) = 78, a/la, 8 = 4 COS? 6. (10.1.2) 


Dans les cas n8. « = 1, 2, 3 on obtient respectivement cos 8 — —1/2, 
—V 9/2, — V 3/2, d'où 8= 21/3, 31/4, 5x/6 respectivement. 

Faisons correspondre à chaque système II un schéma de Dynki- 
ne $, construit de la manière suivante: on figure d'abord chaque 
élément & € II par un point du plan, muni du coefficient numérique 
(&œ, æ); on joint ensuite deux points distincts et non orthogonaux 
4, B par un trait simple, double ou triple suivant que le nombre 
4 cos * 6 est égal à 1, 2 ou 3 respectivement ; lorsque « est orthogonal 
à B, on ne joint pas ces deux points. Nous dirons alors que le schéma S 
correspond au système des racines II. Le nombre d'éléments du systè- 
me II s'appelle ordre du schéma de Dynkine S. Un schéma de Dynkine 
est dit admissible s'il est construit d’après un système II vérifiant les 
conditions b) et c) de la proposition I. Il est évident que le système T1 
vérifie la condition d) si et seulement si le schéma de Dynkine S corres- 
pondant à IT est connexe. 


III. En éliminant dans un schéma de Dynkine admissible quelques- 
uns de ces points (et les traits issus de ces points) on obtient à nouveau un 
schéma de Dynkine admissible. 

Démonstration. Soit $ le schéma de Dynkine qui cor- 
respond au système II. Eliminer de $S un certain nombre de points 
équivaut à éliminer certains éléments du système II. Puisque les 
propriétés b) et c) sont valables pour chaque sous-système IT’ du 
svstème II, le schéma de Dynkine qui correspond au système Il est 
admissible. 


IV. Chaque schéma de Dynkine admissible connexe d'ordre 2 coïn- 
cide (à similitude près) avec un des trois schémas suivants : 


1 12 1 3 71 
O0 DO ED 


Démonstration. («, B)=-0 en vertu de la connexité, 
donc lorsque («, «) > (B, B) on a 4 cos? 6 — (œ, aæ)/(B, B) = 1, 
2 ou 3; les schémas correspondent à ces trois cas. 

Etudions maintenant les propriétés des liaisons des schémas de 
Dynkine admissibles. 


V. Dans un schéma de Dynkine admissible d'ordre n il ne peut 
y avoir plus de (n — 1) couples de points liés. 
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Démonstration. Soit zx= *, æ/V (&, æ). Comme nous le 


EI 
savons, pour des &, B distincts nous avons (@&, B)<0, et lorsque 
(&œ, B)=<0, le nombre 4cos20 n'est pas inférieur à un, donc 
2 (œ, B)/V (œ, &) (B, B)< —1. Si le système Il possède plus de n—1 
couples de vecteurs non orthogonaux, alors 


, BEI 
a +B 


(x, x) > (œ, a)/(œ&, &) +2 ; S, (a, BV (&, a) (B, B)&<n—n—=0, 
d’où z = 0, ce qui est en contradiction avec l’indépendance linéaire 
du système II. 


VI. Un schéma de Dynkine admissible ne contient pas de lignes 
brisées fermées. 

Démonstration. Soit S un schéma de Dynkine admissible. 
Si S contient une ligne brisée fermée S”, alors S” est un schéma ad- 
missible en vertu de III. D’autre part, tous les éléments de S” sont 
liés deux à deux, ce qui est impossible en vertu de V. 


VII. Si S’ est un sous-schéma connexe d'un schéma de Dynkine ad- 
missible S, alors chaque élément a 6 S” ne peut être lié à plus d'un 
élément de S’. 

Démonstration. Supposons que l'élément « du schémaS, 
a & S’, est lié aux éléments $ et y de S’. Puisque le schéma S” 
est connexe, il doit exister une famille $, = f, B,, ..., B, — y 
d'éléments de S”’ dont deux éléments voisins seraient liés. Le sous- 
schéma du schéma S, constitué par l'élément & et les éléments B;, 
i — 0, 1, ..., nr, contiendrait x + 2 éléments et au moins x -- 2 
couples liés, ce qui est impossible en vertu de V. 


VIII. Le nombre mazximal d’arêtes issues d'un même point d'un 
schéma admissible est égal à trois. 

Démonstration. Soit œEII; soient f,,..., B, les 
éléments liés avec &. Si i j, alors f; et f, ne sont pas liés (autre- 
ment les éléments @&, B;, B; formeraient une ligne brisée fermée, ce 
qui est impossible en vertu de VI). 

Par conséquent, si B; = B;, les éléments B; et B;sont orthogonaux. 
Supposons que le vecteur y est orthogonal à tous les B; et est situé 
dans le sous-espace engendré par les vecteurs & et B;. Soit 6, l'angle 
entre «& et y, et 0, l'angle entre & et f,;. Puisque & se décompose sui- 
vant la base orthogonale constituée par les vecteurs y et B;, on a 


cos? 0, + 2, cos” 0, — {. Le système de vecteurs formé de & et B; 


+ 
est linéairement indépendant, et donc le vecteur & n'est pas ortho- 
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gonal à y. Par conséquent cos? 6, & 0 et donc } cos? 8, << 1. Ainsi 
J 


D 4 cos? 6, << 4, où 4 cos? 6; est le nombre d'arêtes qui joignent 
J 
a et By. 


IX. Un schéma admissible connexe de Dynkine d'ordre n >3 
ne peut avoir de liaisons triples. 

Démonstration. Supposons que «& et B sont liés par des 
liaisons triples. Alors (voir VIII), aucune autre arête ne peut être 
issue ni de l'élément &, ni de l’élément $. Puisque, par hypothèse, 
le schéma est connexe, chaque schéma connexe admissible à liaison 
triple entre « et f se réduit aux éléments & et B, i.e. est d'ordre 2. 

Appelons chaîne une suite &@;,, ..., &.+, de points du schéma 
de Dynkine S dans laquelle les éléments voisins &, et œx41, k — 
= 1,..., nr ,sont liés. En vertu de VI, il ne peut y avoir d’autres 
liaisons entre les éléments de la chaîne. Une chaîne donnée C est 
dite homogène si toutes les liaisons qu’elle contient sont simples. 

Chaque chaîne C est évidemment connexe. En vertu de VII, 
chaque élément B € S ne peut être lié à plus d’un élément de C. 


X. Soient S un schéma de Dynkine admissible, C une chaîne ho- 
mogène dans S. Constituons un nouveau schéma de Dynkine S' en rem- 
plaçant la chaîne C par un point unique que l'on suppose lié à l'élément 
BéC par une liaison de multiplicité p (p = 0, 1, 2 ou 3) si l’élé- 
ment $ est lié dans le schéma S par une liaison de multiplicité p avec un 
certain élément de la chaine C. Le schéma S” est admissible. 

Démonstration. Soit Il le système de vecteurs consti- 


n+!i 

tué par tous les vecteurs B & C, BE II, et le vecteur &« — ÿ As 
=! 

où C—{æ, ...,@h,1}. Montrons que le schéma S” correspond au 


système I[”. En effet, si B&C et B est lié à &;, le vecteur B est ortho- 
gonal à tous les a;, jÆi, donc (B,aæ)—(B,@;). D'autre part, 


(æœ, De ÿ ((œi, œi) + 2(œi, Œi,1)) + (Œnsts Œnst) = (Qnsts Ens1)- En 


effet, Disque la chaîne est homogène, on a la, ay, = 1 pour tous 
les i—1,...,n, mais fo, a), — — 2 (œi, &i,1)/(œi, &i), donc (&i, @i) + 
+ 2, m.)=0 pour tous les i—1, ..., n. En outre, d'après 
(10.1.2), on tire de la relation ne, = que (&i, &i)—(@&i,1, @i,1), 
donc (œ;, a) = (ax, &) pour tous les à, k—1, ..., n+1. Par con- 
séquent, (&, œ)—(&œn,1, Œn,1) — (&r, @r) pour tous les k=—1, 

.., n +1. Les liaisons entre les éléments qui ne participent pas 
à la chaîne C n’ont pas changé. Par conséquent le schéma S” cor- 
respond au système Il’, ce système Il” vérifiant l'assertion c) de ls 
proposition I. Il est également évident que les vecteurs du système 
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Il’ sont linéairement indépendants, i.e. on a la condition b) de la 
proposition Ï. Ainsi le schéma de Dynkine S” est admissible. 
XI. Les schémas de Dynkine 


X} Ass 
—D—O- QD (4) 
+" (1) 


De (K) 


ne sont pas admissibles. 
Démonstration. En appliquant X aux chaînes C = {a;, ... 


:; Œn+1} de ces schémas, nous obtenons respectivement les sché- 
mas de Dynkine 


— << X 


qui sont inadmissibles en vertu de VIII. 
XII. Chaque schéma de Dynkine connexe admissible d'ordre n>3 
appartient à une des classes 


O—O- °0° —QO—D—O— © (L) 


O—0- 6e —O (M) 


O—O- 0 (W) 


de) 


Démonstration. En vertu de IX, le schéma de Dynkine 
S connexe admissible ne contient pas de liaisons triples. Supposons 
que $ contient une liaison double, i.e. un sous-schéma constitué 
par deux points réunis par deux traits. Elargissons ce sous-schéma 
jusqu’à obtenir une chaîne maximale C. Si la chaîne C contient deux 
liaisons doubles, alors elle contient un sous-schéma de la forme (1), 
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qui est inadmissible. Lorsque C  S, en vertu de la connexité du 
schéma de Dynkine S, il existe un élément $ é C lié avec un certain 
élément de la chaîne C (cet élément est unique en vertu de VII). 
Si B est lié avec un élément d'extrémité de C, on peut élargir la 
chaîne C en y ajoutant B; ceci est en contradiction avec le fait que 
la chaîne C est maximale. Il ne reste à supposer que B est lié avec 
un élément intérieur de la chaîne C, alors le schéma de Dynkine S 
contient un sous-schéma du type (7) qui est inadmissible. Ceci est 
impossible en vertu de III. Ainsi C = $S, i.e. le schéma de Dynkine S 
est une chaîne qui ne contient qu'une seule liaison double ; le sché- 
ma considéré est donc de la forme (L). 

Supposons maintenant que toutes les liaisons de S sont simples. 
Si chaque point de $S est au plus lié à deux points, la chaîne maxi- 
male C du schéma S coïncide avec S. En effet, si C = S, il existe un 
élément BP € C lié à un élément bien déterminé de la chaîne C'; si B 
est lié à un élément de bout de C, alors la chaîne C peut être élargie 
ce qui est contraire à sa maximalité. Mais f ne peut être lié à aucun 
autre élément de C, puisque, par hypothèse, chaque point du schéma 
de Dynkine S est au plus lié à deux points. La contradiction obtenue 
montre que le schéma S est de la forme (M). 

Supposons enfin que toutes les liaisons de S sont simples, et 
supposons qu'il existe dans S un point lié à trois points. Alors S 
contient un sous-schéma en forme d'étoile à trois branches. Prolon- 


geons ce schéma jusqu’à obtenir un sous-schéma maximal SC S 
à trois branches, i.e. un sous-schéma maximal de la forme (). Si 


S 5 S, alors il existe un élément B 6 $ lié avec un certain élé- 


ment du sous-schéma S (unique en vertu de VII). Comme $ est un 


sous-schéma maximal de la forme (VW), l'élément $ ne peut être lié 
à une des extrémités de S. Mais si B est lié à un élément intérieur 


de S, ceci signifie que $ contient un sous-schéma de la forme (X), 
qui n’est pas admissible. La contradiction obtenue montre que 


S = S,i.e. S est de la forme (W). 


XIII. Soit C = {a;, . .., &,} une chaîne de vecteurs de même lon- 
gueur, ie. (@;, &) = a. Posons a ne kan. Alors («, «) = 
=1 
— n(n + 1) a/2. 


Démonstration. 
n n— 1! 
(œ, a) 2 k2 (ax, a) +2 2 k(k+1) (ax, Œux:) = 
1 


= > ka—n (n<+1) a/2. 
=! 
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THÉOREME. Chaque schéma admissible connexe de Dynkine est 
de l’un des types An: Bn, Cnr Dnr Enr Fi G+ (au multiple commun près), 
où les schémas À, à G, ont la forme suivante 


An O—O ve © (nz1) 

En D — (nz2) 

£, CR re (nz3) 

n, &—k. 8 & Ë (74) 
2 


2 2 2 
Ey Sie ibid 
2 


2 2 -T, 1 
Fy O—O—D-——O 

2 6 
Ce 


(L'indice qui figure dans la notation est égal au nombre d'éléments dans 
le schéma de Dynkine). 

Démonstration. Considérons un schéma de la forme (L). 
Deux éléments liés par une liaison double sont tels que le carré 
de la longueur de l’un des vecteurs est deux fois plus grand que le 
carré de la longueur de l’autre (voir (10.1.2)). Les éléments liés 
par une liaison simple sont de même longueur. Ainsi, à un facteur 
miltiplicatif commun près, chaque schéma du type (L) est de la 
forme 


Î { 1 1 92 2 2 
O—O- 00 O—O—DO—O- 0 6 © 0 
Ky E2 Xp Ep Pg Pgt Pi 
où les racines B,, ..., B, ont un carré de longueur deux fois plus 


p 
grand que celui des racines «æ;, ..., &). Posons a = 2 kan, 


B = D} 8; En vertu de XIII, (&, &) = p(p + 12, (B, B) = 
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— qg(q + 1). Il est évident que (&œ, B) — pq (&p, Ba) — —pq. Puis- 
que les vecteurs & et B ne sont pas colinéaires, on a (æ&, B)* < 
< (a, æ) (B, B) (ie. p°g” < pg (p + 1)(g + 1)/2) ou 2pq < 
<(p+1)(g+1), d’où (p—1)(qg—1)<2. Par conséquent, 
trois cas sont possibles: soit p = 1 et q est arbitraire, soit q = 1 
et p est arbitraire, soit p — g — 2. Les schémas correspondants sont 
Batu Cp+1 et F4 respectivement. Il est évident que les schémas B, 
et C, diffèrent seulement par un facteur. 

Le schéma (M) à n éléments est désigné par (4,). 

Considérons maintenant le schéma (W): 


[ 
. PB: 
{ o 
[1 1 18 
y Xp a) Ê % 
r Ve, 1 
A 


Posons a — D id, B— > ÏB;, V = D kY.. Puisque les vecteurs 


a, B et ou te re : deux, et le vecteur 
n’est pas Eu combinaison linéaire (le système II étant linéai- 
rement indépendant), la somme des carrés des cosinus des angles 
entre le vecteur ô et les vecteurs &, B et y respectivement doit 
être strictement inférieure à un. Trouvons ces cosinus carrés. 
En vertu de XIII on a (&, &) = p (p + 1)/2. Puisque (6, ô) = 1 


et (œ, ô) = p (&p, Ô) — —p/2, le cosinus carré de l’angle 8 ji les 
2p = —(@ 5 
vecteurs & et Ô est égal à cos 6 — me GO 0 — (1— —) ) /2. 


On calcule d’une manière analogue les deux autres cosinus carrés; 
ainsi on doit avoir l'inégalité 

1 1 
Ce Laura" à € mL 


ou 


b+1*+4Q+1%+r+17>1. 


Supposons que p>g>r; alors (p+1)1<(g+1)1< 
<(r + 1)let3> r + 1, i.e. r — 1. On doit alors avoir l'inégalité 
(p + 1)1+(g+1)1>> 1/2, d'où 2/(q + 1) > 1/2, i.e. q< 3. 
Par conséquent, deux cas sont possibles : soit q — 1et p est quelcon- 
que, soit g=—=2 et 2 <p<4. Les schémas correspondants sont 
désignés par D,+4 (p > 1) et E,+4 (2<p<4). 

Le schéma d'ordre 2 à liaison triple est désigné par G:. 
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Le théorème est démontré. 


Les systèmes de racines des algèbres de Lie des types (4,) à 
(G.) sont étudiés en détail dans le livre de N. Bourbaki [11. 


10.2. Quelques propositions auxiliaires. Par la suite nous allons 
construire des algèbres de Lie simples dont les systèmes de racines 
correspondent aux schémas de Dynkine des types 4,, B,, C, et D,. 
Maintenant nous allons démontrer deux propositions qui seront 
nécessaires à la construction de ces algèbres. 


I. Soient L une algèbre de Lie semi-simple, et H sa sous-algèbre 


de Cartan de dimension r. Si le sous-système {a}, i = 1, TS 
du système de toutes les racines est tel que pour chaque racine « de l'al- 
gèbre de Lie L relativement à H on a l'égalité a = +9 m;a,, où les 


m; sont des entiers non négatifs, alors l’ensemble {a;} est un système de 
racines simples. 

Démonstration. Les racines &,, ..., «, engendrent le 
système de toutes les racines dont le rang est égal à la dimension r 
de la sous-algèbre de Lie H. Par conséquent les racines &,, .... @, 
forment une base de l’espace H*. Munissons l'espace HS (voir 9. 6) 
de l’ordre lexicographique correspondant à la base &,, ..., @,. 
Relativement à cet ordre, les racines &,;, . .., &, sont positives, 
et l’ensemble de toutes les racines positives est constitué par les 


racines de la forme > m,a;, où m,>0. Montrons que relativement 
à cet ordre les racines @&,, ..., æ«, sont simples. Supposons que 
&; = B + y, où B et y sont des racines positives. Alors f — 


. NT 
maj, Y — N n;a;, ou m;, n;>0 et œ; — 2 (m; + n;) @ ;. 
J 


[1 découle de l'indépendance linéaire des vecteurs a; quem; + n; = 0 
pour j  i et m; + ni = 1, i.e. une des racines B ou y est égale à «&, 
tandis que l’autre est nulle. Ainsi toutes les racines &; sont simples. 


Il n’y a pas d’autres racints simples, puisque le nombre de racines 
simples est égal à r. 


IT. Soient L une algèbre de Lie complexe, H une sous-algèbre 
abélienne de L, et À l'ensemble fini de fonctionnelles linéaires non 
nulles sur H. Pour chaque fonctionnelle linéaire À (qui n'appartient 
pas nécessairement à A) sur H, désignons par L* l’ensemble de tous les 
éléments À € L tels que [h, x] = À (h) x pour tous les h € H. Suppo- 
sons que les conditions suivantes sont vérifiées: 


a) l'enveloppe linéaire de l’ensemble A coïncide avec l'espace H* 
des fonctionnelles l'néaires sur H ; 


b) lorsque a E A, on a —a € À, et IL”, L_“]-(0) pour chaque 
«æ€A; 


c) L=H+SNL* 
CT 


A 


(10.2.1) 
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Alors L est une algèbre de Lie semi-simple, H est une sous-algèbre de 
Cartan dans L, et la relation (10.2.1) est la décomposition de l'algèbre 
de Lie L relativement à la sous-algèbre de Cartan H. 

Démonstration. Il est évident que la décomposition 
(10.2.1) est la décomposition de l’algèbre de Lie en une somme directe 
de sous-espaces. La condition c) implique que LC H'; puisque H 
est abélienne, on a HE L'; par conséquent H = L'. De la défini- 
tion de ZA et de l’identité de Jacobi, on tire immédiatement que 
pour tous les À, 1 € H* on a [L*, L“]e L'* (voir II, $ 8); en par- 
ticulier, [L*, L*]e H pour tous les & € A. Puisque [L*, L_*] Æ 
-£ (0), on ai L*-+ (0). Fixons & € À et choisissons des éléments 
zy € L*, z-4 € L'® de sorte que l'élément h, — {xe, z°_0) soit dif- 
férent de zéro. 

Considérons l’ensemble Ag,, des éléments de la famille A que 
l'on peut représenter sous la forme f + ka pour un certain entier k. 
Puisque l'ensemble A est fini, l’ensemble Ag, , l’est aussi. Introdui- 
sons le sous-espace V — S' LY. La relation (Li, Le LH 


vVEA 
implique [z,, VIE V'et : Vla V. Par conséquent, la restric- 
tion de l'opérateur ad k, au sous-espace V est le commutateur des 
restrictions au sous-espace V des opérateurs ad z, et ad z_., d’où l’on 
tire que la trace de l'opérateur ad ka dans le sous-espace V est nulle. 
Soit dy la, dimension de l’espace LP+*® (en particulier, d;=0 pour 
B + kœé A, ,); alors la trace de l'opérateur ad h, dans le sous- 
espace L?*"® est égale à dy (B + ka) (ka); donc 
+oo 


O=tr(adhelv)= 2 dy (B+kx) (ha) (10.2.2) 


Rk= — 


(la somme est en fait une somme finie, puisque d,—0 pour 
B + ka À As. a). Transformons la relation (10.2.2), il vient 


+ 00 +00 
B@e) © di=—a(fe) X Ed, 
+ 00 + 00 
où >) d et 3 kd, sont des entiers dont le premier n'est 
h=-00 R= -— © 


pas nul. Par conséquent, pour tous les &, BEA il existe un 
nombre rationnel gs. tel que 


B (ha) = 98, a& (Ra). (10.2.3) 
Si &(ha)=0 on a d'après (10.2.3) B(h«)—0 quel que soit BEA. 
Alors la condition a) implique A(k)—0 pour tous les AC”, 
donc k; —0 ce qui est en contradiction avec la définition de h.. 
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Ainsi 
&(ha) 0 pour chaque &€A. (10.2.4) 


Montrons que dim(L”)=1 pour tous les «€ A. Soit V'= Cr’ a + 

+ Che + 2 L** un sous-espace de l’espace ZL (ici L**=— (0) lors- 
>1 

que kaœG A). Le lecteur vérifiera sans difficulté que le sous-espace 


V'" est invariant relativement aux opérateurs ad x, et adxz°4, et la 
trace de la restriction à V” de l'opérateur adh, est donc égale 


à zéro, car ad Ac|v ={adzrelv, adz=oly-]. Soit 6, la dimension 
de l’espace L“®. Alors la trace de l'opérateur ad, dans l'espace 
L'® est égale à ô,(k«)(he);: en outre, (ad ho) (ha)=0 et 
(ad Ra) (Z_-a) = — a (Ra) T_a, donc 


O=trad hal y = —@ (Ra) F2 kÔ,a (Ra) 
=Î 
ou 


O=a (ha) (— 1+ 81 +263 + ...), (10.2.5) 


où 6, > 1 (car L“ (0)) et 6, >0 pour k > 2. Puisque a (A) Æ 0 
en vertu de (10.2.4), on a ô, + 26, +... —=1,où 6,1 et 6 > 0; 
en substituant ces relations dans (10.2.5), on obtient 6, = 1, i.e. 


dim (L*) = 1 quel que soit «€ A. 
Introduisons les éléments k€ H, rx EL”, CL en posant 
ha = 2ho/a (Ra), Ta = Las La = 2%-a/@ (ho). (10.2.6) 


Alors on tire de la relation ha =[ré, z_e] et de la définition 
de l’espace L° que 


[Ras Tal—=2Ta, ha; La] = —2Tg, [Tas T-a] =ha. (10.2.7) 


Démontrons maintenant que L est une algèbre de Lie semi-simple. 
Soit R le radical de l’algèbre de Lie L. Conformément à IV, $ 3, 
le radical R est invariant relativement à la représentation x de 
l’algèbre de Lie À dans l’espace L, définie par la formule x (h) — 


—=adh. Montrons que R=(RfH)+ Ÿ (RNL*). Soit p la repré- 
GEA 


sentation de l’algèbre de Lie Æ dans l’espace quotient L=LIR 
défini par la représentation x ; soient À, L° les images des espa- 
ces H, L* dans L respectivement. Alors p(h)ñ— 0, p(h) Ta = 
—a(h)z. quels que soient &æ€A, kREH, REH, zCL*. Soit À 
l’ensemble de tous les «CA tels que. L°Æ (0). Le lecteur véri- 
fiera facilement que les sous-espaces L*, &C À, sont linéairement 
30—0883 
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indépendants et H = (0) implique que les sous-espaces À, L°, 
&CA, le sont aussi. Par conséquent, la relation k + ÿ z.€R, 
a€tA 


où kCH,zCL”, implique kEÇER, CR, ie. RE(RNH)+ 
+ S (RNL®). L’inclusion inverse est évidente ; ainsi 
a€A 


R=(RNA)+ À (RNL°). (10.2.8) 


Montrons que R f] L* = (0) pour tous les & € A. En effet, supposons 
le contraire: soit R f\ L* + (0) pour un certain & € A. L° étant 
unidimensionnel, on a R f L® = L*, donc x, € R. Puisque À est 
un idéal, les relations (10.2.7) entraînent que », € R, donc égale- 
ment que z_. € R. L'idéal R est résoluble, mais, d’après ce que 
nous venons de démontrer, il contient les éléments h,, ze, x: le 
sous-espace Ch, + L° + L'® qu'ils engendrent est une sous-algèbre 
de Lie semi-simple de l'algèbre de Lie R, ce qui est contraire à la 
résolubilité de l'algèbre de Lie R. Par conséquent R f\ L* = (0) 
quel que soit œ € A, et la relation (10.2.8) implique R& J. Si 
R = (0) et k est un élément non nul de À, il existe un élément À € 
€ H* tel que À (h) -- 0. La condition a) entraîne qu'il existe un élé- 
ment & € À tel que «& (k) 0. On obtient de la relation [h, za] = 
— @(h) x, que x, = œ(h) ![h, x,] appartient à l'idéal R, ce qui 
est impossible puisque RE H. Ainsi R = (0), i.e. L est une algèbre 
de Lie semi-simple. La relation (10.2.1) implique que H = L, 
i.e. H est sous-algèbre de Cartan de LZ. 


10.3. Algèbres de Lie du type 4, (21). Soit L l'algèbre de Lie 
sl (n + 1, C), i.e. l'algèbre de Lie des matrices carrées complexes 
d'ordre r + 1 et de trace nulle. Soit FH la sous-algèbre de Lie abé- 
lienne de Z constituée par les matrices diagonales. Désignons par 
diag (a, . .., 4n+,) la matrice diagonale dont les éléments diago- 
naux sont des nombres complexes a,, . .., a,+,. Désignons ensuite 
par e;; la matrice dont tous les éléments sont nuls, sauf celui situé 
à l'intersection de la j-ème colonne avec la i-ème ligne, qui est égal 
à un. Il est évident que les matrices e;; — e5+1, 541 (1 < i LR), 
e(iÆj,1 <i,j < n + 1) forment une base de L. 

Soient À, . .., Àn+1 les fonctionnelles linéaires sur H définies 
par les formules À; (diag (a, ..., ah+1)) = &;. Îl est évident que 
At... + Any = 0. Un calcul direct montre que 


[R, ei) — (Ai — À) (h) ei] (10.3.1) 


pour tous les hk € H. Désignons par A l’ensemble des fonctionnelles 
linéaires sur H de la forme À; — À, oüuiÆij,i,j = 1,..., n + 1. 
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Alors pour & € À, &œ = À; — Àj, nous avons conformément à (10.3.1) 
L'=LNN=Ce, (iZÆj), (10.3.2) 


les éléments €; — ej4y, s+1s 1<i<n, formant une base de H; 
donc 


L=HL SL" (10.3.3) 
aEA 


i.e. pour les algèbres de Lie Z et H et la famille À la condition c) 
de la proposition IT de 10.2 est vérifiée. Il est évident que la famille 
À est telle que & € À implique —& € A. Enfin, lorsque «& (h) = 0 
quel que soit à € À, où À — diag (a, . .., a1+1), alors a; = @j4s 
pour tous les i — 1, ..., n; par conséquent À = diag (a, ..., a) 
et tr (k) = (n + 1) a,; comme tr (h) = 0, alors a, = 0; donc À = 0. 
Ainsi on a la condition a) de la proposition II de 10.2. Montrons que 
[L*, L7%13 (0) pour & € À. Si à = — Ày, ii, on a e:, € L°, 
€ ji € L" et 


less, ejil = eu — ee; (i Æ j), (10.3.4) 


donc IL”, L'*] æ (0), i.e. toutes les hypothèses de la proposition I] 
de 10.2 sont satisfaites. Par conséquent, l’algèbre de Lie L = sl X 
X (n + 1, C) est une algèbre de Lie semi-simple, H sa sous-algèbre 
de Cartan, tandis que la décomposition (10.3.3) est la décomposition 
de l’algèbre de Lie L correspondant à la sous-algèbre de Cartan X. 

Trouvons le schéma de Dynkine pour l'algèbre de Lie L. Pour 
cela calculons d’abord la forme de Killing sur L. Soient hk — 
— diag (a, ..., a,+4,) et h° = diag (a,, ..., a,.;) des éléments 
de l'algèbre de Cartan AH; en appliquant la formule (9.6.1), on 
obtient 


(h, h)= Y'a(h)a(h) = Ÿ (a—a;) (ai —a;) — 
&EA +) 
2 2 (ai — a;) (ai —a;) — 
1<i<j<n+i 


2 D (aai+a;a;—ajai —aa;) = 


1<i<j£n+1 
Là ’ NT LA 
= 2 > (aa; + aja;) — 2 > did;. (10.3.5) 
1<i<I<n+1 i+) 


Puisque a +...—+ant; =0 et ai+...<+ans1 =0, on a 


(a+... ans) (ai +... +anr1) = 
n+i 


= D'aai+Y œa;=0. (103.6) 
i=1 i+) 
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En substituant la relation (10.3.6) dans (10.3.5) on obtient 


t n+i 
(k, h') = 2 > (aiai + a;a;) +2 > a;ai — 
1<i<j<n+1 i—1 
n+i 


—2(n +1) 2 aiai. (10.3.7) 


La formule (10.3.7) permet de calculer la forme de Killing de l’al- 
gèbre de Lie L pour des éléments quelconques de la sous-algèbre 
de Cartan X. Posons 


hi,-2, = (2(n+1)) 1 (ei —e;;) (10.3.8) 
pour tous les i-£j; on tire de (10.3.7) 
(h, hi,-1,) = (Mi — À) (h). (10.3.9) 


En comparant les relations (10.3.4) et (10.3.8), nous voyons que 
hi,-1, € [Li Li donc hi,-a, est proportionnel à hi,-a,. 
On tire alors de la première relation (10.2.6) 


h;,-a, = 2 ((A —À;) (ka,-2,)) hij-x, = ei —e) (10.3.10) 
pour tous les à =£ j. 
Désignons par &;, la racine À; — Ay+y, à = 1, ..., n. Alors 
A = {LE (a + ar +... + a), 1Si<j<n}. (10.3.11) 
La proposition I de 10.2 permet de conclure que le système de racines 
S = id: 521 (10.3.12) 


est un système de racines simples de l’algèbre de Lie Z relativement 
à H. Le système des racines positives correspondant est l'ensemble 
de racines de la forme À; — À;, où i<< j. En appliquant la rela- 
tion (9.2.1) et l'égalité (10.3.8), nous obtenons à l’aide de (10.3.7) 
Qu, œ)=(hi-n ha) 

—2.2(n+1).4 1(n+1)2=(n+1) 1  (10.3.13) 
pour tous les i = 1, ..., n. D'une manière analogue, on trouve 
pour i  j 

0 si [i—j| >1, 
(ina —2Di(n+ 1)! si [i—j| = 1. 

I1 découle des relations (10.3.13) et (10.3.14) que 
Po. a, — 1: Ra, a; = 0 si (i—j| > 1, (10.3.15) 


(10.3.14) 
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où les No;, a, SONt les nombres de Cartan définis par la formule (9.6.3). 


Ainsi sl (n + 1, C) est une algèbre de Lie du type 4, (n>1); en 
particulier, sl (r + 1, C) est une algèbre de Lie simple. 


10.4. Algèbres de Lie des types B, (n>1) et D,(n>2). Soient 
m>3 un entier, L l'algèbre de Lie des matrices complexes antisy- 
métriques d'ordre m, i.e. l’algèbre de Lie so (mn, C). Les éléments. de 
l'algèbre de Lie ZL sont les matrices carrées a = (a,,) d’ ordre m 
qui vérifient la condition @pq = —4@gp (p, q = 1, ..., m). Les 
cas m—2n (n>2) et m = 2n + 1 (n>1) sont essentiellement 
différents. 

a) Soit m = 2n + 1,n>1. Changeons la numération des lignes 
et des colonnes des matrices considérées en supposant que les indi- 
ces p, qg parcourent les valeurs —n, —n + 1, ..., 0, 1,...,n 
entières. 


L L'algèbre de Lie L = so (m, C) est isomorphe à l'algèbre de Lie 


des matrices b = (bpa), p, qg = —n, —n +1, ..., n qui vérifient 
la condition 


bg = —D-g,-p Ps9=—n,, —n+1,...,n. (10.4.1) 


Démonstration. Soit aps — —ayp pour tous les p, q — 
= —n, —n +1,...,n, i.e. 


a = —a, (10.4.2) 
où a’ est la a. de a. Introduisons la matrice © — (Sy). 
P:{9=—n, —n+1Â,..., nr en posant 

Il (4 +i)/2 0 (1 — i)/2 


A+iy2 (1—i)/2 
O = 0 1 0 . (10.43) 
(1—i)/2 (1+i)/2 


(1 —i)/2 0 (1 + i)/2 


Soit L l'algèbre de Lie des matrices b de la forme b — oao-, & € L. 


Alors les algèbres de Lie L et L sont isomorphes, et bE€ L si et seu- 
lement si a € L, i.e. 


(o-1bo)" = —0"1b5. (10.4.4) 
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Un calcul direct donne 


(1—i)/2 (1 + i)/2 
ee Ai (+2 

oi _ 1 ; 1e = ©, (10.4.5) 
....d+iy2 (41—iy2 


HD asia (1 — i)/2 
et 
0 1 
1 
o2— L x (10.4.6) 
… 
1 (ù 
Alors on tire des relations (10.4.4), (10.4.5) que b € L si et seulement 
si ob” (0-1) = —c-1bo, i.e. ob'o-! = —o-'bo, d'où 
b" = —o "bo" — —0*bo*. (10.4.7) 


I1 découle de la relation (10.4.6) que l'égalité (10.4.7) est équiva- 
lente aux relations (10.4.1). 


Soit Æ le sous-espace linéaire de L constitué par des matrices 
diagonales. Il est évident que les matrices fpq = pq — €-q, - 


(—n < —q<p < n) forment une base dans l'algèbre de Lie L 
tandis que les matrices exx — e-x, x = fnns Kk = 1, ..., n, forment 
une base dans le sous-espace 77, de sorte que la dimension de H est 
égale à nr. Les relations évidentes 


0 si gÆk ou p=k, qg=l, 
[epa enr] = €pl si g—=k, pÆ I, (10.4.8) 
€Epp — Caq si p=l, q=k, pq 


permettent d'écrire 
[fans fr = O pour tous les 4, k,, 1 < k, k, Sn. (10.4.9) 


Ainsi le sous-espace H est une sous-algèbre de Lie abélienne de L. 
En outre, lorsque —n << —g << pSn, 1 L k L n, on obtient à 
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l’aide de (10.4.8) 


[frs fpal = Enr — Er, hs Ep — 9, -pl = 


si p£+k, gg +k ou p=q—=—+k; 
di si p=k, gÆk; 
— À (ex 9 —€qx) si p=—k, gÆ—k; 
(ep — kh, -p) si pÆk, qg=k; 
(e», -x —€n, -p) si pÆ—k, qg—= —k. 
(10.4.10) 
I1 découle des relations (10.4.10) que l’on a l'égalité 
[fan f pa) = Cpqh] par (10.4.11) 


« 


ou 
0sipæÆ+k, qg#+k ou p—qg——+k, 
Cpan = À —1 Si p=—k, qgÆ—kou qg=k, p#k,  (10.4.12) 
1 si p=—k, gÆk, ou pÆk, g—=—k. 


Si hEH, alors hk— > hnfnn. Posons ho=0, ha = —hp, k—=1,... 
.., nr. Les tone (10.4.12) fournissent 


[R, f pa) = (È Cpaxhn) Îpa ve (h, — ha) Î pq (10.4.13) 


pour tous les h € H. Posons A4 (k) = hx (k = —n, —n + 1, 
-., A); alors 


[R, fpg) = (p — À) (h) pq (10.4.14) 


pour tous les h € H. Soit A l’ensemble des fonctionnelles linéaires 


sur Æ de la forme À, — A4, gp, —p<g. Alors pour a € A, 
@& = Àp — Àq On obtient à L'aide de (10.4.14) 


LL Cf (10.4.15) 


car les fonctionnelles À, — À, 95 p, —p<gq, ne peuvent être 
identiquement nulles sur H et sont distinctes deux à deux. Remar- 
quant que Àp — Àg = — (Ag — Àp), On à À = — A; si (Ag — Àp) (h) = 
— 0 pour tous les PF FU on à (Àp — Àg) (Rk) = 


= h, = 0 pour p = 1, ., n, i.e. k = 0. Enfin, il découle de 
(10.415) que 
L=H+YE", (10.4.16) 
a€tA 


tandis que (10.4.8) implique [fp9; fapl = 2 (fpp — fa) # O0 pour 
p Æ q, i.e. [L*, L'*] + 0. Ainsi, toutes les hypothèses de la propo- 
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sition 11 de 10.2 sont vérifiées, et L est une algèbre de Lie semi-sim- 
ple, H sa sous-algèbre de Cartan, A le système des racines non nulles 


de l’algèbre de Lie L relativement à H. | 
Trouvons le schéma de Dynkine pour l'algèbre de Lie L. 


Soient hk, h'CH, et h= À hafnn, h'= Ÿ hifux. I1 découle de 
= h=1 


(9.6.1) que 
(h, h)= 2 a(kh)a(h)= 2 (h}—ha)(ho—ha). (10.417) 
(17 P+4 4 
p+9>0 


Des calculs analogues à ceux effectués pour les algèbres de Lie du 
type À, (voir (10.3.5) à (10.3.7)) donnent 


(h, h')—=(2n—1) 2. kahk, (10.4.18) 
donc, pour k=£ 0, 
An (h) = (An — Ào) (h) = (k, hi,), (10.4.19) 
où 
hi, =(2n —1) "fan (10.4.20) 
tandis que pour pÆ#0,g9#0,p+qg>0ona 
| (Ap— Ag) (R)=(R, hi -a,); (10.4.21) 
où 
hi, = (2n— 1) (fn — fac). (10.4.22) 
Désignons par &) la racine Àp — Ap+ys p = 1, ..., n — 1, et 


posons Gn —= ÀÂn- Alors 
Âg = La + Lara + ... +Œn si g>0, 
Ag — Àp = Ga + Gr +... Hans Si 0LI<p, 


À = —À-q si g<0, 
Ag—p= — (hat À) si g<0, p>0, 
Nqg—Àp= —(Àp— a) sig>p>0, 
Âg—Ap= — (Ag — hs) si p<0, 
et l’on tire maintenant de la proposition 1 de 10.2 que «;, ..., æ 


est un système de racines simples de l'algèbre de Lie L. En appliquant 
la relation (9.2.1) et les égalités (10.4.20) et (10.4.22), nous obtenons 
(Æp) Ap) = Cu (Ra, -a p+1° hi,-2,,1) = = 


—(22—1)2.2.(2n—1)=2(2n—1) 41 (10.4.23) 
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pour p=1,...,n— 1 et, d'une manière analogue, 

(&n, &n)—=(2r—1)"1, (10.4.24; 
et pour pq on obtient 
0 pour |p—gqg|>1, 


—(2n—1)"! pour |p—q|=1. NN 


y a) =| 


Les égalités (10.4.23) à (10.4.25) suggèrent la forme suivante du 
schéma de Dynkine de l'algèbre de Lie Z: 


Xy Xz my En 
Q—O0- °° 0 
2 2 2 7 


i.e. L est une algèbre de Lie du type B,. Pour #7 = 1 on a B; = A. 
Comme le schéma de Dynkine est connexe, l'algèbre de Lie 
L= s0 (2n +1, C) est simple. 

b) Soit m—2n, n>2. Changeons la numération des lignes 
et des colonnes des éléments des matrices considérées, en supposant 


que les indices p, g parcourent les valeurs entières +1, +2,..., +n) 


IT. L'algèbre de Lie L = so (m, C) est isomorphe à l'algèbre de Lie 
des matrices b = (bg), p, 9 = +1, ..., -n, qui vérifient la cundi- 
lion 

Dpq = — b_9, =p? P; q = + 1, .….., + n. (10.4.26) 

La démonstration de cette proposition est analogue 
à celle de la proposition I. Introduisons la matrice o = (6,,), 
Ps g=+i,...,—+n, en posant 


A+iy2 ©  (“—iy2 
o=! 0  .  o |. (10.4.27) 


4—iy2 O  (“+iy2 


Soit L l'algèbre de Lie des matrices b de la forme b = cac”? a € L. 
Les algèbres de Lie L et L sont isomorphes et l’on a b € L si et seu- 
lement si a € L, i.e. 

(o-1bo) = —o"1bo. (10.4.28) 


Des calculs analogues à ceux qui ont permis de passer de (10.4.4) 
à (10.4.7) nous montrent que la relation (10.4.28) est équivalente 
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à la relation b° — —0*bo*, où 
0 1 


o?= LH (10.4.29) 
1 0 
d'où l’on tire immédiatement que les relations (10.4.26) et (10.4.28) 


sont équivalentes. 


Soit H le sous-espace linéaire de L constitué par des matrices 
diagonales. Il est évident que les matrices fpq = €pq — €-9. -p 
(p + g> 0, p,g—= +1, ..., En) forment une base de l'algèbre 
de Lie L, en outre, les iatéices fn = Ex — en, -n (k = 1, ...,n) 
forment une base de l’espace A, de sorte que la dimension de H est 
égale à nr. De même que dans le cas d’un m impair, les relations 
(10.4.8) impliquent les égalités 

[fans frire] — O0 pour tous les k, k1, 1<k, kr, (10.4.30) 
et 


Lun, pal = Cpanf par (10.4.31) 


« 


où 
0 si pæÆ+k, q tk ou p=qg——+k; 

Cpan = À —1 Si p= —k, g#Æ—k, où g=k, p#k; (10.4.32) 
1 si p=k, gÆk ou pÆ—k, q—= —k. 

I1 découle des relations (10.4.30) que le sous-espace H est une Sous- 


algèbre de Lie abélienne de L. Soit kEH; alors k— 2 hyfnr. Po- 


sons k_x = —h, pour 4 = 4, ..., n et désignons me du la fonc- 
tionnelle linéaire sur ZX, définie par la formule À, (h) = h;,, À — 
—= +1, ..., Hn. Alors les égalités (10.4.31) et (10.4.32) impliquent 


[hk, fpal = (A p — À 9) (h) fpa (10.4.33) 


pour tous les hk € H. Soit A l’ensemble des fonctionnelles linéaires 
sur À de la forme À, — A4, gp, p+gqg>0. Alors pour «€ A, 
& — Àp — À, On tire "de (10. 4 que 


LmL Pr "Cfa, (10.4.34) 


puisque les fonctionnelles À, — À, 9 p, p + q> 0, ne peuvent 
être identiquement nulles sur H et sont deux à deux différentes. 
Notant que (An — À) = — (A3 — À), on a = — si 
(Àq — Àp) (h) =0 pour tous les pq, p+g > 0, on a (A4 — À,) {) = 
= 0, (À — À) (h) = 0 pour tous les g=Ææ+n, donc 


$ 10] CLASSIFICATION DES ALGÊBRES DE LIE SIMPLES 475 


244 (R) = (Âg — À-9) (k) = 0 pour tous les g = —+n, alors À, (h) — 
— 0, i.e. k; = 0 pour tous les k = 1, ..., n, donc k — 0. Enfin 
il découle de (10.4.34) que Z = H + D L°, tandis que (10.4.8) 


aEa 
implique que [fpa, fapl = 2 Üpp — fa) Æ 0 pour pÆg, donc 
{L”, L7*] 0. Ainsi, d'après la proposition II de 10.2, L est une 
algèbre de Lie semi-simple, À sa sous-algèbre de Cartan, A le système 

associé de racines non nulles. 

Trouvons le schéma de Dynkine pour l'algèbre de Lie L. 
Soient k,h'€H,et h= D hyfun, k'= D hifan. D'après (9.6.1) on a 

k=1 k=1 
(,h)= Da(h)a(h)= D (h—hg)(hp—h3);  (10.4.35) 

sé F0 


des calculs analogues à (10.3.5) à (10.3.7) fournissent 
(k,h')=(2n—2) D hyhs. (10.4.36) 
k=1 
Par conséquent, (À, — À) (h) =(h, ha): où 


hi a, = (20 —2) 1 (fpp — fa). (10.4.37) 


Désignons par &@, la racine À,—À,+1, p—1, ..., n—1, et posons 
En = (An —À-n=1) = Àn-1 An. Alors Gi, ...,&, E A et pouri+j>0 
nous avons 
Âp—Ag= pt... +@gi si 0O<Lp<3g; 
ou g<p<0; 
Àp—Ag=(Ap— An) +(Â-q— Ans) + An si p>0>3g; 
À —g= —(Âg—À;) si p<t(©. 
Alors, selon la proposition I de 10.2, Gr + - + An St un système de 
racines simples de l'algèbre de Lie L. Les relations (9.2.1) et les 
égalités (10.4.37) impliquent que 
(Gp: &q) — 
2(2n—2) ! si q—p; 
|—(2n—2) 4 si |p—gq|=1, p<n, g<n; 
—{ —(2n—2)! si p=n—2, q=n (10.4.38) 
ou p=n, q=n—)2; 
( 0 dans les autres cas. 
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Conformément aux relations (10.4.38), le schéma de Dynkine de 
l’algèbre de Lie ZL est de la forme 


Xy & Œy-z An 
006006 s 
2 2 
X7 
2 


i.e. est, un schéma de Dynkine du type D, (n>2). Pour n = 2 ce 
schéma n’est pas connexe et se présente sous la forme 


O O 
2 2 


Pour n = 3 nous avons D, — A4. Pour n>3 l'algèbre de Lie 


L % so (2n, C) est simple puisque son schéma de Dynkine est con- 
nexe. 


10.5. Algèbres de Lie du type C(n>2). Soit L = sp (2n, C), 
n>2, l'algèbre de Lie’ des matrices complexes d’ordre 27 que l’on 
peut représenter sous la forme 


__— : (10.5.1) 


C — a 


où les a, b, c sont des matrices carrées complexes d'ordre », les matri- 
ces b et c sont symétriques, et la matrice a‘ est la transposée de la 
matrice a. Le fait que L est une algèbre de Lie se vérifie ou bien 
par un calcul direct, ou bien en remarquant qu'une matrice x ap- 
partient à L si et seulement si z's + sx — 0, où 


0 1, 
—1, 0 


Soit Æ le sous-espace linéaire de ZL constitué par les matrices diago- 
nales. Soit AT = ei] — Ej+n, Ibn (ë, j = 4, PR n), 


S — 


, 1n est la matrice unité d'ordre nr.  (10.5.2) 


Btj = Eitn, j F Ejtn. i (i,j=1, sent), 
Ey = ei, jin + Ej,itn (i,j=1,...,n) 


Alors la famille f,,, à, j = 1, ..., n;: gi, Li 1<i<j<n, forme 
une base de L, et les éléments fyy, i — 1, ..., n forment une base 
de H. Par conséquent 


L = H + À Chi + D Ceu+ E Ce (10 5.3) 
14) i<)J < 
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Soit hCH ; alors k — Ÿ hifi. Soit AR) = hi: (= Ts. n). 
i=1 
Alors (10.4.8) implique 


[R, fi] = (Mi) (h) fi; (10.5.4a) 
[k, gi] = (Ai +2) (h) gi; (10.5.4b) 
Lh, gl = — (A+) (h) guy. (40.5.4c) 


Soit A l’ensemble des fonctionnelles linéaires sur H de la forme 
M—-bGiÆji,j=1,...,n)et + (4 + A) (i, j =1,. n). 
Il est évident que À — A. Si À (k) = O0 pour tous les À € À, on 
a en particulier (4 + À4) (k) = 24, (h)=0 pour tous les i — 
—=1,..., n, donc À = 0. Les relations (10.5.4) impliquent 


?., —?. hitA —À 
L j 1 = Cf, L ; j 


=Cgi;, L UE Ci, (10.5.5) 
tandis que des relations (10.4.8) on tire 
is fl =fu—tfin Vip Li) = fu + fi, (10.5.6) 


i.e. [L*, L'*] O0 pour tous les & € A. La relation (10.5.3) peut 
s'écrire sous la forme L — H + >, L*. Ainsi toutes les hypothèses 


a€tA 
de la proposition II de 10.2 sont vérifiées, donc L est une algèbre 
de Lie semi-simple, H sa sous-algèbre de Cartan, et À l’ensemble 
des racines non nulles de Z relativement à X. 
Trouvons le schéma de Dynkine pour l’algèbre de Lie ZL. Lors- 


que h= Ÿ hifi, = b hifu, on tire de (9.6.1) et de la défini- 
_ 
tion de A que 


(h, h')= Ÿ a(h)a(h') = 
a€tA 


= À, Gi hs) in) +2 À Gi 4h) (RE +R) = 
=8 2 hhi+ À Oh) (i—h5) + u+R) (i+h)}= 


—8 DE hih: +22 (hihi + hyh;) = (4n +4) D hihi. (10.5.7) 


Par conséquent, (À; — À) (k) = (h, hi,-1,), (A+ À) (R) = (h, hi,+a,), où 
ha, = (&(n+ 1) (fus), hiua,= 
= (4 (n + 1)) 1 (fu + fs). (10.5.8) 
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Désignons par @; la racine À;— is (è—1,...,n—1) et posons 
An —=2À,. Alors &1,...,@, CA, et 
Mi—hj=+...+a@;: Si j>i; 
= a (Ai + À. ;) = + {(œi+ LE + ans) + (a; + ses +a;)} si i<]. 
Les relations (10.5.9) permettent de conclure que le système &,, . .. 
.. On Vérifie les hypothèses de la proposition Î de 10.2; c’est donc 


le système de racines simples de l'algèbre de Lie L. Les relations 
(9.2.1) et les égalités (10.5.8) impliquent 


(_ 2/(4(n+1)) si 1<i—j<n—1; 
A/(&(n+1)) si i—j=n; 
—1/(4(n+1)) si [i—j[=1, i<n, j <<; 


(œi, &;) — —9/(4(n+1)) si i=n, j=n—1, (10.5.10) 
ou i=n—1, j=n, 
0 dans les autres cas. 


Conformément aux relations (40.5.10), le schéma de Dynkine de l’al- 
gèbre de Lie L est de la forme 


y Ep Xp 
ce. ; 


1 1 1 2 


i.e. c’est un schéma de Dynkine du type C, (n=>2). Pour n = 2 
nous avons C: = B,. Comme le schéma de Dynkine de l’algèbre de 
Lie L est connexe, l'algèbre de Lie L = sp (2n, C) est simple. 

Les algèbres de Lie des types 4,, B,, C,, D, sont dites classi- 
ques. Les algèbres de Lie des types Es, ÆE7, Es, F,, G. sont des algèbres 
singulières; elles sont construites, par exemple, dans le livre de 
N. Jacobson fil. 
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Soient L une algèbre de Lie complexe semi-simple, Æ sa sous- 
algèbre de Cartan, et À le système des racines non nulles de l’algèbre 
de Lie L relativement à H. Pour chaque «& € À introduisons l’élé- 
ment hk; de la sous-algèbre de Cartan À en le définissant par la 


condition 
a (h) = (h, ho) (11.1.1) 


pour tous les k € H (la restriction de la forme de Killing sur la sous- 
algèbre de Cartan Æ étant non dégénérée d’après IV de 9.1, l'élément 
ha existe et s’avère défini de manière unique pour tous les & € A). 
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Soit À, le sous-espace réel de Æ engendré par les vecteurs À, & € A, 
et soit À une fonctionnelle linéaire sur Æ,. Désignons par P, l’hyper- 
plan de 77, défini par l’équation À (k) = 0. Soit S; l’application de 
l’espace A, sur lui-même qui à chaque vecteur hk € H, fait corres- 
pondre un vecteur symétrique relativement à l’hyperplan P;. Trou- 
vons l'expression de l'application S;. L'hyperplan P; est donné 
par l’équation À (h) = 0, ïi.e. par l'équation (4, hi) = O (voir 
(11.1.1)). Par conséquent, le vecteur h; est orthogonal à l’hyper- 
plan P;. Remarquant que (k;, h;) = (À, À), on a 


S,(R)=h— 22 (R) (À, A) (hE Hi). (11.1.2) 
Définie comme elle l’est, S: est une transformation orthogonale 


de l’espace À,. Alors pour l’application adjointe Si de l’espace H* 
on a la formule 


SM) =u—2(4, pu) A, ANA(GUEAS). (111.3) 
En effet, on tire de (11.1.1) et (9.2.1) que u (ki) = (À, u), donc 
(u—2(A, p) (Q, AA) GR) = pR—221(R) (A, A7). (11.14) 


Supposons que À = & pour un certain æ € À. Appliquons Sa 
à la racine BE A. On a 


Sa (B)=—B—2(«, B)(x, a)'a (11.15) 
d’après (11.1.3). Conformément à (9.5.1) 
—2(a, B)(a a) "=p+ag, (11.1.6) 


où p <0,qg > 0,et pour tous les entiers À vérifiant l'inégalité 
p<k< gq la fonctionnelle linéaire B + k« appartient à A. Etant 
donné que p < p +gq < g,ontire de (11.1.5) et (11.1.6) l’assertion 
suivante : 


I. S% (B) € À pour tous les a, BE A. 
Soit W le sous-groupe du groupe des transformations orthogona- 
les de l’espace H, engendré par les transformations S,, & € A. 


II. Le groupe W est fini. 

Démonstration. Chaque opérateur S$, @œ€EA, dans 
l'espace H° applique l’ensemble fini A dans A d’après I. Par consé- 
quent, pour chaque élément w du groupe W l'opérateur w* applique A 
dans A. SiwE Wet w*a — a pour tous les & € À, alors l'opérateur 
w* dans l’espace H° est l'identité sur l'enveloppe linéaire de l’en- 
semble A; mais cette enveloppe linéaire coïncide avec H° d’après 
III de 9.6, donc w* est l'opérateur identique sur A? et w est l’iden- 
tité sur H,. Ainsi le groupe W est isomorphe à un sous-groupe du 
groupe des permutations de l’ensemble fini A, done W est un groupe 
fini. 
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Le groupe W s'appelle groupe de Weyl de l’algèbre de Lie LZ. 
On appelle parfois groupe de Weyl le groupe W* constitué par les 
adjoints des éléments du groupe W/. 

Soit Q l’ensemble de tous les éléments h € H, tels que a (h) Æ 0 
quel que soit &« € A. Les sous-ensembles convexes maximaux de l’en- 
semble Q s'appellent domaines fondamentaux de Weyl, ou chambres 
de Weyl. 


III. Soient «;, ..., @, les racines simples de l'algèbre de Lie L 
relativement à H. L'ensemble C, des éléments h € H, tels que «; (h) > 0 
pour tous les i = 1, ..., r est une chambre de Weyl. 

Démonstration. Lorsque h,, h,. EC, on a a@; (th, + 
+ (A —t)h,) = tas (h) + (1 —t)œ(h:) > 0 pour tous les i — 
= 1,...,ret tous les £{ € [0, 1], donc C, est un ensemble convexe. 
Montrons que C, est un sous-ensemble de Q. Supposons le contraire, 
i. e. Co Œ Q, alors il existerait un hk € C, tel que & (h) = 0 pour 
un certain & € À. Mais chaque racine non nulle & se met sous la 
forme a = Ÿ k,a;, où les entiers k, sont de même signe et ne sont pas 
tous nuls; puisque &, (k) >> 0 on a & (h) = 0. La contradiction ob- 
tenue nous montre que C,€ Q. Il est évident que C, est un sous- 
ensemble convexe maximal de Q. 

La chambre de Weyl C, s'appelle chambre de Weyl dominante. 

Soit W” le sous-groupe du groupe W engendré par les symétries 
déterminées par les racines simples, i.e. par les éléments S, — 
= Sa, GÜ=1,...,7r). 


IV. Le groupe W” (et donc le groupe W)) est transitif sur l'ensemble 
des chambres de Weyl, i.e. pour chaque chambre de Weyl C, il existe 
un élément w € W” tel que C, = wC:. 

Démonstration. SiC, est une chambre de Weyl, alors 
pour chaque w € W l’ensemble wC, est convexe. En outre, puisque 
w* applique À dans À, alors w applique l’ensemble Q dans lui- 
même. Etant donné que C,& Q@, on a wC,; © Q. Par conséquent, wC; 
est un sous-ensemble convexe de Q et wC, est contenu dans une cer- 
taine chambre de Weyl. Pour démontrer l'inclusion wC, & Cù il suffit 
donc de montrer qu'il existe, pour chaque élément donné h, € C:, 
un opérateur w € W’ tel que wh, € C,. Soit k, un point donné de C:. 
L'ensemble de points wh,, w € W', est fini; soit wçh, le point le 
plus proche du point hk, parmi les points wh,, w € W”. Si woh, n’ap- 
partient pas à la chambre de Weyl C,, on a @; (wohs) << O pour 
une certaine racine simple &;. Comparons la distance entre w.h,.et h, 
avec la distance entre S,, (w,h,) et h,. Les projections des vecteurs 
ko — wo et ho — Sa, (Wok) sur l'hyperplan P,, sont les mêmes, 
mais les projections de ces vecteurs sur la droite {#h4,, {ER} perpendi- 
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culaire au plan Pa, sont différentes et l’on a 
(lo — Woh, Ra..)| — | @i (Ro) — Œ; (&ohi) —— 


= Qi (Ro) — &; (Woh1). (11.1.7) 
car (ho) >0, œ(Wohs:) << 0; d'autre part, 
(Ro—Sa, (Wok), ka) | = | &i (Ro) —&i (Sa, (Lohs))] = 
= | @i (ko) — @i (wok — 2 (Wok) (œi, &i)"* ho.) | = 

= | @i (ho) + &i (wohi) |. (11.1.8) 
En comparant les deuxièmes membres des égalités (11.1.7) et (11.1.8), 
nous voyons que |; (ho) + @ (wo h1) | << x (ho) — &i (Woh), et 
donc le point Sa, (wh,) est plus proche de k, que wçh,. Par consé- 
quent, le point w,h, n’est pas le point le plus proche de k. La con- 
tradiction obtenue montre que wh, € Co. Ainsi wC, € C,.Un raison- 
nement analogue au précédent montre que w”1C,& C;, donc C, = 
= w (wriC,)E wC, et Co = wCi. 

V.W=W. 

Démonstration. Nous dirons qu'un hyperplan P, limite 
une chambre de Weyl C si la frontière de C contient un sous-ensemble 
ouvert de P,. Il est évident que la chambre C, est limitée par les 
hyperplans Pa, i = 1, ..., r, et par eux seuls. Soient a € A et C: 
une des chambres de Weyl limitées par l’hyperplan P,. Ilexiste un 
opérateur w € W” tel que C, = wC. L'hyperplan P, est l’image par 
cet opérateur d’un certain hyperplan qui limite la chambre C:, 
i.e. d’un certain hyperplan P,.. Mais les seules racines dont l'ensem- 
ble des zéros est P, sont +a; par conséquent wa; = Ha. Si wa; = 
= —a, alors wSa, (@;) = w (—a;) = a, de sorte qu'il existe 
toujours un élément w € Wet une racine simple &, tels que wa; = «. 
Alors évidemment S, — wS,w"!. Etant donné que we W' et 
Sa; E W', on a S, € W” quel que soit æ € À, i.e. W = W. 

On obtient immédiatement de IV et V 


VI. Le groupe de Weyl W est engendré par les symétries Si, i = 
= 1, ...,r, définies par les racines simples. 

Pour les groupes de Weyl de l’algèbre de Lie des types (4,) à (G:) 
voir N. Bourbaki {1|]. 


$ 12. Représentations linéaires des algèbres 
de Lie complexes semi-simples 


. Soient ZL une algèbre de Lie complexe semi-simple, et H sa sous- 
siccbre de Cartan. Soit A le système de racines non nulles de l’algèbre 
de Lie L relativement à H. Supposons que l’espace vectoriel réel 

o est muni de l’ordre lexicographique relativement à une certaine 
31-0883 
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base de H,, de sorte que Z est le système des racines positives, et 
— {a, ..., &,} le système des racines simples. 


I. Les espaces linéaires N}— D L°® et N_— ÿ L°® sont des al- 
0 


a> a<0 
gèbres de Lie nilpotentes, et l’espace L est la somme directe des 
sous-espaces N,, N- et H. 

Démonstration. En remarquant que [L*, LP] L°th 
pour tous les &, B € À (voir II, $ 8), N} et N_ sont des sous-algèbres 
de Lie de L. Montrons que W}, est nilpotente. Soit &« = Zn;a; 
l'expression de la racine & € Z sous forme de combinaison linéaire 
de racines simples (voir III de 9.6); appelons ordre de la racine « 
le nombre m = È2m,;. Soit n l’ordre maximal des racines & € Z. La 
relation [L®, LP] L°*+8 implique que pour chaque xEN, 
(ad r)"*! appique tous les éléments de chacun des sous-espaces L”, 
œ € ©, dans l'élément nul; par conséquent (voir le théorème 1 de 
2.1) l’algèbre de Lie N} est nilpotente. On démontre de même la 
nilpotence de l'algèbre de Lie N_. La décomposition L=N}, + 


+ H + N-_s'obtient de la relation L — H + > L® (voir (8.1.6)). 
0 


a+. 
La décomposition L = N_+H<+N, s'appelle décomposition 
de Cartan de l'algèbre de Lie L. 


II. L'algèbre de Lie N}, (respectivement N._) est engendrée par 


les sous-espaces L' (respectivement L'‘i},i=1,...,r. 
Démonstration. Soit N° la sous-algèbre de Lie de N+ 
engendrée par les sous-espaces L®. supposons que l'on a déjà dé- 
montré que LP N{ pour 0 << B< a. Si & est une racine simple, 
on a par hypothèse L'E N';sia =B+YoùB,y>0,ona0< 
<B<a 0<y<a; donc, en appliquant II de 9.5, on a L* — 
= [L, L'IG (Ni, N!]c N°. On démontre d'une manière analo- 
gue l’assertion correspondante pour la sous-algèbre de Lie N.. 
Posons h;, —2(&, a) ‘het hi—ha,. Alors a (ha) —2 et æ&(h;) — 
— 2 (ai, œj).(@;, @j) = —n;, où ny est un certain nombre entier 
non négatif (voir III, de 9.6 et (9.6.3)). En outre, six€L*,yeL”*, 
on a [x, y]—(zx; y)ha (voir (9.2.3)); donc on peut choisir zx; € Li, 
y:€L'%, de manière à avoir [z, yil—hi. Puisque &—a, n’est 
pas racine, on a [x, y;j]—0 pour i-Æj. Ainsi, l’algèbre de Lie L 
est engendrée par les éléments zxi, yi, hi (i—1, 2, ....r), pour 
lesquels les relations suivantes sont valables (en général ce ne sont 
pas les seules relations qui existent entre les éléments x, ys, hi): 


[zi, y]=0 si ii, | (12.1.1a) 
[zi, yil = hu, (12.1.1b) 
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La, zj]= —n;x,, (12.1.1c) 


Lhs, y) = ni;y;, (12.1.1d) 
[ki, Rh;] = 0 (12.1.1e; 


Soit x une representation linéaire de l'algèbre de Lie ZL dans l’espace 
vectoriel V. Soit À une fonctionnelle linéaire sur À ; désignons par 
V, l’ensemble des vecteurs v € V tels que p (h) v = À (k) v pour tous 
les hk € H. Il est évident que V; est un sous-espace de V et PV, pe 
où V} — V (H, À) a été défini dans 2.4. Si V; & (0), alors la fonc- 
tionnelle À s'appelle poids de la représentation x de l’algèbre de 
Lie L. 


III. Les sous-espaces V, sont linéairement indépendants. 

La proposition découle immédiatement de II 3), de 2.4, étant 
donné que Ve V*. 

IV. Si WC V est un sous-espace invariant de la représentation 


a, alors WN(SV)=N(WN y). 
À À | 


Démonstration. Considérons la représentation v; déterminée 
par la représentation x dans l’espace quotient V/W. En vertu 


de III, la relation D'u1EW (où v,€ Vi) implique w EW. Ainsi. 
x 
WnNn(Ü>v;)e X(W N Vi). D'autre part, la relation D (WNV;,)= 
À x k 
cW N (> Vi) est évidente. 
x 


V. Une représentation de dimension finie x d’une algèbre de Lie 
semi-simple L possède au moins un poids. 

Démonstration. La réstriction de la représentation x 
à la sous-algèbre de Cartan Æ est une représentation (de dimension 
finie) de l’algèbre de Lie H. Soit V, V un sous-espace invariant 
relativement à x (H) et tel que la famille des opérateurs x (H)}v. 
est irréductible. Comme Æ est une algèbre de Lie commutative, 
x (H)]-, est une famille irréductible d’opérateurs permutables 
deux à deux. Alors d’après le lemme de Schur V, est un sous-espace 
unidimensionnel. Si v est un vecteur non nul de V,, alors x (h)vE V, 
pour tous les À € A, i.e. n (h) v — À (hk) v pour un certain À (k). La 
fonction À est un poids. 


VI n (LOVE Vase. 
Démonstration. SivEV, z€L°, alors 
n(h)n(z)v=n(fh, z)u+n(r)r(hk)v= 
=n(a(k)z)u+n(z) (A(R)v)=(&(k)+A(R))n(z)v, (12.12) 
donc n(rz)vE Viiu. | | 
31% 
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VII. Le sous-espace D, V, est invariant relativement à la représen- 
? 


lation x. 
La proposition découle immédiatement de VI. 


Appelons le vecteur v € V vecteur supérieur de la représentation 
à si v E V, pour un certain poids à, x (xz;) v = 0 quel que soit i — 
—4,..., r et si le plus petit sous-espace de Ÿ, invariant relative- 
ment à tous les opérateurs x (x), x € L, et contenant le vecteur v, 
coïncide avec V. Dans ce cas le poids À s’appelle poids supérieur de 
la représentation x *). 

La sous-algèbre de Lie V, étant engendrée par les éléments z,, 
i—=1,...,r, on a nn (x) v = 0 pour tous les x E N.. Considé- 
rons le sous-espace B = H + N}, dans l'algèbre de Lie ZL. Il est 
évident que B est une sous-algèbre de Lie de Z et N., est un idéal 
de B, étant donné que [H, N,]c N}, en vertu de (12.14.1c). Remar- 
quant que x (h)v = À (h) v pour hE Het rn(x)v = 0 pourzEN,, 
le sous-espace unidimensionnel engendré par le vecteur v est inva- 
riant relativement aux opérateurs x (b), b € B. 

Soient U, U,, U- les algèbres enveloppantes universelles des 
algèbres de Lie, L, B, N_ respectivement. Choisissons dans Z une 
base de la forme n;,...,n5, h,, ..., h,, n}, ..., ni, où n° € 
EN, et h; € H. En appliquant à cette base le théorème de Poincaré- 
Birkhoff-Witt (voir le théorème de 6.3), nous voyons que x (U) v — 
= x (U_) v, car x (U,) v est contenu dans le sous-espace unidimen- 
sionnel Cv engendre par le vecteur v. 

Considérons le sous-espace Cv + V,,, où la somme s'étend à 
tous les poids L tels que la différence À — u se met sous forme de 
combinaison linéaire des racines &, à coefficients entiers non négatifs. 
Ce sous-espace contient le vecteur v et il est invariant relativement 
à l'algèbre de Lie N_; en effet, pour chaque racine positive &« nous 
avons x (L'*) V,S V,,. et la fonctionnelle À — (u — œ) = (A—u)+ 
+ « peut être mise sous la forme > mis, Où les entiers m; sont non 
négatifs. Puisque na (U_)v=n(U)v et x (U_)ve Cv + >, 
on a en vertu de la définition du vecteur de poids supérieur Cv + 
+ 3, V, — V. Par conséquent, 


VIII. Si À est Le poids supérieur de la représentation x, alors le 
sous-espace V; est unidimenSionnel et chaque poids u de la représenta- 


*) Cette définition diffère de la définition du vecteur supérieur et de celle 
du poids supérieur donnée pour les représentations des groupes (voir chapitres 
Viet VII), car nous exigeons ici que le vecteur supérieur soit un vecteur cycli- 
que de la Hhene Pour les représentations irréductibles, cette condi- 
tion est véritiée automatiquement. . 
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tion x peut être mis sous la forme u — À — Ÿ'm,a,, où les m, sont des 
entiers non négatifs. En outre, V = SV, = n (U-) v. 

Il est évident que la proposition VIII implique les propositions 
suivantes : 


IX. Le poids supérieur À se détermine uniquement par la représen- 
lation 71. 


X. Les sous-espaces de poids V,, sont de dimension finie. 
Démonstration. Nous savons que V—n(U_)v et 


y € L'"i. Par conséquent, le sous-espace V, est linéairement engen- 


dré par les vecteurs de la forme nr (y:,)...n (yi.) V, OÙ ij,  - ., Üp 
est une famille telle que À — æ&i, — ... — @i, — pu. Comme il n'y 
a qu'un nombre fini de familles {i,, . .., i,} qui possèdent cette 


propriété, V, est de dimension finie. 

Passons à la classification des représentations de dimension finie 
d'une algèbre de Lie complexe semi-simple L. En vertu du théorème 
de réductibilité complète (voir 7.2), nous pouvons nous limiter à 
l’étude des représentations irréductibles. 


XI. Chaque représentation irréductible x de dimension finie pos- 
sède un vecteur supérieur déterminé de manière unique à un coefficient 
près. 

Démonstration. En vertu de V la représentation x 
possède au moins un poids. Puisque x est une représentation de dimen- 
sion finie, il découle de III que l’ensemble des poids de la représenta- 
tion x est fini. Par conséquent, il existe un poids À de la représenta- 
tion x tel que À + &; n’est pas un poids pour tous les i = 1, ...,r. 
I1 découle alors de VI que x (x;) v = 0 pour i = 1, .- .., r quel que 
soit v € V,i.e. x (N+) vu = 0. La représentation x étant irréductible, 
pour tout v # 0 le sous-espace de V invariant relativement aux opé- 
rateurs x (x), x € L, et contenant le vecteur v, coïncide avec V. Par 
conséquent, chaque vecteur v € V; non nul est un vecteur supérieur 
de la représentation x dans le sous-espace V; correspondant, qui 
est unidimensionnel d’après VIII. 

Supposons que les »; € H sont choisis de manière à avoir &; (h) = 
= (h, h;) pour tous les À € H et pour toutes les racines simples œ4. 


TH£ÉOREME 1. La fonctionnelle linéaire À est le poids supérieur 
d'une certaine représentation irréductible x de dimension finie de l'al- 
gèbre de Lie L si et seulement si tous les À (h3), i = 1, . .., r. sont des 
entiers non négatifs. Chaque représentation irréductible x de dimension 
finie de l'algèbre de Lie L dans l’espace V possède un poids supérieur. 
V étant la somme directe des sous-espaces V,,; pour chaque racine « et 
chaque poids u le nombre u (h;) est entier; si j et u + & sont des 


poids de la représentation x, alors x (L*) V, — (0). Soit P l’ensemble de 
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tous les poids de la représentation n. L'ensemble P est alors fini et inva- 
riant relativement à la famille des opérateurs adjoints des éléments du 
groupe de Weyl W de l'algèbre de Lie L. Si un = o*v pour un certain 
cEW on a dim V; — dim Ÿ,.. 

Démonstration. Soit nr une représentation irréductible 
de l’algèbre de Lie Z dans l’espace V. En vertu de XI, la représenta- 
tion x possède un vecteur supérieur v. Soit À le poids supérieur de la 
représentation x. D'après VE chaque poids u de la représentation 


x est de la forme u = À — 2 mit;, où m;,>0 sont des entiers, V 


étant la somme directe de sous-espaces V,. Soit u un poids de la 
représentation x; soit & une racine de l'algèbre de Lie L. Posons 


ÿ — D Vite. Supposons que L, est la sous-algèbre de Lie de l’al- 


gèbre de Lie L engendrée par les vecteurs e,, e_.,h, (voir IV de 9.3). 
Le sous-espace Ÿ est invariant relativement à x (L,), étant donné 
que x (L*) V,S Vi: pour tout poids u et x (H) V,c V,. Comme 
a (h;) = 2, les différents poids de la forme u + jæ prennent sur 
h, des valeurs distinctes. Appliquons le théorème de 9.4 à la repré- 
sentation x de l'algèbre de Lie L, dans l'espace Ÿ, définie par la 


formule x (x) v = x (x) v pour tous les x € L,, v E V. En vertu de 
ce théorème, le nombre 2u (k,) (&œ (kh.))"! est entier. En outre, il 
existe un poids n° de la représentation x de l'algèbre de Lie L, dans 
l’espace V tel que n° (k;) = —mu (k;). Par conséquent, (u + un”) X 
X (ka) = 0, ie. (u + up’, &) = 0. Mais le poids u', comme tout 
poids de la représentation x, est de. la forme u” = u + ja, où j est 
un entier. En substituant l'égalité u' = u + ja dans la relation 
(u + pu’, &) = 0, nous obtenons 2 (y, a) + j (&, &) = 0, i.e. j — 
= —2{(u, a) (a, a) et p'=up+ja = u—92(u, a), (a, a)'a = 
— S£ (u). Ainsi l’ensemble des poids de la représentation x est inva- 
riant relativement au groupe de Weyl W* engendré par les transfor- 
mations Sé. Il découle également du théorème de 9.4 que dim V, — 
— dim V,-; alors pour chaque poids v obtenu de u par une trans- 
formation du groupe de Weyl on a dim V, = dim V,. Enfin, si 
u + & est un poids et x € L*, x 0, on a en vertu de (9.4.7) la rela- 
tion x (x) V, # (0). 

Appliquons les résultats trouvés ci-dessus au poids supérieur À. 
D'après ce que nous venons de démontrer la fonctionnelle S? (À) = 
= À — À (hk;) &; est un poids. D'autre part, chaque poids est de la 
forme À — 2)m,a,. où les m, sont des entiers non négatifs. Par 
conséquent, À (:;) est un entier non négatif. Alors pour chaque 
racine ne a = Nina; le nombre À(k) = (À, «) = 

= (à, > na) = nn; (h;) est un entier non négatif. 
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Réciproquement, soit À une fonctionnelle linéaire sur H. Dési- 
gnons par /; l'idéal à gauche de l’algèbre U engendré par l'algèbre 
de Lie NV. et les éléments de la forme À — À (h)je, où hE H,e étant 
l'élément unité de l’algèbre U. Envisageons la représentation natu- 
relle p de l’algèbre de Lie L dans l’espace U/1;,, engendrée par les 
opérateurs de multiplication à gauche par les éléments de l'algèbre 
de Lie L. Soit v l’image de l’élément unité e € U dans l’espace U/1;. 
Montrons que v est le vecteur supérieur de la représentation p à poids À. 
En effet, on a hk—A(h)e€lI;, donc p (h — À (kh)e)v =0; en outre 
N,c I, donc p(N,)v—=0. Enfin, chaque sous-espace de l’espace 
U/T;, invariant relativement à la représentation p, est invariant 
aussi relativement à tous les opérateurs de multiplication à gauche 
par tous les éléments de l'algèbre U ; mais Uv = UT), i.e. le sous- 
espace minimal de ÜU/1;, invariant relativement à la représenta- 
tion p et contenant v, coïncide avec U/1;. Ainsi v est le vecteur supé- 
rieur de la représentation p à poids À. 

Montrons que p # O0, i.e. 7,  U. Soit 1; l'idéal à gauche de 
l'algèbre VU, engendré par l'algèbre de. Lie V, et les éléments de la 
forme À — À (h)e, hk € H. Soit p, une représentation de l'algèbre U, 
correspondant à une représentation unidimensionnelle 8 (de l’algèbre 
de Lie B) telle que 8 (k) = À (h) 1, 8 (n) = 0 pour kAEH,nEN, 
(la fonctionnelle linéaire 6 étant nulle sur [B, B] = N,, 6 est 
effectivement une représentation de l’algèbre de Lie B). L'idéal 
I; est contenu dans le noyau de la représentation p,, donc 7;  U,. 
En appliquant le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, on remarque 
que U = U_U, ne coïncide pas avec 7, = U_I;, i.e. p est une 
représentation non nulle de l’algèbre de Lie Z (en général de dimen- 
sion infinie) à poids supérieur À. 

Soit 7 un sous-espace invariant de l’espece V’ — U/1,. En 
vertu de VIII, V' = SV, ; d'après IV, on a également l'égalité 

m 


T = S (T NV). Comme le sous-espace Vi est unidimensionnel 


m1 
d'après VIII, alors T MN Vi — (0) ou égal à Vi; dans le dernier 
cas T contient le vecteur supérieur, i.e. T = V”’. Ainsi, si T  V”, 
alors Tœ Ÿ Vi. La somme V” de tous les sous-espaces invariants 
h#A | 


contenus dans YŸ V; est un sous-espace invariant qui ne coïncide 


MES 

pas avec V’. Il est évident que la représentation x de l'algèbre de 
Lie L dans l’espace quotient V = V'/V" déterminée par la repré- 
sentation p est une représentation irréductible à poids supérieur À. 

Soit p, une autre représentation irréductible de l'algèbre de 
Lie L à poids supérieur À. Soit Z € U l'ensemble de tous les x € U 
tels que x (x) v = 0. Il est évident que Z contient N, et tous les 
éléments de la forme k — À (h) e, où h € H. Par conséquent, 7 = J,, 
et donc la représentation p,, isomorphe à la représentation naturelle 
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de l’algèbre de Lie L dans U/1I, est également isomorphe à une repré- 
sentation quotient de la représentation de l’algèbre de Lie L dans 
UIT,, i.e. p, est isomorphe à une représentation quotient de la repré- 
sentation p. Puisque p, est irréductible, Z est un idéal à gauche 
maximal (de l’algèbre ÜU) contenant 7;,. Cependant, comme nous 
l'avons vu dans le paragraphe précédent, l’idéal maximal (de l’al- 
gèbre ÜU) contenant 7;,, est déterminé uniquement. Par conséquent, 
p, est équivalent à x, i.e. une représentation irréductible se détermine 
de manière unique par son poids supérieur. 

Supposons que À (h;), i = 1, ..., r, sont des entiers non néga- 
tifs. Montrons que dans ce cas l’espace Ÿ est de dimension finie. 
Soit L; la sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie L engendrée par 
les éléments zx;, y;, h;. Soit M; l'enveloppe linéaire du vecteur v et 
des vecteurs de la forme x (z,) ... x (z,) v, où nr est un nombre 
naturel quelconque, tandis que les z,, ..., z, sont des éléments 
quelconques de l’algèbre de Lie Z;. Alors le sous-espace M, est 
invariant relativement à ZL; et possède v pour vecteur supérieur. 
D'autre part, M, est la somme directe des espaces de poids relati- 
vement à L;, tandis que chaque poids de l’algèbre de Lie L; dans 
M; est de la forme À — ka;, où k est un entier non négatif, donc le 


sous-espace M, est engendré par les vecteurs (x (y;)}*v, où k sont 
des nombres entiers non négatifs (voir VIII) Siji,onaflx;, y;l — 
— 0, donc n (x) n (y; v = x (y) x (x;)v; mais zx; EN,, donc 
n(z;)v—=0et x (x) n (y;)*v = 0. Ainsi l'opérateur n (xj) est nul 
sur M;. L'espace M; étant la somme directe des espaces de poids 
et l'espace de poids supérieur étant unidimensionnel (voir VIII), 
chaque sous-espace Mi € M; propre, invariant relativement à L;, 


est contenu dans le sous-espace 2 V,. Puisque x (x;) = 0 sur MW; 


pour j£ i, le sous-espace M: est Hoasen aussi relativement à ZT} 
pour j # i. Par conséquent, M; est invariant relativement à l’al- 
gèbre de Lie V.,. Notons maintenant que Mi est invariant Re 
vement à la sous-algèbre de Cartan H. En effet, puisque œi(h;) = 2, 
il correspond à des poids distincts de la représentation x dans le 
sous-espace M;, i.e. à des poids distincts de la forme (À — ka;), 
les différents poids de la représentation de l’algèbre de Lie ZL; dans 


M;; par conséquent, Mi — ba (MiNV,). Ainsi le sous-espace M; 


+ 


est invariant relativement à l’algèbre de Lie B—H+N, et 
Mic à V,. Par conséquent, x (U)M =nx(U)a(v,) Me 


ST Ü) (S 2 y.) (as 2 V.. Alors les vecteurs non nuls de Ai 


ne sont pas cites OU la représentation x, ce qui est en contra- 
diction avec l’irréductibilité de la représentation n si x (U) Mi 
Æ (0). Donc x (U) Mi = (0) et Mi = (0), i.e. la représentation 
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de l’algèbre de Lie L; dans le sous-espace M; est irréductible. En 
vertu de III, 9.4, il existe une représentation irréductible de dimen- 
sion finie de l’algèbre de Lie L; à poids supérieur À; comme nous 
le savons, toute représentation irréductible se détermine d'une 
manière unique par son poids supérieur, i.e. M; est de dimension 
finie. 

Soit 7 ; la famille de tous les sous-espaces de dimension finie 
de l’espace Ÿ, invariants relativement à l'algèbre de Lie L;. Si M, 
N ES ;, alors la somme M + N appartient également à .7 ;. En outre, 
si M ES ;, alors le sous-espace x (L) M est de dimension finie et 


n(L)r(LlMenti(lL, L)M+n(L)n(L)Ment(L)M, (121.3) 


i.e. A(L)ME.Ti. Soit M: la réunion de tous les sous-espaces de 
la famille  ;. Comme r(L)M€CS; pour MET;, M, est invariant 
relativement à L. D'autre part, M;C%: et vCM:i, donc vel; 
et M; = ; 

Soit un poids de la représentation x; soit v, € V,. Le sous- 
espace 2 Varie, est invariant relativement à l’algèbre de Lie Z,;; 


d’après ce qui précède, il existe un sous-espace M de dimension 
finie, invariant relativement à L;, contenu dans >» Vutra, et conte- 
R 


nant le vecteur v,. De même que pour la représentation x de l’al- 


gèbre de Lie L, dans l'espace V, nous obtenons alors que S?u est 
un poids de la représentation x. Remarquant que le groupe de Weyl 
W est engendré par les transformations S; (voir VI, $ 11), l’ensem- 
ble P des poids de la représentation x est invariant relativement au 
groupe de Weyl W. 

En vertu de X, tous les sous-espaces V,, sont de dimension finie. 
Montrons que l’ensemble P est fini; on en tirera que l’espace V 
est de dimension finie. Soit u € P. Choisissons dans l’ensemble fini 
des poids adjoints du poids u relativement au groupe de Weyl un 
poids v tel que o*v — v ne soit pas une combinaison linéaire des 
racines &; à coefficients entiers non négatifs pour tout o € W X {e}. 
Pour le poids S?v = v— v(h;) œ; on a Sÿv — v — —v(h;) «œ;, 
le nombre v (h;) étant un entier non négatif en vertu des égalités 
v=h— 2imja; et v(h;) = À (k;— 2Zimja, (hs), où Ah), my, 
&j (k;) sont des entiers. Par conséquent, v (k:)20 pour tous les. 


i — À, ...,r, i.e. tout poids u est adjoint d'un poids v tel que les. 
v (k;) sont des entiers non négatifs, quel que soit i = 1, ...,r. 
Soit v = À — Dia. Désignons B = D m;a; alors 

(4, À) u (v, v) a (B, B) + 2 (v, B), (12.1.4) 
où 


(v, B)= > mi (v, œ)= (1/2) © miv Gi) (ui, @) > 0, (12.1.5) 
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on tire donc de (12.1.4) que 
(A, À) > (v, v), (12.1.6) 


i.e. le poids v appartient à l’ensemble réticulé des éléments entiers 
de la forme À — S'mja; dans l’espace H# contenus dans la boule 


de rayon (4, À) de centre à l’origine des coordonnées. Par consé- 
quent, le nombre des poids v est fini. Mais chaque poids est adjoint 
relativement au groupe de Weyl d’un des poids v, or le groupe de 
Weyl est fini; par conséquent, l’ensemble P des poids de la repré- 
sentation x est fini, ce qui termine la démonstration du théorème. 


$ 13. Caractères des représentations irréductibles 
de dimension finie d’une algèbre de Lie semi-simple 


13.1. Définition du caractère et propriétés fondamentales. Soit x 
une représentation linéaire irréductible de l’algèbre de Lie L dans 
un espace linéaire complexe Ÿ de dimension finie. La représenta- 
tion x détermine uniquement la représentation de l'algèbre univer- 
selle enveloppante Ü de l'algèbre de Lie Z dans le même espace V 
(voir II de 6.3). Désignons à nouveau cette représentation par n. 
Posons 


x (x) = (dim V)-'trx (x) (13.1.1) 


pour tous les x € U. Il est évident que la formule (13.1.1} définit 
une fonction linéaire % sur l’algèbre ÜU. Cette fonction s'appelle 
caractère *) de la représentation x. 


I. La représentation x est déterminée de manière unique par son 
caractère à une équivalence près. 

Démonstration. D'après le théorème de Burnside 
(voir M. Naïmark [2]), les opérateurs x (x), x € U, forment 
l'algèbre de tous les opérateurs linéaires dans l’espace V. Supposons 
que Y (ax) — 0 pour tous les x € Ù ; alorstr x (ax) — tr (x (a) x (x)) — 
—= 0 pour tous les zx € U. Par conséquent, 


tr (x (a) T) = 0 (13.1.2) 
pour tous les opérateurs linéaires T dans l’espace V. On tire de (13.1.2) 
n (a) = 0. (13.1.3) 


Désignons par 7 l'idéal constitué par les éléments a € U tels 
que x (ax) = 0 pour tous les x € U. Il découle de (13.1.3) que l’al- 
gèbre quotient de l'algèbre associative U par l'idéal Z est isomorphe 
à l'algèbre L (V) de tous les opérateurs linéaires dans l’espace 


*) La fonction % (r) définie par la formule (13.1.1) est parfois appelée 


caractère normalisé de la représentation x, tandis que la fonction } (z) =tr x (x), 
.z € V, s'appelle alors caractère de la représentation x. 
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Soient x et x' des représentations de l’algèbre de Lie L dans 
les espaces V et V” respectivement, et supposons que les caractères 
des représentations x et x’ sont égaux. Alors les algèbres L (V) 
et L (V”) sont isomorphes, étant isomorphes à l’algèbre U/7. On sait 
(voir M. Naïmark ([2]) que chaque isomorphisme entre L (V) 
et L (V’) est engendré par un certain isomorphisme entre les espa- 
ces V et V”; c’est cet isomorphisme entre V et V” qui établit l’équi- 
valence des représentations x et x’. 


13.2. Quelques propriétés de l’algèbre enveloppante. Montrons 
que chaque caractère y est bien déterminé par sa restriction à la 
sous-algèbre U (H) € U (L), i.e. à l’algèbre enveloppante univer- 
selle de la sous-algèbre de Cartan H dans L. 


I]. Chaque élément xÇU peut être représenté sous la forme 
hk+?y, [zi, yil où hRÇU(H), xiEL, y:EU, de sorte que l'espace 
i=1 


U est la somme des sous-espaces U (H) et [L, U]. En outre, U — 
=U(H)+{U, U]. 

Démonstration. Considérons une algèbre symétrique S 
sur l’espace L (i.e. l'algèbre enveloppante universelle de l’algèbre 
de Lie abélienne, construite à partir de l’espace linéaire L en y intro- 
duisant la commutation triviale [x, y], = 0 pour tous les x, y € L). 
L'algèbre S est l’algèbre quotient de l’algèbre tensorielle de T sur ZL 
par l'idéal J engendré par les éléments de la forme x @ y — y@ x 
(x, y € L). Soit M l’espace des tenseurs symétriques sur L. En appli- 
quant l'opération de symétrisation à un élément arbitraire de l’al- 
gèbre tensorielle 7, nous remarquons que l’espace T est la somme 
directe des espaces J et M. Ainsi, l'application canonique de T 
sur 7/J — S est un isomorphisme, désignons-le par f, de l’espace M 
sur $S. Identifions les espaces M et S à l’aide de cet isomorphisme. 

Prolongeons la représentation adjointe de l'algèbre de Lie ZL 
à une représentation de l’algèbre de Lie L dans l’espace T en posant 


ad z(z; © ... Sr) 2 n@ .. QIz, ml@... @z,. (13.21) 


Il est évident que l'opérateur ad x laisse invariants les sous-espaces 
J et M. Par conséquent, la restriction des opérateurs ad x au sous- 
espace M détermine une représentation p de l’algèbre de Lie L dans M; 
l'isomorphisme f de l’espace M sur S définit une représentation © 
de l’algèbre de Lie L dans l’espace S et cette représentation est 
équivalente à p, de sorte que o = fpf”!. 

Soit Z l'idéal de l’algèbre tensorielle 7 engendré par les éléments 
de la forme ®,,, = x ® y — y @ x — [x, yl. La formule (13.2.1) 
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permet d'écrire 


(ad 2) (p..,) =1z, xl @ y + zx @ [z, y]—[z, y] @ r— 
—y(@Iz, z]—[2, (x, Y)]= Peau 2x). + Prtad se (13-2.2} 


La relation (13.2.2) nous montre que l'idéal J est invariant relative- 
ment à tous les opérateurs ad x, zx € L. Désignons par + la repré- 
sentation de l’algèbre de Lie L dans l’algèbre quotient U = T'I 
définie par la représentation z — ad z de l'algèbre ZL dans T. Il 
découle du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt que l’espace T7 est 
la somme directe du sous-espace M et de l'idéal 7. L'application 
canonique de l’algèbre 7 sur U — T/I détermine donc un isomor- 
phisme des espaces M et U; il est évident que cet isomorphisme 
établit l’équivalence des représentations p et t de l’algèbre de Lie L 
dans les espaces M et U respectivement. D'où l’on tire que les repré- 
sentations © et t sont équivalentes. Il est tout aussi évident que 
l’isomorphisme entre les espaces ÜU et S qui réalise l’équivalence 
des représentations t et © applique le sous-espace U (4H) & U sur 
le sous-espace S (H) € S, où S (H) est l’algèbre symétrique sur H. 

Soit R le plus petit sous-espace de l’espace S contenant S (H) 
et invariant relativement à la représentation © de l’algèbre de Lie L. 
Soit À un élément de la sous-algèbre de Lie H tel que «& (h) = 0 pour 
chaque racine «. Soit &, ..., &, une certaine famille de racines; 


Soit ex, € L“i; introduisons des nombres n; de manière à avoir 
l'égalité [ecs, €a;] — Riai+a;. Alors on tire de (13.2.1) 


(ad Ex) (Ex, LA ea h"PT1) — > Nilas .…. Éa;+@; .….. Ex "PT! —— 


—(—p+n+1) oh) ex, :.. ex h"TP. (13.2.3) 


Le sous-espace R contient S (A), en particulier k"* € R. Par 
récurrence sur p on obtient alors de la formule (13.2.3) que le sous- 
espace À (invariant relativement à ad L) contient tous les éléments 
de la forme ec, ... ex h""?, p=1,...,n, où h est choisi de 
manière à avoir & (4)  O pour toutes les racines &. Mais chaque 
élément À € H est la différence de deux éléments h, et hk, tels que 
a (h;) Æ 0 pour chaque racine non nulle & et i = 1, 2 (en effet, 
l’ensemble des éléments À € H tels que & (k) — 0 pour une certaine 
racine non nulle & est une réunion finie d'hyperplans de H). Par 
conséquent, l’espace S (H) est engendré par les puissances de tous 
les éléments » € H tels que « (4) = 0 pour les racines & non nulles. 
D'où l’on obtient que le sous-espace R contient tous les éléments 
de la forme ex, ... e«_h* pour tous les h € H. Ainsi R = S. Mais 


chaque élément de À peut se mettre, par définition, sous la forme 
d’une somme d’un certain élément de S (H) et d’une combinaison 


linéaire d'éléments de sous-espaces de la forme o(z:)(o(x2) ( -.. 
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(0 (zx) (S (H))...), x1, .…., 2x, E L,donc S=RES(H)+ XL) {S(H). 
Alors, en se servant de l’isomorphisme entre $ et U, on obtient 
UaU (+ 2 (ad L)* (U (A)), ie. UGU(H)+IL, UJEU(H)+ 
+{U, UJEU et U=U(H)+[L, U]=U (M) +[U, U]. 


IT. La fonction x est définie de manière unique par sa restriction 
à la sous-algèbre U (H). 

La proposition s'obtient immédiatement de Î; en remarquant 
que la trace du commutateur de deux opérateurs linéaires est nulle, 
on a pour chaque zx EU 


x,(2) = (im PJ" tea (2) = (im V)" (tr x (+ Ÿ Lei. v)) = 
= (dimV})-ftr(n(h) + > En (ci), x (yi)]) = (dim VJt'trx(h)—%x(h). 


m 
si z—h—+ S [x, vil. 
i= 1 


13.3. Quelques propositions auxiliaires. Soient V et V’ des 
espaces vectoriels de dimension finie, en dualité relativement à la 
forme bilinéaire (v, v'). Soit S" (V) l'enveloppe linéaire des élé- 


ments de la forme z,7, ... zm, où z, E V; l’ordre des éléments 
Tir + + +) Im ANS LiZe -  - Im ne joue aucun rôle. Posons 
m 
(1 Um vi... 0m) D [T (ve cou), (13.3.1) 
CESm i=1 
où S, est le groupe des permutations des indices 1, 2, ..., m. 


Comme l'expression dans le deuxième membre de (13.3.1) est poly- 
linéaire et symétrique d’une part par rapport aux v; et d’autre part 
par rapport aux vi, la formule (13.3.1) définit effectivement une 
forme bilinéaire sur S® (V) x S” (V”). On tire en particulier de 
(13.3.1) que 


(01... Um, v'")= ml [] (ui, v’) (13.3.2) 
i=1 


pour tous les v,, ..., Um € V et v’ € V'. Définissons pour chaque 
v' € V” la fonctionnelle linéaire e”’ sur S (V) (la somme directe des 
espaces $S” (V)), en posant 


AU _ Up; e”)= Î (Us, 0°) (13.3.3) 
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pour tous les p naturels et tous les v,, ..., v, € V. La formule 
(13.3.2) implique l'égalité formelle 


s 2} (ml)-u" (13.3.4) 


dans laquelle on suppose que v’” s’annule sur S”" (V) lorsque nr  m. 
La relation (13.3.3) permet de conclure que l’application x — (x, e‘’) 
de l’algèbre S (V) dans le corps des nombres complexes est un homo- 
morphisme qui applique 1 dans 1 et v dans (v, v’). En outre, on tire 
de Ja relation (13.3.4) et de la formule du binôme que 


evievz — eri+v2, (13.3.5) 


où le produit dans le premier membre doit être considéré comme le 
produit des homomorphismes de l’algèbre S (V) dans le corps des 
nombres complexes, i.e. (eve?) (x) — e'i (x)e'? (x) pour tous les 
zES(V). 

Soit œ&, ..., æ&, le système des racines simples de l’algèbre de 
Lie L; supposons que «@; (h) = (hk, h;) pour tous les h € H. Soit P 
le groupe additif des fonctionnelles linéaires À sur Æ telles que 
À (k;) sont des entiers; soit P,; le sous-ensemble de P constitué de 
tous les À € P tels que À (k;)>0 pour tous les i = 1, ..., r. Soit 
À l'algèbre des fonctions complexes sur P non nulles en un nombre 
fini de points, dans laquelle la multiplication est définie comme le 
produit de convolution 


Gre)(a)= 21 1 ()e (ec). (18.3.6) 


Soit e* une fonction sur P égale à un au point À et nulle aux autres 
points. Alors {ek, À € P} est une base de À, et 


eh» eh — eÀtu, (13.3.7) 


Cette relation permet d’identifier par la suite l’élément ei € À 
à la fonctionnelle eÀ sur S (H) définie par la formule (13.3.4). 

Soit B la sous-algèbre de À engendrée par les combinaisons 
linéaires des éléments eÀ, où À € P. Posons x; — e"i, où À, (k;)=1 pour. 
i = j, A (h;) = 0 pour i£ ji. 

D'après (13.3.7), chaque élément e*, où À E P};, peut se mettre 
sous la forme ex — (em), (er) th) = zh) ,,, xAGhn), où 
les À (k;) sont des entiers non négatifs. Puisque les ‘éléments ex, 
À E P., forment une base de B, l'algèbre B est isomorphe à l'algèbre 
des polynômes des variables zx,, ..., x, à coefficients complexes. 
De même, l’algèbre À peut être identifiée à à l algèbre des polynômes 
des variables Ti Si DU droit 

Soient W le groupe de WeyL : Pie de Lie Z, et W* l’en- 
semble des opérateurs adjoints des opérateurs du groupe W. Pour 
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chaque w € W* posons 
im (8) — eva), LEP, (13.3.8) 


et prolongeons la transformation w linéairement à toute l’algèbre À. 
Par definition, chaque élément du groupe de Weyl est un opérateur 
orthogonal, donc le déterminant de chaque opérateur w, w € W*, 
est égal à +1. Appelons l’élément a € À symétrique si w (a) = a et 
antisymétrique si w (a) = (det w) a pour tous les w € W#*. 
L'élément a € À est symétrique (respectivement antisymétrique) si 


et seulement si Sÿa — a (respectivement Sa — —a) pour tous les 
5 P i — 1, ...,r. Ceci découle immédiatement de la rela- 
os det SŸ — er étant donné que les éléments S; engendrent 


tout le groupe de Weyl W (voir $ 11). 
Introduisons dans l’algèbre À l'opération d’alternation en posant 


Alt (a) = oo: (det uw) w (a). (13.3.9) 


I. L'élément Alt (a) est antisymétrique pour tout a € À. 
Démonstration. Lorsquew €W,ona 


u, (AIt (a)) = Pr (det w) wow (a) — 2 det (u5w) w (a) = 
— det (4;') D (det w) w (a) = det (w,') Alt (a) — det (w») Alt (a). 
wEu'* 


Si a est un élément antisymétrique, la formule (13.3.9) implique 
immédiatement Alt (a) = | W]|a, où | W | est l’ordre du groupe de 
Weyl. Par conséquent, l'application a —]| W |! Alt (a) est un 
opérateur qui projette l'algèbre À sur l’ensemble C des éléments 
antisymétriques de l'algèbre À. Comme C est évidemment un sous- 
espace linéaire de À, chaque élément x € C peut être représenté 
sous forme de combinaison linéaire des éléments Alt (e*) — 


= D (detw)e”4. Il est clair que Alt (e“)) — (det w) Alt (e*) 


wEW’* 
pour tous les ÀE P, w E W*; donc, en construisant une base de 
l’espace C à partir des éléments Alt (ex) on peut se limiter aux eélé- 
ments e* pour des fonctionnelles linéaires À telles que À>w (À) 
pour tous les w € W*. En effet, pour chaque À € P il existe, parmi 
le nombre fini d'éléments w (À), w € W*, une fonctionnelle À, maxi- 
male dans cet ensemble pour l’ordre lexicographique, et Alt (ex) 
est proportionnel à Alt (eÀ). 

Etudions les propriétés des fonctionnelles À € P telles que 
w (À) ZA pour tous les w € W#. 


II. La symétrie S° effectue une commutation des racines positives 
non égales à &;:; en outre, SŸ (œ;) = —i. 
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Démonstration. Soit &« — V2 une racine positive. 
R=1 


X (a, æ;)"læ;) + À) max. (a) est un AE racines te 
REi 


donc tous les coefficients dans la décomposition de S?a relative- 
ment à ce système doivent être de même signe. Si m; << 2 (&, &;) X 
X (@;, œi)”!, on a mx <0 pour k 5 i. D'autre part, & est une racine 
positive, donc m,>0. Par conséquent, m, = O0 pour k = i, i.e. « 
est proportionnelle à &;. En vertu de IIT, 9.5, cela signifie que 
a — à;; alors Sa; — @; — 2 (a, @i) (œi, @;) "a; = —a;. Mais si 
miZ>2 (@œ, &;) (æ&;, &;)"!, alors tous les coefficients dans la décom- 
position de S? (&«) relativement au système {a;} sont non négatifs, 
i.e. S? (œ) est une racine positive. 


JT. Si AS (A) alors A(h;)>0. 

Démonstration. S?(A)—A—2(À, @;)(œ, æ&;)'aæ;, donc la 
condition ÀAZS?(À) est équivalente à la condition (4, œ)>0, 
l. €. A (hR:)>0. 


IV. Soit ÀC P. La condition w(A)-< À est vérifiée pour tous les 


wEW*, w#1, si et seulement si on a À (hi) >0 pour i—1, r. 
Démonstration. Si À (ki) LO, alors SF (À) — À — Ah) >. 
Réciproquement, soit À (k;)>0 pour tous les i—1,..., r. Mon- 


trons que &(À) < À pour tous les wEW*, w-Æ1. Cette condition 
est vérifiée pour w—S?, puisque ÀAZ>ST(A)—À—A(h;)aæ. Soit 
p>1; supposons que l'inégalité À > w (À) est démontrée pour tous 
les w € W* que l’on peut représenter sous forme de produit de 
g < p symétries S?. Soit w—S? ... Si y = Los, OÙ Wp—Si, ... 
Si, . Alors & (À) = (SF, à) = ur (À) À (ha D) Wo (@; D) Si wo (&: 2) 
est une racine positive, alors w(À) <w (A) <A. Supposons que 
Lo (@i ,) St une racine ge Désignons par À le plus petit 
nombre tel que Si, (@i D) > 0 pour tous les /=>%k. Par 
Sir 
hypothèse, w, (a; )< 0, done kS 1: d'autre part, on peut sup- 
poser que S?, Z S? (dans le cas contraire on aurait pu simpli- 
=1 1p 
fier l'expression pour w en se servant de l'égalité Si, — 1), donc 
ll +. SŸ.., (œ; D) > 0, i. €. +. Par définition, Si, 


, (@i, 7: et” A _.(S?, _ (@i np) < 0. En vertu de JL, 
on en ire que Si, (a: ÿ= , . ‘En posant Lo = SE... 5 ee 
W, = Si . .S? y °n ur Wo= LS? EUZ où w,(@; )= a. . I 
est évident que UGS a (05) — Si), : particulier wiS? (wi) = 
= Si, WS? ss? ui et w— aS?, = w,S4, USE, = Sig Le = 


= WU, i. €. Up peut. se mettre sous forme de produit de p—2 
symétries S?, et l'inégalité w(À) << À est vérifiée par récurrence. 
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V. SiA (h;) = 0 pour un certain i = 1, ..., r, alors Alt (e) = OC. 

Démonstration. Il découle de l'hypothèse que S? (À) — 
— À. Soit W' le sous-ensemble de W qui coupe chaque classe d’équi- 
valence wH du groupe W suivant le sous-groupe Æ = {1, S;} exacte- 
ment une fois. Alors 


Cie os {(det 2) er + det (wS?) e"#)2)} = 0, 


puisque det S? — —1. 


VI. Chaque élément antisymétrique de l'algèbre A est une combi- 
naison linéaire d'éléments de la forme Alt (e), où À (h;) > 0 pour 
tous Les i—1,...,r. 

Démonstration. Sia€C, alors a est une combinaison 
linéaire d'éléments de la forme Alt (e4) et l’on peut supposer que 
Aixœw (à) pour wE€WY*. Il ne reste qu’à appliquer III, IV et V. 


VII. Soit « une racine non nulle, a € À, S%a — —a. Alors l’élé- 
ment a se met sous la forme a = (1 — e-%) b, où bE A. 

Démonstration. Puisque (1—S2) a — 2a, on a en posant 
a = > anet, a, EC et en appliquant (13.3.8) et (13.3.5) 


a= (1/2) (1— $%) a = (1/2) S ai (1 — SE) «à — 
= S'(a/2) (A — ae) D (01/2) à {4 — (ee) Ve, 


où les À (h:) sont des entiers. Puisque 1—(e-a) Ve = (4 — 6-0) LUN 
pour un certain b,€ À on a a—(1—e-«) Ÿ (a/2) ebs. 

Désignons par p la demi-somme de toutes les racines positives 
de l’algèbre de Lie L. 


VIII. Si a€C, alors a = Db, où bE À, tandis que 
D=eæ [[ 4—e-2)= [] (ex/2—e-/2), (13.3.10) 
a>0 a>0 


Démonstration. Rappelons que l'algèbre À est iso- 
Dore à l'algèbre des polynômes en les variables x, .. +» Zn 
11, ..., zr'. Les éléments e correspondent à certains monômes 
de 7 algèbre À. Les éléments x; — 1, à = 1, ..., r, appartiennent 
à l’algèbre des polynômes en z,, ..., x, et, évidemment, sont des 
éléments irréductibles *) de cette algèbre. Pour chaque & > 0 


l'élément e est appliqué dans e*! par une certaine transformation w 
appartenant au groupe de Weyl, donc les éléments de l’algèbre des 


*) Rappelons qu'un élément x d’une algèbre commutative À est dit irré- 
ductible, ou simple, si dans une décomposition quelconque z = zr:, m1 € 4, 
zx, € A. un au moins des éléments x, et 7, se réduit à À. 
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polynômes en z1, . .., x, qui correspondent aux éléments et — 1 
de la sous-algèbre B € À sont des éléments see de J’al- 
gèbre À. En effet, si e* — 1 = a;a,, où a, & €A,onaeïi —1= 

— b,b,, où b, — w (a), bd, = w (a), donc x, — 1 = f, . fe (x), 
Où f1, f sont les polynômes en Lis has ddr sn 2 2. EE multi 
pliant la dernière égalité par une puissance suffisamment grande 
du monôme zx, ..., de on obtient ziN ... zN(xz; — 1) — 
= P, (x) Pa (x), où P; = 2N ... zNf,(r), i = 1, 2, sont des poly- 
nômes en Z, .-., Z. Il découle de l’unicité de la décomposition 
en facteurs simples dans l’anneau des polynômes de n variables 
(voir A. Kouroch {1]) que l’un des polynômes P, ou P, est 


un monôme en Zy, -.., Tri par conséquent, soit f1, SOit fe est un 
monôme en 2j, « . -, Lys Li, + TZ”, i.e. est un élément inver- 
sible de l'algèbre À. : 

Soit a EC; puisque det S£ — —1, on a Séa — —a pour tous 


les &« > 0. En vertu de VII, on en tire que l'élément a se représente 
sous la forme (1 — e-) b,, où b, E À pour tous les & > 0. Les 
éléments (4 — e-%) = e-% (e& — 1) sont simples entre eux pour des 
a > 0 distincts, alors d’après le théorème de la décomposition en 
facteurs simples dans l’anneau des polynômes de r variables l’éle- 


ment a € C se met sous la forme a — I (1 — e-<) b, = € au (1 — 
— e7%) (e-Pb,) = Db, où b,, b € À. La D ODdition VIII est dérontrés. 


Trouvons S*D. Les facteurs de D différents de e*i/? ee 


a./2 -œiie 


sont deux à deux permutables d’après IT, tandis que e ÿ“”—e 
a pour image e %*—e%? e*#*_e"%*), Par conséquent, 
SD — —D pour tous les i—1,...,r, donc DEC. 


IX. D = Alt (er). 

Démonstration. En vertu de la formule (13.3.10) l’élé- 
ment D est une combinaison linéaire des éléments eÀ tels que p> 
> À >—p. Par conséquent, si D — > c; Alt (e*), on peut supposer 
que la somme dans le deuxième membre s'étend seulement à des À 
tels que p Zw(À) > —p pour tous les w € W*. En effet, s’il existe 
un À Pet un w Ê W#* tels que c; 5 0, tandis que la relation p > 
> w(ÀA)> —p n'est pas vérifiée, alors les relations Alt (e*) — 


Di _(det w) e”® et c, £ O impliquent que la décomposition 


de l'élément D € À relativement à la base {el} contient un élément 
eh dont l’exposant u = w (À) ne vérifie pas l'inégalité P>hZ> —P. 
D'autre part, les éléments Alt (el) sont antisymétriques, et d' après 
VIII Alt (e4) = Db,, où b; € À. 

Comparons les termes supérieurs et inférieurs du premier et du 
deuxième membre de l’égalité Alt (e*) — Db,. Le terme supérieur e# 
du produit Db, est égal au produit des termes supérieurs de D et 
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de b;, i.e. pu > p; de même, le terme inférieur e* du produit Db, 
est égal au produit des termes inférieurs de D et de b,, i.e. v < —p; 
d'autre part, les exposants des termes supérieur et inférieur de l’ex- 
pression Alt (e}) sont compris par définition entre p et —p. On en 
tire que les termes supérieur et inférieur de b, sont des constantes, 
i.e. bd, est une constante, et, À s’obtenant de p par une transforma- 
tion appartenant au groupe de Weyl, on peut supposer que À = p. 
Ainsi, D et Alt (ef) sont proportionnels; puisque les termes supé- 
rieurs de D et Alt (æ) sont égaux à eæ, on a D — Alt (er). 


X. p(h;) = 1. 
Démonstration. D'une part 


Sp = p — p (hi) ai; (13.3.11) 

et d’autre part il découle immédiatement de II que 
Stp = 5? ((1/2) J'a,) = (1/2) 87 (© a) = | 
= (1/2) (S'a;—2a)=p—œ.  (12.3.12) 


En comparant les deuxièmes membres des égalités (13.3.11) et 
(13.3.12) nous obtenons p (k;) = 1. 


XI. Soit a un élément symétrique de l'algèbre A. Alors a est une 
combinaison linéaire d'éléments de la forme Alt (e*+te)/Alt (æ), À € P.. 

Démonstration. L'élément aD est un élément anti- 
symétrique de l’algèbre À ; d’après VI, il se met sous la forme aD — 
= di cu Alt (et), où les u (2;) > 0 sont des entiers positifs pour tous 
les à — 1, ...,r. Posons pu = À + p. En vertu de X À (h;) — 
= u(h;) — ph) =u(h)—1>0; ainsi, ÀE€EP, et aD = 
— Dci, Alt(eitr), où À E P,. Les éléments Alt (+) sont 
antisymétriques (voir Î): conformément aux propositions VIIL 
et IX, on a l'égalité Alt (e-+) — a; D = a; Alt (æ), où a; est 
un élément de l'algèbre À. Ainsi, aD — > Ci+paaD, ie. a =: 
— Sci+,4x, où a — Alt (ek+r)/Alt (eP). 


13.4. Formule de Weyl pour les caractères. Passons maintenant 
au calcul du caractère d’une représentation linéaire irréductible x 
de l'algèbre de Lie ZL dans un espace vectoriel V de dimension finie. 
Il est évident que x ([x, yl) — [x (x), x (y)] possède une trace nulle 
pour tous les x, y € U (L) = U. Par conséquent, selon la proposi- 
tion II de 12.2, pour trouver le caractère d’une représentation il 
suffit de calculer tr x () lorsque h € U (H). 

Soit À le poids supérieur de la représentation x. Désignons par 
nr, la multiplicité du poids pu dans Ia représentation x, i.e. la dimen- 
sion de l’espace V,. Soit kEU(H)CU(L); alors l'opérateur 
x (k) agit dans le sous-espace V, comme un opérateur scalaire. La 
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valeur propre de l'opérateur x (k) sur le sous-espace V, définit un 
homomorphisme de l'algèbre U (H) sur le corps C. Comme X est 
une algèbre de Lie abélienne, U (H) et S (H) sont canoniquement 
isomorphes ; l'homomorphisme de l’algèbre S (H) dans C qui appli- 
que 1 dans 1 et les éléments h € H dans pu (k), est l’homomorphisme 


= > (ml)! nu”. Ainsi la valeur propre de l'opérateur x (k) 
m>0 
dans le sous-espace V, est égale à (hk, ek), donc 
tra(h)=Dn,(h, et)={(h, S nen), (13.4.1) 
u u 
et dmV=>n. 
Ts 
Considérons l'élément 
pi = D net (13.4.2) 
ms 
de l’algèbre À. Si u, et u, sont adjoints relativement au groupe de 
Weyl, on a n,, = n,, en vertu du théorème 1 du $ 12. On en déduit 
que w, est un élément symétrique. Il découle alors de X, 12.8, que 


®@;, est une combinaison linéaire des éléments de la forme 
Alt (ett+p))/Alt (e). 


I. Supposons que e, € L°® pour tous les a=Æ 0, et t(u, æ) est La 
trace de la restriction de l'opérateur x (e,) nr (e,) au sous-espace 
VV, Si (ec e-x) = 1, alors 

t(u, a) —t(u+a, a) =n,(u, a). (13.4.3) 

Démonstration. Soit E la somme des sous-espaces V, 
et V,:,. Introduisons les opérateurs linéaires P,, P_ dans E en 
posant Pir =nt(e,)x, P;y = 0; Pr = 0, P_y = x (e.,) y pour 
tous les x € V,,y € Visa. Alors [P,, P_]rz = —n(e.)n(e,) (x) = 
= (À, a)r—n(e)n(es) x; [P4, PJy=n(e)n(e..) y, donc 
la trace de l'opérateur [P,, P_] est nulle; d’autre part elle est égale 
à n,(A, «a) —t(u, &) +t(u + &, a), d'où l’on tire la formu- 
le (13.4.3). 

Supposons que les k; € H sont choisis de manière à avoir (k;, k;) — 
— Ô;;, où 6;; — 1 pour i = j et ô;; = 0 pour i j. En vertu de 
(6.4.2), l'élément z = Dee, + D hik: est l'élément de Casimir 

‘ ° œ L 
associé à la représentation adjointe de l’algèbre de Lie L. L'élément z 
appartient au centre de l'algèbre U = U (L). Il découle donc de 
l’irréductibilité de la représentation x et du lemme de Schur que 
l'opérateur x (z) est scalaire, i.e. x (2) — c-1. Calculons la trace 
de l'opérateur x (z) dans le sous-espace V,, il vient 
Cry = try, (2) = } try, (x (Ca) à (e-x)) + D try, (x (hi) n (ki)) = 


= 2it(u, &)+ 2m (ui) u(k). (134.4) 
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La condition (ki,k;)—=6ô; implique Zu (hi) u(k:) = (u, L), 
alors (13.4.4) donne 
Cry = 23 t (H, &) + ru (le, He), 
1.6. 
it (u, a)=ny(c—(u, p)). (13.4.5) 


Soit Q le produit tensoriel À @ H*. Introduisons dans Q un 
« produit scalaire » à valeurs dans À en posant 


(a @Â,bQ@u)=ab(X, ), (13.4.6) 
et prolongeons-le par linéarité à tout l’espace Q. Mettons également 
a (b @ À) = (ab) @ À; (13.4.7) 


cette loi, étendue à tout l’espace Q, détermine une représentation 
de l’algèbre À dans l’espace Q. Posons 


A (e}) = (À, À) eà, (13.4.8) 
g(e)=e @X (13.4.9) 


pour tous les eà € À et prolongeons les applications À et g par linéa- 
rité à des opérateurs linéaires de l’espace À dans l’espace À et Q 
respectivement. Comme on le vérifie aisément, 


g (ab) = bg (a) + ag (b), (13.4.10) 
À (ab) = aA (b) + 2(g (a), g (b)) + A (a) b (13.4.11) 


(il suffit de vérifier ces relations pour a = el, b — et; alors la 
relation (13.4.10) s'obtient immédiatement de (13.4.7) et (13.4.9) 
tandis que la formule (13.4.11) se trouve à l’aide de l'égalité (À + 
+u À+u) = (QG, À) +2(4, u) + (u, u). 


Considérons maintenant l’élément 
R=[] (e2—1)= [] (e—1)(e-2—1)=—D2 (13.442) 
a+ 0 a>0 
et trouvons le produit 
R (cp\— Amp) =T. (13.4.13) 
En vertu de (13.4.2) on a 
T= Î] 1) ( 3 mer — A (D muet) — 


=] (eP—1) 2 nueb(c—(u,u)).  (13.4.14) 
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On tire alors des relations (13.4.5) que 
T= [] (eP—1) Zen S't(u, a) = 
B#0 u œ 


= DCI (@—1)) (2—1) Xt(u a)er— 
fes 
— » CÜ (e8—1)) > t (li, œ) (eH+æ— eu), (13.4.15) 
œ Fe M 
B#0 


En changeant l’ordre de sommation, on obtient 
T= D [] (@P—1) Denta(t(u, «)—t(u+a, æ)). 
a B#aœ h 
B+0 
Ensuite, la proposition I et la relation (13.4.6) impliquent 
T= eb—1 ,@)eh+a — 
2,11, 6-1 Dru(u, a) 


=(Z [TT (f—-1)(2 Sa), Dre Su)). (13.4.16) 
a Bxa, #0 mn 


En vertu de (13.4.12) on a R = [[ (e“ — 1), donc (13.4.10) et 
ac 0 
(13.4.9) entraînent l'égalité 


g(R)= ZX ( IT  (e8—1)) ( @ a). (13.4.17) 
a+0 B+a. B#0 
D'autre part, on trouve en utilisant (13.4.2) Din, (et ® pu) — 


mt 
— g(J'nen) = g (p1), d’où l’on obtient, en se servant de (13.4.7) 
et en substituant dans (13.4.16) 


T = (g(R), g (œa)). (13.4.18) 


En portant (13.4.18) dans (13.4.13), on trouve R (cp, — A;) = 
= (g (R), g(p;)). Divisons cette égalité par (—D) en remarquant 
que g(R) = g (—D*) = —2Dg (D) (en vertu de (13.4.10)); il vient 


D (cp; — Ap1) = 2 (g (D), g (pa). (13.4.19) 
Par conséquent 
c (D) = DA (p;) + 2 (8 (D), g (qi), 
et, à l’aide de l'égalité (13.4.11), on trouve 
c (Dp;) = A (Di) — A (D) pi. (13.4.20) 


Envisageons l'expression À (D) = A (Alt (æ)). Pour chaque w € W* 
on a (w (p), w (p)) = (p, p), étant donné que la transformation 
w est orthogonale. I] découle alors de (13.4.8) que A (D) = (p, p) D, 
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i.e. en vertu de (13.4.20) 


À (Da) = (c + (p, p)) (Da), (13.4.21) 


et D, est un vecteur propre de l'opérateur A. Trouvons la valeur 
propre correspondante. Remarquons que le terme supérieur du 
produit Doœ, est égal à æek — eP*h: ]orsqu'on applique l’opéra- 
teur À, ce terme est multiplié par (À + p, À + p), donc 


A (D@,) = (À + p, À + p) (Dp:). (13.4.22) 
D'autre part, l'élément Do, est antisymétrique, d'où l'on tire 
l'égalité 
[W | Dp: = Alt (Dp:) = à S'(detw)n, Alt(en+w). (13.4.23) 
vEW* ji 


Le terme de cette somme qui correspond à w € W* est un vecteur 
propre de l’opérateur À à valeur propre (u + wp, du + wp); on peut 
donc se limiter aux seuls termes pour lesquels (1 + wp, p + wp) = 
= (À + p, À + p). Trouvons ces termes. 


II. Si p est un poids de la représentation n différent de À, on a 
(u + wp, p + wp) < (À + p, À + bp). 
émonstration. En vertu du théorème 1 du $ 12 (voir 
(12.1.6)), chaque poids est conjugué relativement au groupe de 
Weyl d’un poids v tel que v (k;) > 0 et (v, v) < (4, À), et l'on 
au, u) = (v, v). D’autre part w”! (u) est le poids de la représenta- 
tion x, donc w-t(u) = À — Sm;a;, où les m, sont des entiers non 
négatifs. Par conséquent, 


G, wp) = (ut (u), p)= (A, p)— 2 mi(p, œ),  (13.4.24) 


A+p, À +p)—{(u +wp, +wp) = 
= (À, À)—(u, u) +22 mu(p, a). (13.4.25) 
En vertu de IX, 13.3, p (h;) = 2 (p, ai) (&:, y)? = 1, de sorte 
que | 
(À +p, À +p)—{(u+wp, u +wp) = 
= (À, À)—(u, pu) +2 mi (œi, &)>0, (13.4.26) 
l'égalité ayant lieu seulement dans le cas où tous les m, sont nuls, 
i.e. wi (u) = À. 
En vertu de la proposition II, tous les termes de la somme sur pu 


dans le deuxième membre de la formule (13.4.23) sont nuls sauf 
le terme où u = À, donc 


PDp.=|W [1 > (det w)?n; Alt (eàtP) — n; Alt (e+P), 
wE e 
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pa = Alt (eÀ+P)/Alt (eP), (13.4.27) 


de sorte que 731 = {. 
En réunissant les relations (13.4.1), (13.4.2) et (13.4.27), nous 
voyons que nous avons démontré le 


THÉORÈME 1. Le caractère d'une représentation irréductible x de 
dimension finie d'une algèbre de Lie complexe semi-simple L se calcule 
suivant la formule 


>, (det w) e"A+P) 
= vEWs _” 
tr (h) = Ê ua | (13.4.28) 


vEW* 


pour tous les h € U (H), où À est le poids supérieur de la représenta- 
tion x, H la sous-algèbre de Cartan de L, W* le groupe de Weyl cor- 
respondant, et enfin p est la demi-somme des racines positives. 

La formule (13.4.28) s'appelle formule de Weyl pour les caractè- 
res. | 

Trouvons maintenant la dimension de la représentation 1. 


TH£OREME 2. La dimension d'une représentation irréductible n de 
dimension finie d'une algèbre de Lie L complexe semi-simple peut 
être calculée suivant la formule . 


[[ G+p, a) 
dimn— CT (13.4.29) 
a>0 


Démonstration. Considérons l’homomorphisme de l’al- 
gèbre À dans le corps C qui applique tous les éléments &, À € P, 
dans 1. Cet homomorphisme se réduit à une composition de deux 
homomorphismes: le premier fait correspondre à l'élément eÀ la 
série de puissances e*(4:P) relativement à la variable x et le deuxième 
consiste à prendre le terme de degré nul des séries obtenues. Suppo- 
re ‘que 4, est l’homomorphisme qui applique e dans e*n) 

ors 


Va (AI (e2)) = Ÿ (det 29) extwa. u) = Ÿ} (det 19) ex 57-14) = 4, (AL (eH)), 

(13.4.30) 
donc | 
Vo (AIL (e4)) =, (AIE (æ))= IT (ext 2/2—e-xe 2/2), (13.4.31) 
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Ve 


Le terme de moindre degré de cette série est égal à [ z(æ, À); 


par conséquent le terme constant de la série 1, (Alt (x+r))Ab, (Alt (eP)) 
est égal à [] (À +p, «)/ [] (p, æ). Ainsi, dim x— 
a>0 æ>0 


= [] (A-+p, «)/ [I] (p, &), ce qui démontre la formule (13.4.29). 
a>0 a>0 


> 
Indiquons quelques corollaires de la formule de Weyl (13.4.28). 
En multipliant les deux membres de la formule p, = Alt(e*)/D 
par le dénominateur D, on obtient 


D Da, (det w)emtwP = Ÿ, (det w) e“t+p), (13.4.32) 
w w 


Soit u un poids non égal à À. En vertu de IÏ,ona(u +p, u+p)< 
< (À + p, À + p), donc u + p ne coïncide avec aucune des fonc- 
tionnelles de la forme w (À + p). Par conséquent, le coefficient 
total auprès de e“* dans le premier membre de l'égalité (13.4.32) 
est nul. Ce coefficient S’obtient en prenant la somme sur tous les 
poids u” tels que n° + wp = pu + p; ainsi 


D Autour (det w) = 0. (13.4.33) 
wvEwW 


D’après IV et X de 13.3, p — wp > 0 pour w 1, donc la formu- 
le (13.4.33) est une formule récurrente que l’on peut utiliser pour 
calculer les multiplicités n,. On peut l'écrire comme suit: 


nn= — >) (detw)nysp-wpe (13.4.34) 
wE 1 
Indiquons sans démonstration deux autres formules récurrentes pour 
la multiplicité du poids *) 
1) Formule de Freudentahl : 


= 2 (A+, À +p)— (+, BH) 2 2 Musa (t+ ka, a). 


(13.4.35) 
2) Formule de Constant 


m= À, (detw) P(w(A+p)—{(u+p)), (13.4.36) 


où P (0) = 0 tandis que pour u + 0 le nombre P (u) est égal au 
nombre des représentations distinctes du vecteur sous forme d'une 
somme de racines positives. 

Pour la démonstration de ces formules voir, par exemple, le 
livre de D. Jélobenko [1] ainsi que l’article de P.Car- 
tier ([1*]. 


*) Les formules connues concernant la multiplicité du poids ne se rédui- 
sent pas à celles indiquées ici; cf., par exemple, A. K 1 i m y k [1*]. 
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13.5. Représentations de l’algèbre de Lie 82 (n + 1, C). Soit L 
‘une algèbre de Lie simple du type (4,); par exemple, L — 
= sl(n + 1,C) (voir 10.3; nous nous servons ici des notations qui 
y sont introduites). Soit H la sous-algèbre de Cartan de l'algèbre 
de Lie Z constituée des matrices diagonales. Définissons les fonction- 
melles linéaires À; sur H par la formule 


h: 0 
Mi(h)= hi; si h— ee : (13.5.1) 
0 Rn+1 
Il est évident que . 
+... + = 0, (13.5.2) 
les fonctionnelles À,, . . ., À, formant une base de l’espace H* ad- 


Joint de H. 
L'ensemble A des racines de l’algèbre de Lie L relativement à H 
est constitué par les fonctionnelles linéaires de la forme 


O;iy — À; au hj, d, ]j = 1, sn + 1. (13.5.3) 


Munissons le sous-espace H, des matrices diagonales réelles de l’ordre 
lexicographique naturel (voir II de 9.6 et 10.3). L'ensemble A+ 
des racines positives de l’algèbre de Lie ZL relativement à H est 
alors constitué par les racines 


Qi — À; — À; 1 < i < in + 1. (13.5.4) 
Les racines 
GE, i+4 —= Ai — Ait l — 1, ss... À, (13.5.5) 


forment le système de racines simples. L’algèbre de Lie nilpotente 


> Le coïncide avec la sous-algèbre de Lie N+ & L constituée 
-a>0 
par les matrices triangulaires supérieures à diagonale principale 
nulle. D’une manière analogue, V- — Ÿ Le est la sous-algèbre 
a<0 

de Lie des matrices triangulaires inférieures nilpotentes. 

Introduisons ho, € H, en posant ho, = (2(n + 1))-t(e;; — ej), 
-où e;; est la matrice dont le seul élément non nul, situé à l’inter- 
-section de la j-ième colonne et de la i-ième ligne est égal à 1. Alors 


@iy(h)=(R, ho) (13.5.6) 

pour tous les À € H, où (.,.) est la forme de Cartan-Killing sur H: 
n+!i 

(h, h)= (2n +1) D hihi. (13.5.7) 
i=1 


Soit 
ho,, = 2 (oi; (Ro, ))" ho,, = ei —e;;. (13.9.8) 
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Trouvons les représentations irréductibles de dimension finie de 
l’algèbre de Lie L = sl (nr + 1, C) et les caractères de ces repré- 
sentations. 


I. La fonctionnelle linéaire À sur H est le poids supérieur d’une 
représentation irréductible x de l'algèbre de Lie L si et seulement si 


À = mit... mA, (13.5.9) 


où tous les m; sont des entiers non négatifs, et l’on a mx > Myr+1 pour 
tous les k—1Â,..., n — 1. 

Démonstration. Chaque élément À € H* se met sous 
la forme (13.5.9) ; on tire de (13.5.8) que 


À (Ro, nn) = À (ei ets, is) = Mi — Miss, (13.5.10) 


où l’on a posé m,+, = 0. En vertu du théorème 1 du $ 12, la fonc- 
tionnelle À est le poids supérieur d’une représentation irréductible 
de dimension finie si et seulement si les À us, k,) Sont des entiers 


non négatifs pour tous les i — 1, ..., n. D'où l'on tire [, à l’aide 
de (13.5.10). 
Construisons la représentation à poids supérieur À = ml + . 
+ m\À,. Soit x la représentation identique de l'algèbre de 
Lie L dans l’espace V = C"*!. Alors les poids de la représentation x 
sont À, ..., An+y (Anti = —M — -.. —À,) et donc le poids 
supérieur de la représentation x est égal à À. 


IT. Soit k un des nombres 1, 2, ..., n. Désignons par V, le pro- 
duit extérieur de k copies de l'espace V. Soit ® x le produit tensoriel 
de k copies de la représentation x de l'algèbre de Lie L. Alors l’espace 


V, est invariant relativement à la représentation ® x; la représenta- 


tion 7r définie par la restriction de la représentation ® n à V4 est 


=! 
irréductible, . le poids supérieur de la représentation nn, est égal à 


hM+... +. ; 
Démonstration. L'espace V, est l'enveloppe linéaire des 
éléments de la forme f;, À ... À fi, où 1<u LL... Lir K 


< n +1, tandis que f,, ..., fh+1 est une base canonique de V — 
= C'#; en outre f;,, À ... /\ fi, T2 (sign 0) li . @ 
k 


. © fig °ù Sx est le groupe des permutations & tandis que 
si sign 6 — 1 pour les permutations paires et sign 6 = —1 pour 
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les permutations impaires. En utilisant la formule (1.2.2) on trouve 


R 
(8 x)@ GA... Af)= 
=n(2)fi, À... Afit+...+f, À... Naf, (13.5.11) 
d’où l’on tire en premier lieu l’invariance du sous-espace V, € @ V 
i=1 


k 
relativement à la représentation Q@ nr. Désignons par x, la restric- 
i= 

k 
tion de la représentation @ x à Vz. Alors la formule (13.5.11) 


nous donne 
7 (h) (fi, À... Af,)= 
= 7 (h) fi, À ... Afi,+... + A... Naf, = 
= (Ai,+...+A,)(h) (fi, À ... Af,).  (43.5.12) 
On tire de (13.5.12) que les fonctionnelles linéaires 073 +... +h, 


1<i<...<ir = nr +1, forment une famille complète des 
poids de la représentation 74. 
Montrons que le vecteur f, À . .. /\ f, est le vecteur supérieur 


de la représentation x,. Puisque pour chaque i = 1, ...,n +1 
le sous-espace x (V+) f; est contenu dans l’enveloppe linéaire du 
vecteur f,, . .., f;_1, la relation (13.5.11) implique xx (N*) (f, À ... 
.<.. /\fr) = 0. Pour démontrer que f, À ... /\ f, est le vecteur 
supérieur, il suffit de montrer qu’un sous-espace de V;,, xx (W”)- 
invariant et contenant le vecteur f, | . .. /\ fr, coïncide avec Ÿ;. 
Remarquons que 


0 il ki, 
n (eus, D fa = | . u ses 
Il découle de (13.5.11) et (13.5.13) que 
su (etui) On À A fi) = 
= fi A... Afin À .cfs  (13.5.14) 


De la formule (13.5.14) on obtient par récurrence qu’un sous-espace 
Th (V°)-invariant contenant ff, /| ... /\ fr», contient tous les 
vecteurs fi, Nef 1i<h<...<ir <n+i1, ie. coïn- 
cide avec V,. Par conséquent, f, | .- .. /\ f, est le vecteur supé- 
rieur de la représentation x, et le poids supérieur correspondant est 
égal à À + ... + Àx. Puisque la représentation x, possède un 
vecteur supérieur, elle est irréductible. 


(13.5.13) 
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La proposition suivante se rapporte à une algèbre de Lie complexe 
semi-simple arbitraire. 


III. Soient p1, p. des représentations irréductibles de l'algèbre de 
Lie L dans les espaces E1, E:; soient lu, ue leurs poids supérieurs et 
1» fe leurs vecteurs supérieurs. Soit p la représentation de la représenta- 
tion P, © p. dans le plus petit sous-espace p, @ p.-invariant de l’espace 
E; ® E, contenant le vecteur f, @ f.. Alors p est une représentation 
irréductible de l'algèbre de Lie L dont le vecteur supérieur est égal 
à f, © fe tandis que le poids supérieur est égal à 1 + Me. 

Démonstration. Par définition 


(P1 & Pa) (x) F1 ® fe) = 1 (x) F1 ® fe + 1 © Pa (x) fe  (13.5.15) 


pour tous les x € L. Par conséquent, (p, @ p2) (L®) (f, ® fe) = 0 
pour & => 0, tandis que f, @ f, est un vecteur propre relativement 
à (Pp1 ® P2) (A), k € H, à valeur propre u, (k) + mu: (h). D'où l'on 
tire que le plus petit sous-espace p, @ p.-invariant E CE, @ E. 
contenant f, @ f, coïncide avec l'enveloppe linéaire des vecteurs 
de la forme (p, @ p2) (x) - - . (P1 © Pe) (tx) Ü1 © fe), Où 21, . 

..., æ € D LS. Soit p la restriction de la sous-représentation 

U 


a< 
?: ® p, au sous-espace Æ. Le raisonnement précédent montre que p 
est une représentation à poids supérieur f, @ f.; par conséquent, 
p est irréductible. Le poids supérieur de la représentation p est 
égal à 1 + Ua. 


IV. Chaque représentation irréductible de l'algèbre de Lie L = 
= Sl(n + 1, C) est une sous-représentation d’une puissance tensorielle 
de la représentation identique de l'algèbre de Lie L. 

Démonstration. Soit À = mA, + ... + m,, le poids 
supérieur de la représentation x (voir I). Alors 


À = (mi — Me) à + (me — ms) (M + de) + ... 
+ Mmh +... +), (13.5.16) 


OÙ My — Ma, - - -; Mn Sont des entiers non négatifs. Les poids 
as - +. À + --. + À, sont les poids supérieurs des représenta- 
tions 3, - .., 1 (voir II), qui sont des sous-représentations des 
puissances tensorielles de la représentation identique. Compte tenu 
de (13.5.16), la proposition IV s'obtient de la proposition III. 

Trouvons le caractère de la représentation irréductible x de 
l'algèbre de Lie L à poids supérieur À = mA, + ... + m,A,. 
Pour appliquer la formule (13.4.28), nous devons trouver la demi- 
somme p des racines positives et décrire le groupe de Weyl W*. 
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Remarquons tout d’abord que les relations (13.5.2) et (13.5.4) 
fournissent : 


20=(n+1)h+(n+1)—2h+... +(— (+1) Mu = 
= 2(n+1)h + 2 + ... +2, 
donc 


p=(r+th tank +... + = 
=nh+in—1)k +... LA. (13.5.17) 


En outre, pour chaque racine simple w;,;+, la symétrie corres- 
pondante S? € W* est de la forme 


S? (pe) — u — 2 (u, Oi, i+1) (oi, i+ts Qi, i41)71 Ci, its — 

= U— pu (eii— its, +1) Où, i+1 (13.5.18) 
pour tous les u € H5. En remplaçant dans (13.5.18) u par la racine 
O1, k 5 L nous voyons que SŸ agit par transposition de i et i +1 
dans les indices des racines œwm (les indices autres que à et i + 1 
restent en place). D'où l’on tire immédiatement que le groupe de 
Weyl W* est isomorphe au groupe $, ;, des permutations des indices 
(, ..., n +1). En appliquant la formule (13.4.28), on trouve 
pour chaque hk € U (H) l'égalité 


(mitnot)+ -..+(mn+1) À 
D (sgn(o)e Fe 


tran(k)=1| 2, DST IS CINE . (13.5.19) 
OESn+: 
A l'aide de (13.3.35) la formule (13.5.19) peut s’écrire sous la forme 
etritn) hi (A)... etmitn) An+! (h) 


ANSE 1)An+s 


1 see | 


eh (h) exn+1 (h) 
: 1 x . 1 
pour tous les € U (H). 
Trouvons maintenant une formule pour calculer la dimension 
de la représentation x. (13.4.29) permet d'écrire 


[T @+p.o) [TGA+Pp.en  [Tomi-m;+i-0ù 


© 13.5.21 
D [] (e, a) U (P. wi) [l G—5 ) 
a>0 i<J 


Notons un corollaire utile pour la suite de la formule (13.5.21). 
On obtient directement de (13. 9.21) que dim x est une fonction 
strictement croissante de m; — m,, i < j. Par conséquent, lorsque 
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Mr — Mp+1 > 0, la dimension de la représentation x est non infé- 
rieure à celle de la représentation x,. Supposons que dim x = n + {. 
Puisque dim xz; = C*:,, on a dimn,; > n +1 pour 1<k<n. 
Par conséquent, 


V. Si x est une représentation irréductible de l'algèbre de Lie L — 
= sl(n + ?, C) de dimension n + 1 on a soit ñ = 7, soit ñn = 7. 
I] est évident que l’application 


n (x) = —1" (13.5.22) 
(x est la transposée de x) est une représentation irréductible de 
dimension r + 1 de l’algèbre de Lie L à poids —À, ..., —À,, 
—hn4 = M +... + À,. Il découle donc de V 


VI. Les représentations 7% et n, sont équivalentes. 
Nous proposons au lecteur de comparer les résultats du présent 


sous-paragraphe avec ceux des sous-paragraphes 3.3, 3.4, chapi- 
tre VI. 


$ 14. Formes réelles des algèbres de Lie complexes semi-simples 


14.1. Formes réelles. Soient Z une algèbre de Lie complexe, 
L, une sous-algèbre de Lie réelle de l'algèbre de Lie L (envisagée 
comme une algebre de Lie réelle). L’algèbre de Lie Z, s'appelle 
forme réelle de l’algèbre de Lie L si l'application canonique de comple- 
xification (L,)c de l’algèbre de Lie L, dans l’algèbre de Lie L (défi- 
nie comme le prolongement à (L,)c de l’homomorphisme d'inclusion 
de l’algèbre de Lie L, dans L) est un isomorphisme des algèbres 
de Lie complexes (L,)c et L. Il est évident que dans ce cas on a 
dimrLo —= dimcZ. 

Si L, est une forme réelle de l’algèbre de Lie L, alors chaque élé- 
ment z € L peut se mettre d’une manière et d’une seule sous la forme 


z=zxz+iy; zx, yEL,. (14.1.1) 


Envisageons l’application 8 de l'algèbre de Lie L dans elle-même 
définie par la formule 


8 (x + iy) = x — iy pour tous les z,y E L,.  (14.1.2) 

De la définion de 6 on tire directement à l’aide de la formule (14.1.2) 

Fe 0 (86 (x)) = z pour tous les z€LZ, (14.1.3) 

i.e. 0 est une application involutive de L sur L; en outre, la formu- 
le (14.1.2) implique 

8 (2 + w) = 0 (2) + 8 (w), (14.1.4) 

6 (Az) = A8 (2), (14.1.5) 

6 ([z, w]) = [8 (z), 8 (w)] (14.1.6) 
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pour tous les z, w € L et tous les À EC. L'application 6 est bien 
définie par la sous-algèbre de Lie L, ; nous appellerons l'application 8 
involution définie par la forme réelle L, de l'algèbre de Lie L. 

Réciproquement, soit 6 une application de l’algèbre de Lie L 
dans elle-même qui vérifie les conditions (14.1.3) à (14.1.6). Désignons 
par L, l’ensemble des éléments z € L tels que 6 (z) — z. Soit z,w€ 
€ Lo, À un nombre entier ; alors les égalités (14.1.4) à (14. 1.6) impli- 
quent que z + w, Àz et (z, w] sont situés dans L,, i.e. L, est une 
algèbre de Lie réelle. 


I. Chaque élément z € L se met d’une manière et d'une seule sous 
la forme z = x + iy, où x, yEL 
Démonstration. De (14.1.3) et (14.1.5) on obtient 


z+6(2) € L, et (—i) (z — 0 (2)) € Ls. 
D'autre part 
z = (1/2)(2+0(7))+i(—ÿi/2)(2— 8 (2) =z+iy, (141.7) 


oùz =(z+086 (2))/2 € Lo, y = (2— 0 (z)}/2i € L,. Réciproquement, 
si z—zxz+iy, où zx, yEL,, alors 8(2) =zr—iy, donc x — 
— (1/2) (z + 6 (z)), y = (1/2i) (z — 0 (z)), de sorte que la repré- 
sentation de z € L sous la forme (14.1.7) est unique. 

La proposition I signifie que Z, est une forme réelle de l'algèbre 
de Lie ZL. Ainsi, il existe une bijection entre l’ensemble des formes 
réelles d’une algèbre de Lie complexe L donnée et l’ensemble des 
involutions de L vérifiant les relations (14.1.4) à (14.1.6). 


II. La forme de Killing de l'algèbre de Lie L, coincide avec la 
restriction à L, de la forme de Killing de l'algèbre de Lie L. 

Démonstration. Soient x, y E L,; considérons l’opéra- 
teur linéaire ad z-ad y dans l’espace L. Puisque L, est une algèbre 
de Lie réelle, on a (ad z-ad y) (2) = [x, [y, zl] € L, pour z2€ L,; 
par conséquent, le sous-espace réel L, & L est invariant relative- 
ment à l'opérateur ad x-ad y. Soit e,, . .., e, une base de l’espace 
linéaire L,. Il découle de la proposition Ï que e;, ..., e _ une 


base de l’espace linéaire complexe L. Soit (ad z-ad y) ex = > Cine; 


Ja décomposition de l’élément (ad z-ad y) e, dans l’espace L,. alors 
la même formule définit une décomposition de l'élément (ad z:ad y) e; 
relativement à la base e,, . .., e, de l’espace L. Par conséquent, la 
trace de l'opérateur ad z-ad y dans l’espace réel L, est égale à la 
trace de l'opérateur ad z-ad y dans l’espace complexe linéaire L, i.e. 


(x, y), =trz,(adz-ad y)=tr.(adr-ady)=(x, y)r. (14.1.8) 


III. La forme (zx, y)L prend sur l'algèbre de Lie L, des valeurs 
réelles. 
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La proposition découle immédiatement des formules (14.1.8), 
puisque (x, y), ne prend que des valeurs réelles. 


IV. L'égalité 
(x, y)z = (O0 (x), 0 (y))z (14.1.9) 


est valable pour tous les x, y € L. 

Démonstration.Sizxz,ye€L,, alors 0 (x) = x, 0 (y)= y 
et le nombre (zx, y), est réel (voir III). Par conséquent, l’égali- 
té (14.1.9) est vérifiée pour tous les x, y € L,. D'autre part, on tire 
de (14.1.4) et (14.1.5) que (6 (x), 6 (y)) est une forme complexe 
bilinéaire sur L. Mais la proposition Î implique que les formes com- 
plexes bilinéairesqui coïncident sur L, coïncident également sur L. 

Une algèbre de Lie réelle M est dite compacte si la forme de 
Killing sur M est définie négative, i.e. (x, xz)y << 0 pour tous les 
z = 0, zx € M. Soit L, une forme réelle de l'algèbre de Lie comple- 
xe L ; si l’algèbre de Lie réelle L, est compacte, alors la sous-algèbre 
réelle de Lie Z, € L est appelée forme réelle compacte de l’algèbre 
de Lie L. 


V. La forme réelle L, de l'algèbre de Lie complexe L est compacte 
si et seulement si la forme hermitienne {x, y} —=(x, 0 (y)) sur l'algèbre 
de Lie L est définie négative. 

Démonstration. Soit L, une forme réelle compacte de 
l'algèbre de Lie L; soient z € L et 3 = x + iy, où x, y € L,; alors 
pour : = 0 au moins un des éléments x et y n’est pas nul et l’on a 


(, (2) = (x + iy, z — iy) = (2, x) + (y, y) < 0. 


Réciproquement, si la forme hermitienne (x, 0 (y)) est définie néga- 
tive,ona6 (rx) = zpourz € L,,r# 0,donc(zx, x) = (x, 8 (x) < 0. 

Passons à l’étude des involutions 6 dans une algèbre de Lie semi- 
simple complexe L qui vérifient les conditions (14.1.4) à (14.1.6), 
autrement dit, à l’étude des formes réelles L, de l’algèbre de Lie Z. 
Nous aurons besoin de deux propositions auxiliaires. 


VI. Soit H un sous-espace linéaire complexe de l'algèbre de Lie L. 
Le sous-espace H est invariant relativement à l’involution 8 si et seule- 
ment si chaque élément z € H peut se mettre sous la forme z = x + iy, 
où x, yEH, = Lof À. 

Démonstration. Soit 0 (4) = H.SizEH,zxz— (1/2) x 
X (z + 6 (z)) appartient à la fois à H et à L, ; de même, y = (1/2i) x 
X (:—0(2))E€ L,N H = H, tandis que z = x + iy. Réciproque- 
ment, supposons que chaque élément z € H peut se mettre sous la 
forme z—zx<+iy, où z, yEH, = L,f\H; alors 8 (2) = x — 
— iy E H, ïi.e. 6 (H) € H. Enfin, en se souvenant que 6° = 1, on 
obtient 0 (H) = H. 
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VII. Soient t, 0 deux involutions de l'algèbre de Lie L qui véri- 
fient les conditions (14.1.4) à (14.1.6). Supposons que 10 = 67. Dési- 
gnons pariL, l'ensemble des points fixes de l'involution +, et par L, 
(respectivement L;) l’ensemble de tous les points z € L, pour lesquels 
0 (z) = z (respectivement 0 (z) — —z). Alors l'espace L, est la somme 
directe de LÉ et L;, tandis que l'espace L,, des points fixes de l’involu- 
tion 6 est la somme directe des espaces LY et iL;. 

Démonstration.SizeZL,, alors t0 (z) = 0 (tz) = 8 (2), 
donc 6 (z) € L,, pour tous les z € Z,,. Ceci veut dire que l’opérateur 6 
laisse l’espace L, invariant. La restriction o de l’opérateur 6 au 
sous-espace L, est une application linéaire réelle de Z, sur L,, 
et o* — 1. Il est évident que Li f] Li = (0). En outre, z+o(z)E€ 
€ Li et z— o(z)E L; pour chaque z € Z,, donc la relation 

2 = (4/2) (2 + © (2)) + (1/2) (x — 0 (x) 


signifie que L, = Li + L,. 

L'espace L est la somme directe des espaces L,, et iL,, donc 
L = Li + Li + iLi + ils. L'application 6 est l’identité sur Li 
et se réduit à la multiplication par —1 dans le sous-espace L:. 
Comme 86 (iz) — —i6 (z) pour tous les z2€ L, l'application 6 se 
réduit à la multiplication par —1 dans le sous-espace iL;; elle est 
identique sur iL;. D'où l’on tire que L, est la somme directe de L4 
et iL,. 

VIII. Soient L, une forme réelle de l'algèbre de Lie complexe semi- 
simple L, 6 l’involution correspondante dans L. Il existe alors une sous- 
algèbre de Cartan H de l'algèbre de Lie L, invariante relativement à 0. 
Si H,est le sous-espace réel de H engendré par les vecteurs h4, à € À; 
alors 0 (Ho) = Hs. + 6* est l'application dans l'espace H* adjointe 
de 6, on a OB*A — 

Dém onstra à ion. Soit M, le sous-espace de ZL constitué 
par les éléments y € L tels que (ad x)y = O0 pour un certain entier 
naturel q. Ïl est évident que M, est invariant relativement à ad x. 
En mettant l'opérateur ad x dans L sous sa forme normale de Jordan, 
nous voyons que M, est l’espace des racines de l’opérateur ad x 
correspondant à la racine nulle. Par conséquent, la dimension de 
l'espace M, est égale à la multiplicité de la racine nulle du polynoô- 
me caractéristique. Soit 


det (ad z— A1) =(—2)"+(— 2)" ques (x) +... + (— A) qu (x). 


Si px (x) 0 sur L, alors, en faisant varier z € L, on trouvera que 
Ja dimension minimale de l’espace M, est égale à k ; ainsi, si @a (to) 
Æ 0, x, est un élément régulier de L. 

Supposons que k a été choisi de manière à avoir q, (x) = 0 sur L. 
La fonction œ; (x) est un polynôme des éléments de la matrice de 
l'opérateur ad z dans une certaine base. En nous servant, par exem- 
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ple, de la formule de Taylor pour les polynômes, nous voyons que 
l'égalité px (x) = 0 sur L, implique x (x) = 0 sur L. Par consé- 
quent, il existe un élément x, € L,tel que 4 (10) 0. Ainsi, l’al- 
gèbre de Lie Z, contient un élément régulier x;. Conformément 
à IV du $ 8, l’ensemble H des éléments y € L tels que [y, x,] = 0 
est une sous-algèbre de Cartan de L. Soit h € H ; alors (14.1.6) fournit 


[8 (k), zol = 0 ([, 8 (xo)l) = 6 ([h, zol) = 6 (0) — 0. (14.1.10) 


L'égalité (14.1.10) signifie que 6 (k) € H. Par conséquent, le sous- 
espace À est invariant relativement à 6. Puisque 6° — 1, on tire 
de la relation 0H € H que 0H = H. 

Soit &« == 0 une racine de l’algèbre de Lie L relativement à la 


sous-algèbre de Cartan H. Soit &« la fonctionnelle linéaire sur H 
définie par la formule 

a(hk)= (8h) pour tous les kÇH. (14.1.11) 
SoityEL”; alors [hk, y]—=aœ(k)y et [O(k), 8(y)]=061k, y)] — 
— 6(œ(h)y)—a(h) 0 (y) = a (8h) 6 (y). Puisque 87 — 7, on a 


[k, 8(y)]= œ(x) 8 (y) (14.119) 


pour tous les kÇH. La relation (14.1.12) signifie que a est une 
racine de l'algèbre de Lie L relativement à À, ie O*AGA avec 


en outre O(y)E L* pour tous les yEL”, i.e. OL L* + En outre, 
en nous servant de la proposition IV, nous obtenons 


(O(he), h)= (Ra, 0(k)=@(0(k)=œ(k)=(h5, h), (14.1.13) 


donc G@h;=h:. Par conséquent, Ô laisse invariant le sous-espace 
réel H,€ H. 

Ainsi, 0HGH, O*AG A, 80H,C€ Hs. Puisque 8? — 1, on a 6H — 
— H, 6A=A, 064,=H,. 


IX. Soient L une algèbre de Lie complexe semi-simple, L, sa forme 
réelle, 6 l'involution correspondante, et H la sous-algèbre de Cartan 
de L vérifiant les conditions de la proposition VIII. Supposons que les 
vecteurs e, € L®, à« € À, ont été choisis de manière à avoir (e,, e_.) — 
— —4. ]l existe des nombres complexes C4 tels que 0e, — Cie=, et 


CaC==— 1, CoC-a =1, CatBNa. b— CaC8N: E (14.1.14) 


pour tous les a, B € A. … 

Démonstration. En vertu de (14.1.12), 8 (e.) € Le. 
Tous les espaces L®, æ& € À, étant de dimension 1, on a 6 (e,) — 
— C,e: pour certains nombres complexes C;. Comme 6% =k 
pour kCH, et Be — 0 (Cae,)=Cadez = CoC-ez on a CaCze= = y. 
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D'autre part. (14.1.11) implique immédiatement l'égalité &æ= a, 
donc CaCz—=1, ce qui démontre la première des égalités (14.1.14). 

Servons-nous maintenant de la condition (14.1.5). Il découle 
de la relation GO ([ec, e-al) —[0 (ec), O(e-a)] et de l'égalité 6h — 
—h: que 0(—ho) =[Caes, C-aez]= CaC-x(—h:), mais 6h —h;, 
donc CeC-x = 1 pour tous les &€A. 

Enfin on obtient de la relation 6 ([ec, es]) —[8(ec), 0 (es)] que 
Na. BCa+Bez 45=CaC8Ne ec E d'où l’on tire la dernière des rela- 
tions (14.1.14). 


X. Soient L une algèbre de Lie complexe semi-simple, H sa sous- 
algèbre de Cartan, H, le sous-espace linéaire de H engendré par les 
vecteurs h; lorsque «à parcourt l'ensemble des racines non nulles de 
l'algèbre de Lie L relativement à H. Soit @ un isomorphisme linéaire 
réel de l’espace H, sur lui-même. Supposons que ®* = 1 et que pour 
chaque « € À la fonctionnelle linéaire complexe à sur H qui vérifie 
la condition @ (h) = & (œ (k)) pour tous les h € H,, est une racine de 
l'algèbre de Lie L relativement à H. Supposons que (e,, e-a) = —1 
pour tous les &« € À. Alors pour que l'application @ puisse être prolon- 
gée à une involution t de l'algèbre de Lie L vérifiant les conditions 
(14.1.4) à (14.1.6) et la condition t(e,) — Cue-, il faut et il suffit 
que les nombres complexes C, vérifient les conditions (14.1.14). 

Démonstration. L'égalité (14.1.13) (6 étant remplacé 
par ç) est valable en vertu de la définition de &, donc œ (hs) = h= 
pour tous les & € A. L'espace linéaire complexe Z étant engendré 
par l’espace H, et le vecteur e,, & € À, il existe une application + 
et une seule qui envoie l’espace L dans lui-même et qui vérifie les 
conditions + (ko) = œ (ko) pour h5 € Ho, + (ec) — Cac: et les con- 
ditions (14.1.4) et (14.1.5). | 

Voyons quelle condition doit être imposée aux nombres C; 
pour que l'application t vérifie (14.1.3) et (14.1.6). De la défini- 
tion de la racine & et de l'égalité g?—1, on tire «=. D'autre 
part, T(ha) = (ha) =h£, T(iha) = —T(he) = —hz, donc 1*—1 sur 
la sous-algèbre de (Cartan Æ. En outre, 1°(e)=Tt(Cae-) — 
= CoCre= = CaCzea, donc la première des conditions (14.1.14) est 
nécessaire et suffisante pour qu'on ait la condition (14.1.3). 

Trouvons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on 
ait (14.1.6). La condition (14.1.6) est équivalente aux conditions 


T (Lea CP ) = [T (ex); T (e_o)}, 
Th, el) = [t(h), + (e.)l, (14.1.15) 
t(les, egl) = [t (ec), + (e5)] 
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pour tous les a, BE A et k EH, car la condition + ([k,, h.]) — 
— [t(h,), t (h.)] est satisfaite automatiquement grâce au fait que 
l'algèbre de Lie H est abélienne. Mais l’on tire de la démonstration 
de la proposition IX que la première et la troisième des relations 
(14.1.15) sont équivalentes respectivement à la deuxième et à la 
troisième des relations (14.1.14). Enfin, la deuxième relation (14.1.15) 
est équivalente à la condition Tt(x(h)e,) — [rt (k), Cue:] = 


— Ca (t(h))e,, ie. à la condition a (h) Cae — Cac (rt (h)) e- €; 
i.e. équivalente à la définition de la fonctionnelle &. 


XI. Supposons vérifiées les hypothèses de la proposition VIII. 
Si L, est une forme réelle compacte de l'algèbre de Lie L, alors on 
a 0 (k) = —h pour tous les h € H, et il existe une base de Weyl de 
l'algèbre de Lie L telle que 8 (e,) = ee. . 

Démonstration. Supposons que l'algèbre de Lie L, est 
compacte. D’après la proposition V, il en découle que (x, 8 (x)) < 0 
pour tous les xE L, x-=Æ0. En vertu de VIII, 6H, = H,, alors 
l'opérateur 6 définit par restriction à H, une application linéaire 
réelle © de l’espace FH, sur lui-même telle que 0° — 1. Par consé- 
quent, l’espace A, est une somme directe des sous-espaces H° et H° 
constitués par les vecteurs À € H, pour lesquels oh — h et oh — —h 
respectivement. Si k€ H6, on a (k,6 (h)) = (k, a (h)) = (h,h) — 
— >) (æ(h))}° > 0; d’autre part, si kÆ 0, alors (k, 0 (k)) < 0. 

a£A 
Par conséquent, h = 0, i.e. H5 = (0) et H5 = H,. Ainsi l’opéra- 
teur 6 agit sur H, comme opérateur de multiplication par —À, 
en particulier 


O(hc)= —hx. (14.1.16) 
Par conséquent. k=——h et œ——a. Supposons que l’on 

a choisi une base de Weyl dans Z. Alors, en particulier, 
Nas=Ne. p== 5- (14.1.17) 


Si 80e, = Coe-a, alors les nombres C, doivent vérifier les rela- 
tions (14.1.14) que l’on peut mettre sous la forme 


Cala = Col =1, Cois—=CeCo (14.1.18) 


à l’aide des conditions (14.1.16) et (14.1.17). Notcns que 
(eu, 0 (ea))= Ca (eu, e-a)=—Ca<0, doncC,>0. Posons 6, = (C:)""/*et 
Ex = Va, €a-Alors il découle des égalités (14.1. 18) que (ec, e-x) = 
= — 004 = —1 et B(e) = Coôae-x = (0x)! e-x = Ô-0e- a = E_a-. 
Enfin, introduisons les nombres Né. tels que [ec, es] = Me. re 
alors les égalités (14.1. 16) et (14.1.17) nous donnent NW! 

=N'c,-8. Par conséquent, {ec} est la base de Weyl les 
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XII. Soit L, une forme réelle de l'algèbre de Lie compiexe semi: 
simple L; soit {e,, à € A} une base de Weyl de l'algèbre de Lie L. 
Soit 0 une application antilinéaire de l'algèbre de Lie L dans elle- 
même, définie de manière unique par les conditions 

O(h)— --h pour tous les hÇH,, (14.1.19) 
B(ec)—ex pour tous les &€£A. (14.1.20) 


Alors 6 est une involution de L qui vérifie les conditions (14.1.4) à 
(14.1.6) et la forme réelle L, de l'algèbre de Lie liée à l’involution 8 
est compacte. 


Démonstration. Soit & = —a, C, = 1. Alors l’appli- 
cation involutive 6 définie par la formule 


8 (ho + ho + D Eata) = — hot iho+ D Éae-a: 
œEA aEA 


Où ho, Ro € Ho Ex EC est une application antilinéaire de Z dans L 
qui satisfait les conditions (14.1.3) à (14.1.5) et (14.1.19), (14.1.20). 
Vérifions que [0 (x), 8 (y)]= 8 ({x, yl) pour tous les x, y € L. Pour 
cela, il suffit de vérifier les égalités 


8 ([ea, e-x]) = [8 (ea), 0 (e-a)], 

O([h, ea]) =1[8(h), 8 (ea)], 

6 ([ez, eg]) = [0 (ec), 0 (es)] 
pour tous’ les &, BEA, hEH,; en effet, 6 ([h,, h.,]) = 0 — 
— [0 (k,), 0 (k.)], car l'algèbre de Lie Æ est abélienne. Il découle 
de la proposition X que la relation 8 ([e,, e_,l) = [8 (e.), 8 (e_)] 
est équivalente à l'égalité C,C_, = 1 qui est satisfaite en vertu de 
l'égalité C, = 1, tandis que la relation 6 ([e,, egl) = [8 (ee,), 8 (es)} 
est équivalente à la relation Co+gNVa.s = CaCpNa,f, qui est 
vérifiée du fait que C, = 1, les nombres WV,,8 = N_4,-$ sont 
réels et à — —a@. L'égalité 6 ([k, e,]) = [8 (k), 8 (e)l est équiva- 
lente à l'égalité C,a (8 (h)) ee = z (h) 0 (eu), » qui est à son tour 
équivalente à la définition de la fonctionnelle &. Ainsi, 8 ({x, yl) = 
= [8 (x), 8 (y)l pour tous les x, y € L. Montrons que (x, 8 (x)) < 0 
pour zÆ0. Soit z = ho + iho + D) Ees: alors 6 (x) = —ho + 

eZ 


+ ik, + 2) Eat donc (9.6.1) implique 
(x, 0 (x)) = (ho + io — ho + iho) + 2 EaËa (as €-a) = 
= D{a(h)&(O(h))—EcËa}, (141.21) 
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où À — hk, + ik, Remarquons maintenant que « (6 (h)) = @ (h) = 
— —@ (k) en vertu de (14.1.11) et (14.1.20); alors (14.1.21) fournit 


(&, 0(2))= — 2 (1 a () 17 +1 En 1°), 


donc (x, 8 (x)) < 0 pour chaque zx £ 0. 


XIII. Soient L une algèbre de Lie complexe semi-simple, L, sa 
forme réelle, et 0 l’involution de l'algèbre de Lie L définie par la forme 
réelle L,. Il existe alors une forme réelle compacte L, de l'algèbre de 
Lie L invariante relativement à l'involution 6. 

Démonstration. En vertu de la proposition VII, il 
suffit de démontrer qu'il existe, dans l’algèbre de Lie ZL, une invo- 
lution + vérifiant des relations (14.1.4) à (14.1.6), permutable avec 6 
et qui satisfait en outre à la condition (x, t (x)) << 0 pour tous les 
zx 0; alors l’algèbre de Lie L, cherchée peut être définie comme 
l’ensemble des éléments x € L tels que t (x) = x. 

Conformément à la proposition VIII, il existe une sous-algèbre 
de Cartan H © L invariante relativement à l’involution 8; d’après 
la proposition IX, il existe une base de Weyl dans l'algèbre de Lie ZL 
telle que 8 (e,) — Ce: pour tous les & € A. Posons 


re) =]Co lee TS) = ha (14.1.29) 


et prolongeons l'application + à une involution de l'algèbre de Lie L 
vérifiant les conditions (14.1.4) et (14.1.5). Il découle de la propo- 
sition X que l'application + vérifie la condition (14.1.6) si et 
seulement si les nombres | C, | vérifient (14.1.14). La condition 
| Ca l1C-œ | = 1 découle de la relation C,C_, — 1; ainsi les 
deux premières relations (14.1.14) pour les nombres | C, | sont 
vérifiées. À l’aide de la relation V,,8 = N_,,-8 la troisième con- 
dition (14.1.14) pour les nombres | C, | n’est autre que l'égalité 
|Ca+s | = ICa ll1Csl:; vérifions cette égalité. Remarquons que 
(œ, B) = B (=) — B (6 (ha)) — B (ha) = (&, B),' mais (&, B) est un 
nombre réel pour tous les &, B € À, donc (œ, B) — (œ, B) pour tous 
les &«, BE A. La proposition II de 9.7 nous donne W£.,g = (1/2 

X (æ&, &@) Qa.B (1 — Pa.s); puisque l'application æœ— x est une 
application additive involutive du système de racines À dans lui- 
même, la fonctionnelle linéaire B + a est une racine si et seule- 


ment si B + ka € À; par conséquent Qz,5 = Ja. Pañ = Ds 
et NE, 3 = (4/2) @, © qe. 5 A — P2.5) = (1/2) (@, a) %,8 (1 — Pas) = 
= NE où INsl=]|Na,sl. Alors, en passant dans la der- 


nière égalité (14.1.14) aux valeurs absolues, nous obtenons 
lCa+s | = | Ca | | Cs l. Ainsi, d’après la proposition X, l'involu- 
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tion + de l'algèbre de Lie ZL vérifie les conditions (14.1.4) à (14.1.6). 
Prouvons que + et 8 sont permutables. On a +0 (ac) = + (k=) = h' = 


et Ot (hG) — 6 (k°,) — h’;, alors +6 et 67 coïncident sur H,, donc 


T6 — 07 sur FH. Il reste à démontrer que 6+ (e,) — +10 (e,); mais 
TO (ec) = 1 (Caez) = Ca [Cle = 


«a? 


Or (ea) = | Ca | 0 (6-4) = | Ca | Ce _>. 


et Ce [Cs 1= [Ca lC-as puisque les deux premières égalités 
(14.1.14) impliquent les égalités 

Ca (CalCz1) = | Cal? CE] _—. [Cal (ICal 1C=1) S [Cal de [Ca] CaC-as 
et C, = 0, ce qui termine la démonstration de la proposition XIII. 


XIV. Dans les hypothèses de la proposition XIII supposons que L, 
est une forme réelle compacte (de l'algèbre de Lie L) invariante relati- 
vement à l’involution 6. Soient Li = L, N Lo, Lui = L, fN ilo- 
Soient H3 la sous-algèbre de Lie commutative maximale contenue dans 
Li, H, la sous-algèbre de Lie commutative maximale de L,, contenant 
HS, H$ = H, N Le. Alors le sous-espace H = H,, + iH, est une 
sous-algèbre de Cartan de L, et H, = Hi + Hi H AN L, = Hi + 
+ iH. 

Démonstration. Soit xE L,; il découle de la défini- 
tion de Li et L;, que x € L* (respectivement zx € L;) si et seulement 
si 0x = x (resp. 0x — —zx). D’après la proposition VII, L, = Li + 
+ Li. Pour chaque À € H,, et pour tous les x, y € L, on a la rela- 
tion 


((ad À) (x), y) + (x, (ad ) (y)) = (4, x], y) + (x, [k, yl) = 
— tr ([ad À, ad x] ad y + ad zx [ad , ad y})— tr [ad k, ad x ad y] —0, 


i.e. l'opérateur ad À dans l'espace L, est antisymétrique relative- 
ment à la forme (x, y) définie négative. Alors l’opérateur ad À est 
complètement réductible, i.e. chaque sous-espace invariant de Z,, 
possède un supplémentaire orthogonal invariant. H, étant une 
algèbre de Lie commutative, le sous-espace 7, € L,, est invariant 
relativement à tous les opérateurs ad h, h € H,,; par conséquent, 
le supplémentaire orthogonal H1 de l’espace 7, dans L,, est inva- 
riant relativement à tous les opérateurs ad h, k € H,. D'autre part, 
H,, étant une sous-algèbre de Lie commutative maximale dans L,,, 
la condition (ad k) y = 0 pour un y € L, donné et tous les À € H, 
implique y € H,. Par conséquent, il n’y a pas dans l'espace A+ 
de sous-espaces des racines non nuls qui correspondraient à la racine 
nulle de l’algèbre de Lie L,, relativement à Æ,, i.e. H, coïncide 
avec le sous-espace qui correspond à la racine nulle de l'algèbre de 
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Lie L,, relativement à J,. On en déduit que F, est une sous-algebre- 
de Cartan de Z,, (voir $ 8). 

Soit H = H, + iH,. Montrons que H est une sous-algèbre de 
Cartan de l’algèbre de Lie ZL. Soit z € L°, i.e. supposons que pour 
chaque h € H il existe un entier positif 4 tel que (ad hk}' z = 0. 
Montrons que z € H. En particulier, pour chaque À € H,,, il existe 
un entier naturel 4 tel que (ad k)*z —0. Puisque L, est une forme 
réelle de l'algèbre de Lie ZL, on a z = x + iy, où x, y € L,; d’autre 
part, l’espace L, est invariant relativement à tous les opérateurs. 
adh,hE€ H,. Par conséquent, 0 = (ad h)*z — (ad h)x + à (ad k}*y, 
ie. (ad h)x — 0, (ad h)*y = 0. Ainsi x, y € Li = H,, d'où z — 
= z<+iy EH, + iH, = H. Donc L° = H, i.e. H est une sous- 
algèbre de Cartan de L. 

Montrons que la sous-algèbre de Cartan F7, de l'algèbre de Lie 
L, est invariante relativement à l’involution 6. Soient L € H,, 
h; € H3. En remarquant que H5 € H, et H, est commutative, on 
a [hk, h-] — 0; alors, on a également [0 (k); 6 (k-)] = 6 ([k, k-]) — 
— 60 (0) —0. D'autre part, k- € Hi € Lys, donc 8 (47) = —h-. 
Ainsi 6 (*) est permutable à tous les éléments de l’espace A3, par 
conséquent, À — 6 (hk) est également permutable à tous les éléments 
de l'espace H5. Mais hk—6(h)EL, et 6 (h — 6 (h)) — — (k — 
— 6 (h)), donc k — 6 (h) E Li. Comme X, est une sous-algèbre de 
Lie commutative maximale de Ly et hk—6(h) est permutable 
à tous ses éléments, on a k — 0 (h) € H3; ensuite, étant donne que 
k€ H,, on a aussi 60 (k) € H4. Ainsi H, est invariant relativement 
à l’involution 6. D'où l'on tire H, = Hi + H%. 

D'après la proposition VII, on a L, = Li + ils; les relations 
H, = Hi + Hi et H = H, +iH, impliquent H = H4 + Hi + 
+iHt +iHs et HicLi, iR cils, HN Lo = iHiN Li = 
— (0). Par conséquent, A fN Lo = Hi + iHi. 

XV. Dans les hypothèses de la proposition XIV, soit H, l’ensemble 
des combinaisons linéaires des éléments h4 à coefficients réels. Alors 
Ho = Hi + H5, où H* = {x EH, 0x — +} et le système À des 
racines non nulles de l'algèbre de Lie L relativement à H se décompose 
en trois parties: À = Z{J A" (—Z), où 


S={acA, a>0, a > 0}; 
A'={aeA: a=—a}={acA: a«(H}i)=0}. 


Démonstration. L'espace H, est invariant relativement. 
à l’involution 6, donc H, = Hÿ + H5. Soient ki, .. .., khn une 
base de H$, et h1, ..., hk; une base de H5. Munissons l’espace À, 
de l'ordre lexicographique qui correspond à la base hi, ..., hn, 
h1, ..., k\ de l’espace X,. 
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Montrons que la condition &æ— —« est équivalente à la con- 
dition &æ(H%)—0. En effet, l'espace AŸ est engendré (comme espace 
réel) par les vecteurs de la forme hk<+6(h), kCH,; d’autre part, 
a prend sur H, des valeurs réelles, donc &(h) = «(6 (k)) = @ (0 (h)) 
pour k€H,. On en déduit que &æ——œ si et seulement si 
@(h<+6(h)) —=0 pour tous les hÇH,. 

Supposons maintenant que «a >0 et &é A’, i.e. a —@. Alors 
a(H5)=0, donc il existe un i>0 tel que &(hf) —...—a(h;) = 0, 
a(h},,)>0. Comme h'EH*, on a 6(ht)—h}, donc œ(h})— 
—œ(0(hj))—aœ(h;) pour j—1,..., m. Par conséquent, œ(ht) =0 
lorsque ji, a(ht,,)—«æ(h;,, 50: ainsi a > 0 et ae S. 


XVI. Soient L une algèbre de Lie complexe semi-simple, L, sa 
forme réelle, et L,, la forme réelle compacte de L. Soient 8 et + des in- 
volutions de l'algèbre de Lie L définies par les formes réelles L, et L, 
respectivement. Soit Li — L, (\ L,. Supposons que les involutions 8 
et t commutent entre elles et que l’on a l'égalité &« = — «x pour la 
racine à € À. Alors pour chaque x € L® on a l'égalité 0 (x) = + (x); 
en ri 6 (e,) — e-,. En outre, x + 0 (x) € LE pour tous les 
z€L 

Démonstration. _On obtient de (14.1.12) que 8 (x) € L£ 
pour tous les EL; si « —=—«, alors 8 (x) E L- pour zx € Le. 
On tire de X que t (x) € L-« pour x E L®; ainsi l'élément y — 
— 0 (rx) — T(x) appartient au sous-espace L-% Montrons que y 
commute avec le sous-espace H5. En effet, supposons que hk € H5: 
alors À — 6 (h). En vertu de XV, on a a (Hÿ) = 0; d’après XI, on 
a T(h) = —h pour tous les k € H,; par conséquent, pour tous les 
h € Hi on a [h, 6 (x)] = 6 ([6 (k), xl — 6 ((h, xl) = 6 (œ (h) x) — 
— a (h) 0 (x) = 0, et de même 


lk, tx) = tr (h), xl) = —<T(lk, xl) = —@ (h) t (x) = 0, 


donc [A, y] — 0. Remarquons que l’espace H,, est engendré (comme 
espace réel) par les vecteurs ik, et l’on a iH$ÿ € H5, iHs € Hi. Par 
conséquent, le sous-espace À est engendré (comme sous-espace réel) 
par l’ensemble iH5. Etant donné que y commute avec H5, il doit 
commuter avec 3. Le sous-espace H% est invariant relativement à 
l’involution 6, donc l’élément 6 (y) commute avec H% et y — 0 (y) 
sommute avec H%5. Mais y — 0 (y) € L,, tandis que H% est une sous- 
algèbre commutative maximale de L,. Donc y — 6 (y) € H%. D'autre 
part, y E L-®, 6 (y) E L® et la somme des sous-espaces L®, L-® et 
Hy est une somme directe. Par conséquent y = 6 (y) = 0, ï.e. 
6 @ — “ La pour tous les x € L'. Enfin x +60(7)=r+t(x)e€ 
€ Lol L Li. 
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XVII. Dans les hypothèses de la proposition XIII, soient Li — 
= L,f\ Lo, La = L, fils. Alors L, est la somme directe de Li et 
de L', Lo est la somme directe de L* et de iL;,, tandis que L, est la som- 
me directe de la sous-algèbre LŸ et d’une certaine sous-algèbre résolu- 
ble M. 

Démonstration. Posons 


N=DL, N'=)L"T. (14.1.23) 
aez 


a€tz 


Si &« € Z, alors & et x sont des racines positives, donc & et &æ = a 
sont des racines positives. Par conséquent, & € Z et les sous-espaces 
N et N” sont invariants relativement à l’involution 0. D'autre part, 
(14.1.22) implique + (L®) — L-£, donc + (NW) = NW. 

Comme W est invariant relativement à 6, V est l'enveloppe com- 
plexe de l'intersection V, = N f\ L,. Prouvons que 


Lo= Li LiHz +Ni. (14.1.24) 


La somme dans l'égalité (14.1.24) est directe. En effet, si L € Li, 
hEHyetrEN,,etsil+h+n = 0, alors en appliquant l’opé- 
rateur t à cette égalité on obtient { — hk + t(n) = 0; en soustrayant 
on trouve 2h + n — t(n) = 0; mais hkEH,nEN,t(n)E N' et 
la somme des sous-espaces A, N et N'est directe; donc À = n = 0 
et Z = 0. Ainsi la somme de L*, iH3 et N, est une somme directe. 
Remarquons maintenant que l’espace L, est engendré (comme espa- 
ce réel) par le sous-espace HN] L, = HŸ + iHi € LE + iH5 et les 
éléments de la forme y = x + 8 (x), où x € La. Si a — — a, ontire 
de XVI que l'élément x + 8 (x) est situé dans Li. Siæ€ Z,ona 
a >0 et yE La + Le & N. Puisque yEL,, on ayeënNfN L, — 
= N,. Maissiat—Z,onat(y)ELt+LacNety+Tr(yi€ 
€ Li, donc y € N, + Li. Par conséquent, l’espace L, est engendré 
(comme espace réel) par les éléments des espaces Li, iH% et N,. 

Etant donné que [L®, LB] & Le*B et a + BE Z lorsque «, BE 
€ Z, alors NV et N” sont des sous-algèbres de Lie de L. Puisque Z 
est un ensemble fini, les relations [L®, LB] € L«t8 impliquent que 
N et N°” sont des algèbres de Lie nilpotentes. Posons M, = iHy + 
+ V,. Alors on tire de (14.1.24) que L, = Li + M,. D'autre part, 
Vos, MIS N,, LiH,, iHi =0et (iH5, NC N,, donc M, est 
une sous-algèbre de Lie de L, et l’on a [M,, Ml € N,. Puisque W, 
est nilpotente, M, est une algèbre de Lie résoluble. 


14.2. Représentations linéaires des formes réelles. 


I. Soient L une algèbre de Lie complexe, L, sa forme réelle, et x 
une représentation de l'algèbre de Lie L, dans un espace linéaire com- 
plexe V de dimension finie. Alors la formule 


n(c+iy) =n(z) +in(y), z,yELs, (14.2.1) 
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définit une représentation x de l'algèbre de Lie L dans l’espace V. La 


représentation x est irréductible si et seulement si la représentation a 
est irréductible. Si n, est une autre représentation de l'algèbre de Lie 
L, dans l’espace Vi alors les représentations x et x, sont équivalentes 


si et seulement si x et Tu sont équivalentes. 

Démonstration. On déduit immédiatement de la propo- 
sition Ï de 14.1. que la formule (14.2.1) définit une application li- 
néaire complexe de l’algèbre de Lie L dans l'algèbre de Lie g/ (V); 
étant donné que [x + iy, 1 + égal = (x, 1l — (y, gl+i (Lx, nl+ 
+ [y, x], on tire de la condition x ({x, yl) = [x (x), x (y)] que x 
est une représentation de l'algèbre de Lie Z dans V. En outre, la 
formule (14.2.1) implique que tout espace linéaire complexe V, € Y, 
invariant relativement aux opérateurs n (x), zx € L,, est également 


invariant relativement aux opérateurs x(z), z2€L. Enfin, si 
fa (x) = An (x) A7! pour tous les x € L,, où À est un opérateur li- 
néaire inversible de V dans V,, on peut tirer de (14.2.1) que x, (z) = 
— An (z) A7! pour tous les z € L. 


II. Soient L une algèbre de Lie complexe, L, sa forme réelle, x une 
représentation irréductible de l'algèbre de Lie L, et p sa restriction à 
L,. Alors la représentation p est irréductible, et si x parcourt l’ensemble 
de toutes les représentations irréductibles deux à deux non équivalentes 
de l'algèbre de Lie L, alors p parcourt l’ensemble de toutes les représen- 
tations irréductibles deux à deux non équivalentes de l'algèbre de 
Lie Lo. 

Démonstration. Ontire de la proposition Ï de 14.1 et de 
la formule (14.2.1) que la représentation n est équivalente à la repré- 


sentation p. Alors l'assertion de la proposition II s’obtient immédia- 
tement de I. 


14.3. Classification des formes réelles des algèbres de Lie com- 
plexes simples. Enumérons les formes réelles des algèbres de Lie 
complexes semi-simples des types (4,) à (G.) dont les systèmes de 
racines ont été construits au $ 11. Cette énumération des formes réel- 
les nous donnera une liste complète des algèbres de Lie réelles sim- 
ples, puisque la complexification d’une algèbre de Lie simple réelle 
est une algèbre de Lie simple complexe. 

Introduisons d’abord quelques notations. Soit 1, la matrice 
unité d'ordre m. Posons 


1,0 
0 4, 


Zs q 0 
0 7JZ 


9 K,,4= 


Zn a= n — 


—1, 0 


BE 


p q 
(14.3.1) 
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Pour chaque matrice x € gl (nr, C), désignons par x* la matrice duale 


de x; par x* la transposée de x; par x la matrice obtenue de x en 
remplaçant tous les éléments de cette matrice par leurs conjugués 
complexes. 

Considérons les algèbres de Lie u (p, g), su (p, q), su* (2n), so (p, q) 
s0* (2n), sp (p, q) définies de la manière suivante: 

u (p, g) est l’algèbre de Lie des matrices x Egl(n, C) qui véi- 
fient la condition zx = —7,,4 z*lh 

su (p, g) est la sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie w (p, q) 
constituée par toutes les matrices x € u (p, q) telles que tr x = 0; 

su* (2n) est l’algèbre de Lie des matrices x € gl (n, C) vérifiant 


les conditions trz = 0, zJ, = J,z: 
so (p, q) est l’algèbre de Lie des matrices x Egl(n, R) vérifiant 
les conditions tr x = 0, x = —1, 


“AD PE 

so* (2n) est l'algèbre de Lie des Et z € su* (2n) vérifiant la 
condition z = —zx*; 

sp (2p, 2q) (p + q = n) est l’algèbre de Lie des matrices z € 
€ gl(2n, C) vérifiant les conditions 29, + J,xz* = 0, zx — 
= — K,,927*Kh,4. L'algèbre de Lie sp (2n, ) sera désignée par 
sp (2n). 

Indiquons maintenant les formes réelles des algèbres de Lie des 
types (4,) à (D;). 


THÉOREME 1. 1) Les formes réelles de l'algèbre de Lie complexe semi- 
simple sl (n + 1, C) du type (A,) sont les algèbres de Lie réelles sui- 
vantes: sl (n + 1, R); su (p, go p>gq, p+gq—=n +1 (en par- 
ticulier, pour q = 0 on a la forme réelle compacte su (n + 1)},etsin 
est impair, l'algèbre de Lie su* (n + 1). 


2) Les formes réelles de l'algèbre de Lie so (2n + 1, C) complexe 
semi-simple du type (B,) sont les algèbres de Lie réelles so (p, q), où 
p+g=2n +1,p> gq (en particulier pour q = 0 on a la forme réel- 
le compacte so (2r + 1, R)). 


3) Les formes réelles de l'algèbre de Lie complerze semi-simple 
sp (2n, C) du type (C,) sont les algèbres de Lie réelles suivantes: 
sp (2n, KR); sp (2p, 2q) où p>9q, p+q=—=n (en particulier, pour 
q = 0 on obtient la forme réelle compacte sp (2n)). 


4) Les formes réelles de l'algèbre de Lie complexe semi-simple 
so (2n, C) du type (D,) sont les algèbres de Lie réelles suivantes: 
so (p, q), où p + q = 2n, p > q (en particulier, pour q = 0 on obtient 
la NE réelle compacte so (2n, R)); et si n est pair, l'algèbre de Lie 
so* (2n). 

La démonstrationdece théorème est assez longue et com- 
pliquée, et nous l’exposerons seulement pour le cas de l’algèbre de 
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Lie L = sl (n + 1, C) du type (4,), i.e. nous ne démontrerons que 
l'assertion 1). 

Soient L, la forme réelle de l’algèbre de Lie ZL, et 8 l’involution 
correspondante de ZL (voir 14.1). Soit L, la forme réelle compacte de 
l’algèbre de Lie L, invariante relativement à 6 (voir XIII de 14.1); 
désignons par + l’involution de L qui correspond à la forme Z,.. 
Alors 67% — 18; posons 6 = 67. L'application © est un jautomor- 
phisme de l’algèbre L, 6° = (0t)*= 1,, et la forme réelle compacte Z,, 
est invariante relativement à ©. L'application x: zx 0 (x) est une 
représentation de dimension nr + 1 de l’algèbre de Lie L — 
— $Sl(n + 1, C). Puisque © est un automorphisme, la représentation 
n est irréductible. En vertu de V et VI, 13.5, la représentation x est 
équivalente ou bien à la représentation identique, ou bien à la repré- 
sentation z —> — x*'. Considérons successivement ces deux possibili- 
tés. 

a) Si x est équivalente à la représentation identique de l’algèbre 
de Lie Z, alors il existe une matrice inversible À telle que © (x) — 
— AzxA”l pour tous les x € sl (n +1, C). Remarquant que © (© (x)) — 
= zx, On à A°xA * — x pour tous les x € sl (n + 1, C), i.e. A° — 
= À{,4,, À 5 0. En multipliant À par À-!/*, on peut supposer que 

*— 1,4,. Alors la matrice À est semblable à la matrice Z,,, 
(voir (14.3.1)) pour certains p, q qui vérifient p+qg—=n#r<+îi; 
ainsi, l’automorphisme © est semblable à l’automorphisme 0 défini 
par la formule 

O(xz) = 1, atl », q. (14.3.2) 
Soit 6 — aoa-!, où & est l’automorphisme de l’algèbre de Lie 
sl (n + 1, C). Il est évident que la forme réelle compacte su (n + 1) 
est invariante relativement à l’automorphisme ©; nous avons tout 
droit de supposer que la forme compacte L,, a été choisie de façon à 
avoir @ (su (n + 1)}) = L,. Alors l'application t = ata”! est l’in- 
volution de L associée à su (n + 1), i.e. l’involution + agit suivant 


Cond 


la formule T(r) — — xr*. Posons 0 — «ôa-!; alors 0 — ot donc 
O (x) = —1,. 92* 1, 9. (14.3.3) 


Il est évident que l'ensemble L, des points fixes de l’involution Ÿ 


*« 


coïncide avec su (p, g). Puisque « (L,) = L,, L, est isomorphe à 


eu (ps qe _ | ns. . 
b) Si x est équivalente à la représentation z — — x*, il existe 
une matrice inversible À telle que © (x) = — Az*A”} pour tous les 


x Esl(n +1, C). Avec o(o (x) = zx, on a A (A !)*rxAtA-i= x 
pour tous les x E sl (n + 1, C). Par conséquent, A*A”7! = À1,;,, 
i.e. A* — ÀA; alors À = (4A*)* = À*A, donc À = +1. 

Supposons d’abord que À = 1. Alors A* — À, i.e. À est une 
matrice symétrique non dégénérée. Soit p (À) un polynôme en À 
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tel que (p (4))}° — À (voir F. Gantmacher [1], chapitre V). 
Posons B = p (À); alors B* — p (A*) = p (4) = Bet B° = BB* — 
— À. Considérons l’automorphisme «& de l’algèbre de Lie L défini 
par la formule & (r) — B-!rB. Un calcul direct nous montre que 


ao”! (x) = —zx*, i.e. l’automorphisme 0 est semblable à l’automor- 
phisme © défini par la formule 
O (x) = —z*. (14.3.4) 


Si + est l'involution associée à la forme compacte su (n + 1), alors. 
l'application 6 — o7t se définit par la formule 
O(z)= —(—z1*) = x. (14.3.5) 
L'ensemble L, des points fixes de l'involution 6 est un ensemble de 
matrices réelles de sl (n + 1, C), i.e. L, = sl(n +1, R)et L, = 
= Lo = sl(n+1,R). 
Supposons maintenant que À — —1. Alors ÀA* — — À, ji.e. À 
est une matrice antisymétrique non dégénérée. Ceci est possible. 
seulement dans le cas où nr + 1 est un nombre pair, mettons r + 1 = 


— 2m. Considérons l’automorphisme « de l’algèbre de Lie L défini 
par la formule « (x) — BrB”\, où B est une matrice non dégénérée. 


Un calcul immédiat nous montre que l’automorphisme © = ao”! 
de l'algèbre de Lie L agit suivant la formule 


OG(z)=—Axt À", zEsl(n+1,0C), (14.3.6) 


A= BAB. (14.3.7) 
D'après N.Bourbaki [1], chapitre IX, $ 5, numéro 1, il existe 
pour chaque matrice antisymétrique non dégénérée À une matrice 
non dégénérée B telle que la matrice À de (14.3.7) coïncide avec J,, 
i.e. l’automorphisme © de (14.3.6) agit suivant la formule 


O(z)= — Jr Jr. (14.3.8) 
Si tT(z)= —r* et 0—0T, on a 
0(x)=—Jm(—2*) Je Jr). (14.3.9) 


I1 découle de (14.3.9) que l’ensemble des points fixes de l’involution 
Ô coïncide avec su* (n + 1), i.e. L, & su* (n + 1). 
Indiquons maintenant les formes réelles des algèbres de Lie 
complexes semi-simples singulières des types Es, E;, Es, F4, Ga. 
L’algèbre de Lie L du type £4 possède une forme réelle compacte 
L, et quatre formes réelles non compactes L,, L., L:, L, et L,f\ 


N Li = sp (8), L,N L, = su (6) + su (2), L;fN\ L, & so (10, R) + 
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+ KR, L;,fN L, étant isomorphe à la forme réelle compacte de l’al- 
gèbre de Lie du type F4. 

L’algèbre de Lie L du type E; possède une forme réelle compacte 
.L, et trois formes réelles non compactes L,, L., L;, et LifN L, # 
% su (8); L.f\ L, & 50 (12, R) + su (2); L,N LL, = L +R, où L 
est la forme réelle compacte de l’algèbre de Lie complexe du type Es. 

L’algèbre de Lie L du type Æ; possède une forme réelle compacte 
L, et deux formes réelles non compactes L,, L,, et L.f\ L, = 
= 50 (16, KR), Z, NN L, = L + su (2), où L est la forme réelle com- 
pacte de l’algèbre de Lie complexe du type £3. 

L'algèbre de Lie L du type F, possède une forme réelle compacte 
L, et deux formes réelles non compactes ZL,, L,, et L:f\ L = 
& Sp (6) + su (2), L, AN L, & so (9, R). 

L’algèbre de Lie L du type G, possède une forme réelle compacte 
L, et une certaine forme réelle non compacte L,, et L,of] L, = 
Æ su (2) + su (2). L 

Pour la démonstration de ces assertions et la description des in- 
volutions correspondantes en termes des racines voir l’article de 
E. Cartan [1*]. Voir également l’article de A. Sirota et 
A. Solodovnikov {[1*] 


$ 15. Théorèmes généraux sur les algèbres de Lie 


I. Soient L une algèbre de Lie, et x un homomorphisme de l'algèbre 
de Lie L dans l'algèbre de Lie gl (V) avec Ker x = (0). Supposons que 
A est un idéal abélien de L et que l'élément v € V, v Æ 0, possède les 
propriétés suivantes: 1) x (L)v=n(A)v; 2) l'application a —+ 
— 7 (a) v est une bijection de l'algèbre de Lie À sur nn (a)v. Soit J 
l'ensemble de tous les x € L tels que n (x) v = 0. Alors J est une sous- 
algèbre de Lie de L et L est la somme directe des espaces vectoriels À et J. 

Démonstration. Puisque ({x, yl) = [x (x), x (y)l, alors 
par définition J est une sous-algèbre de Lie de Z et en outre, par 
hypothèse, J N\ À se réduit à l'élément nul. Enfin six € Let a est 
un élément de l’idéal À tel que x (x) v = x (a)v,onan(z — a) v — 
= (}, ie. —a€J. 


II. Soient L une algèbre de Lie, A un idéal abélien de L, et S = 
— L/A. Supposons que S est semi-simple et que la restriction de la 
famille des opérateurs ad (x), x € L, au sous-espace À & L est une 
famille irréductible non nulle d'opérateurs de A. Alors il existe dans L 
une sous-algèbre de Lie J, supplémentaire de À et isomorphe à S. 

Démonstration. Supposons que Ÿ = gi (L), i.e. V est 
l’espace linéaire des opérateurs linéaires sur L. Posons © (x) @ = 
— {ad x, oj pour tous les x € L, ® € V ; alors o est un homomorphi- 
sme de l’algèbre de Lie L dans gl(V). Soient P, Q, R des sous-espaces 
<roissants de l’espace V(P&QGCR), où P est l’ensemble ad a, 
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a € À, Q est l’ensemble de tous les o € V tels que o (L) € À et 
p (4) = 0; R est l’ensemble de tous les @ € V tels que  (L) & À 
et que la restriction de y à À est scalaire. Il est évident que P,0,R 
sont invariants relativement aux opérateurs © (x), x € L, tandis que 
la codimension de Q relativement à R est 1. Soienta EA,mEëR,et 
supposons que la restriction de l'application @ à À est la multipli- 
cation par le nombre À; alors 


o (a) y := ad a © @ — po ad a — —À ad a. 
Par conséquent, o (a) R € P pour a € À. Ce fait permet de consi- 
dérer les espaces quotients Q/P et R/P et les homomorphismes 1,, ñ 
de l’algèbre de Lie S$ — L/A dans les algèbres de Lie gl (Q/P) et 
gl (RP) respectivement, induits par l’homomorphisme ©. Il est 
évident que l’homomorphisme x, est la restriction de l’homomor- 
phisme x au sous-espace invariant R/P qui contient le sous-espace 
invariant Q/P de codimension 1 relativement à R/P. Puisque l’al- 
gebre S est semi-simple, la famille x, (S) est complètement réducti- 
ble sur R/P; par conséquent, il existe un supplémentaire invariant 


de Q/P tel que l’on peut trouver un élément v € R/P invariant rela- 
tivement à x (i.e. x (S) v — 0); on peut supposer que la restriction 


des représentants v € R de l'élément v au sous-espace À est l’appli- 
cation identique. 


Soit v € R une image inverse quelconque de l'élément v. Mon- 
trons que v vérifie les hypothèses de la proposition I. SiaE A,ona 
6 (a) v = —ad a (car la restriction de l’application v à À est l’iden- 
tité par construction). Si © (a) v — O0, on a ad a = 0, i.e. la, xl — 0 
pour tous les x € L. Par conséquent, (ad x) (4) — 0 pour tous les 
zEL; si a 0, alors le sous-espace des éléments b € À tels que 
(ad r) (b) = O est un sous-espace non nul de À. Ceci est en contra- 
diction avec l'hypothèse suivant laquelle la restriction de la famille 
des opérateurs ad (x), x € L, à l’idéal À est une famille irréductible 
non nulle. Ainsi l’application a — © (a) v est une bijection de l'idéal 
A sur 6 (A) vw. D'autre part, soit x € L; nous devons montrer que 
6 (x) v peut se mettre sous la forme © (a) v, où a € À. En remarquant 
que Oo (a) v — —ad a, nous devons vérifier que © (x) v € P. Mais 
l'élément v est invariant relativement à x (S), d’où x (S) v — 
— 7 (L/A) v = 0, ou bien o (L) v € P. En appliquant la proposi- 
tion Ï à la représentation © et au vecteur v, nous voyons que l’en- 
semble J des éléments x € L tels que [ad x, v] — 0 pour tous les x 
est une sous-algèbre de Lie de Z, L étant la somme directe des espa- 
ces vectoriels À et J. L'application canonique de l’algèbre de Lie ZL 


sur L/A = S, restreinte à la sous-algèbre de Lie J, est un isomor- 
phisme de J sur S. 


THÉORÈME DE LEvi-MALTSEV. Soit q un homomorphisme de l'al- 
gèbre de Lie L sur une algèbre de Lie semi-simple S. Soit A Le noyau de 
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l'homomorphisme ç@. Alors le radical de l'algèbre de Lie L est contenu 
dans À et il existe dans L une sous-algèbre de Lie J, supplémentaire 
de À et isomorphe à S. 

Démonstration. a) Pour À — (0) l’assertion est triviale ; 
supposons donc À (0). Admettons d’abord que la famille B des 
restrictions des opérateurs ad x, x € L, à l’idéal À est une famille 
irréductible d'opérateurs sur À. Soit R un radical de l'algèbre de 
Lie L (voir $ 3); alors l'algèbre de Lie  (R) est isomorphe à une 
algèbre quotient de l’algèbre R et par conséquent œ (R) est une al- 
gèbre de Lie résoluble (voir IV de 1.6). Puisque R est un idéal de Z, 
o (R) est un idéal de y (L) = S. Mais l’algèbre de Lie S est semi- 
simple, donc l'idéal résoluble œ (R) de S est nul. Ainsi R € À. 
Etant donné que l'idéal À est invariant relativement à tous les opé- 
rateurs ad x, x € L (voir VI, $ 3), tandis que l'idéal À est irréductible 
relativement à la famille B, on a soit R — (0), soit R — À. Si R — 
— (0), alors ZL est une algèbre de Lie semi-simple, et l’on peut 
prendre J — A1 (voir [TI de 7.1). Si R — À (0), alors À est un 
idéal résoluble. Par conséquent À  [4, A] et le sous-espace [A, À] 
est invariant relativement à B. Par hypothèse, l'idéal À est irré- 
ductible relativement à la famille B; par conséquent 14, A] = 0, 
i.e. À est un idéal abélien. Si la famille B est nulle, alors {[x, a] — 0 
pour tous les a € À, r € L. Par conséquent, l’idéal À appartient au 
noyau de l’homomorphisme adjoint de l'algèbre de Lie L, et la 
famille des opérateurs ad x, x € L, peut-être envisagée comme l’ima- 
ge par l’homomorphisme x de l’algèbre de Lie S — L/A dans l’al- 
gèbre de Lie gl (V}), défini par la formule x (s) — ad x pour x € 
EsES,zxE L. En remarquant que l’algèbre de Lie S est semi-sim- 
ple, la famille des opérateurs {ad r, x € L} -= {n (s), s € S} est com- 
plètement réductible en vertu du théorème de FT. W e y 1. Ainsi, il 
existe dans l’algèbre de Lie Z un sous-espace J, supplémentaire de 
A et invariant relativement à la famille des opérateurs ad r. r € L; 
dans ce cas J est un idéal de L. supplémentaire de À. Mais si la 
famille B est non nulle, alors l’existence d’une sous-algèbre su pplé- 
mentaire J vérifiant les conditions du théorème découle de la pro- 
position II. 

b) Démontrons maintenant le théorème de Levi-Maltsev 
par récurrence sur la dimension de l'idéal À. Si dim À = {, alors A 
est un idéal abélien de L et toute famille d'opérateurs dans l’espace 
(unidimensionnel) À est irréductible; d’après la partie a) de notre 
démonstration, dans ce cas le théorème de Levi-Malt<se vest 
vrai. Supposons que le théorème est démontré pour dim À < n — À, 
où nr > 1, et supposons que dim À =—n. Si la famille B est irréducti- 
ble, l’assertion du théorème découle de a). Si la famille B est réduc- 
tible, il existe un sous-espace propre À, € À, invariant relative- 
ment à la famille B. Par conséquent, 4, est un idéal de l’algébre de 


Lie L contenu dans 4. Considérons l'homomorphisme œ de l'algèbre 
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de Lie L/A, sur l'algèbre de Lie L/A = S défini par l'application 
canonique : L —+ L/A par passage à l’algèbre quotient L/A,. Il est 
évident que le noyau de l’homomorphisme œ est 4/A,. Comme 
dim (4/À,) << dim A= n, par hypothèse de récurrence il doit exis- 
ter dans l'algèbre de Lie L/A, une sous-algèbre de Lie L,/A,, iso- 
morphe à S et supplémentaire de À/ÀA, dans L/A,. On a ainsi défini 
un homomorphisme de l'algèbre de Lie L/A, sur l’algèbre de Lie S ; 
le noyau de cet homomorphisme est l’idéal À,, dont la dimension 
est strictement inférieure à nr. En faisant de nouveau appel à l’hy- 
pothèse de récurrence, nous voyons que l’algèbre de Lie L, contient 
une sous-algèbre J, isomorphe à S et supplémentaire de À, dans 
J,. La composition des applications L —+ L/A, — L/A restreinte à 
L, est un isomorphisme de l'algèbre de Lie J, sur L/A. Par consé- 
quent, J, est supplémentaire de l'idéal À dans l'algèbre de Lie L. 


III. Soient L une algebre de Lie, et R son radical. IL existe alors 


une sous-algèbre de Lie semi-simple S € L telle que L=S + R. 
Démonstration. Soit R, un radical de l'algèbre de Lie 


L/R. Si R est l’image inverse de R, dans L, alors R est un idéal ré- 


soluble de L, parce que les algèbres de Lie À et R/R sont résolubles 
(voir II de 2.2). Mais chaque idéal résoluble de l’algèbre de Lie L 


est contenu dans R (voir $ 3); par conséquent RSR, R=Ret 
R; = (0), de sorte que l’algèbre de Lie L/R est semi-simple. En 
appliquant le théorème de Levi—Maltse v à l’'homomorphi- 
sme canonique de l'algèbre de Lie Z sur l’algèbre de Lie semi-simple 
L/R, nous voyons qu'il existe une sous-algèbre de Lie semi-simple 
S & L, isomorphe à L/R et supplémentaire de A. 

Enonçons sans démonstration un théorème qui permet de rame- 
ner l’étude des algèbres de Lie à l’étude des sous-algèbres de Lie de 
l'algèbre de Lie g/l (n, R) ou de l’algèbre de Lie gl (n, C). 


THÉOREME D'Abo. Chaque algèbre de Lie réelle (respectivement com- 
plexe) possède une représentation linéaire exacte de dimension finie. 
Pour la démonstration de ce théorème voir par exemple C. Che - 


valley], J.-P. Serre [1] et Travaux du séminaire « Sophus 
Lie » [1]. 


CHAPITRE XI 


GROUPES DE LIE 


$ 1. Formule de Campbell-Hausdorff 


1.1. Position du problème. Soient G un groupe de Lie, et L son 
algèbre de Lie. Soient x, y € L; considérons le produit exp (x) exp (y). 
Puisque dans un certain voisinage du point 0 € Z l'application ex- 
ponentielle est une bijection analytique de Z sur un sous-ensemble 
de G, il existe un certain voisinage Ü du point 0 dans L et une appli- 
cation analytique f: U X U — L qui vérifient la contidion 


exp (x) exp (y) = exp f (x, y) (1.1.1) 


pour tous les x, y € U. Dans ce paragraphe nous trouverons une ex- 
pression de l’application f. 
Introduisons une norme dans l'algèbre de Lie L de manière à 


en faire un espace normé de dimension finie. (Par exemple, sie,, ... 
m 


. +; €m eSt une base de L, on peut poser || x || — à | zx; | pour x — 


= > xie;.) Supposons que f est défini par la formule (1.1.1); suppo- 


sons que f (0, 0) = 0. Désignons par L,, r > 0, l’ensemble des élé- 
ments z € L tels que || x |<<r. Choisissons un nombre e > 0 de 
manière à ce que l'application exponentielle soit une bijection 
sur l'ensemble Z,; choisissons un Ô tel que 0<ô<e, donc 
exp (Las) exp (Le) & exp (Le). Alors l'application f définit une 
application analytique de Ls X L; dans L.. Posons 

p(u, v) = f(ux, vy), (1.1.2) 
où u et v sont réels (respectivement complexes) lorsque G est un 
groupe de Lie réel (respectivement complexe). La fonction œ (u, v) 
est analytique dans un certain voisinage de l’origine des coordonnées 
de R° (respectivement de C*), au moins dans le voisinage défini par 
les conditions || ux || << ô, ||vy || << 6. I1 découle de (1.1.1) et 
(1.1.2) que dans ce voisinage 


exp (uzx) exp (vy) = exp  (u, v). (1.1.3) 
D (6) = 4 (6, x, y) = p(, t). (1.1.4) 


Posons 
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La fonction 4 est analytique dans un voisinage du point t = 0 (cer- 
tainement pour || tx || ." Il ty || << 6). Posons 


Cn (2, y) = ("/di") D (4, z, pro (1.1.5) 


pour tous les r > 0; il découle de l’analyticité de la fonction + que 
pour des t suffisamment petits on a l'égalité 


b,z,y)= À te, (x, y), (1.1.6) 
n=0 
tandis que pour des t petits la série 


21e ( (1.1.7) 


converge. Ainsi, on connaît la fonction + ({, x, y) dès qu’on a trouvé 
les coefficients c, (x, y); d’autre part, la fonction définit la fonc- 
tion f d’après l'égalité 
f (x, y) = Ÿ (1, x, y) (1.1.8) 
(cf. (1.1.1.), (1.1.3) et (1.1.4)). 
1.2. Formule récurrente pour les coefficients c,. En vertu de 


(3.5.15), chapitre IX, on a co (x, y) = 0, cfx, y) = x + y. Trou- 
vons une formule récurrente pour c, (x, y). Posons 


Or ee D (0 (+012, 220; g(0)=1. 


Alors g est une fonction entière. Soit hk (z) = (g (z))'. Alors » est 
analytique dans un voisinage du point z = 0, et k (0) = 1. Un cal- 
cul direct montre que À (—z) = h (2) — z. Posons k(z) = h (z) — 
— 712 = z2(1—e-*)"! — 2/2; alors À est une fonction analytique 
paire dans un voisinage du point z = 0, k (0) = 1. Soit k (z) = 1 + 


+ 5 kap2°P #). Introduisons les opérateurs linéaires g (ad x), k (ad x) 


p=i 
dans l’espace L en posant 


g (ad x) — 2 nl n (ad z)”, (1.2.1) 
k (ad x) = 1 + ÿ ke) (ad x)? (1.2.2) 
= 


*) Les nombres k,,-(2p) ! s'appellent nombres de Bernoulli. Tous les k2p 
sont rationnels. 
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pour tous les x € La. Puisque les séries à ((r + 1)!)7! || ad x ||" et 


È kop || ad x |? convergent pour x € Ls, les formules (1.2.1) et 


(1. 2. 2) définissent effectivement des opérateurs linéaires g (ad x), 
k (ad x). Pour les séries (1.2.1) et (1.2.2) on peut définir les opérations 
arithmétiques tout comme pour les séries de puissances usuelles. 
En particulier, la relation g (z) (k (z) + z/2) — 1 implique que 


g (ad x) (k(ad x) + + ad x) = (k (ad x) + + ad x) g (ad x) = 1, 
i.e. l'opérateur g (ad x) est inversible et 


(g (ad x))-! = k (ad x) + (ad x)/2. (1.2.3) 


D'autre part, en vertu de (3.6.6), chapitre IX, l’opérateur g (ad x) 
coïncide, pour tous les x € L;, avec la différentielle de l’application 
exponentielle 

(d exp), = g (ad x). (1.2.4) 


Ecrivons l'équation différentielle qui détermine la fonction Ÿ (f, x, y): 


1. Soient x, y € L et supposons que la fonction 1 (t, x, y) est définie 
par les formules (1.1.3), (1.1.4). Admettons que a >> 0 a été choisi de 
manière à avoir a || x || << Ô, a || y || << 6. Alors la fonction ÿ vérifie, 
dans le domaine | t | <a, l'équation différentielle 


dpldt = k (ad w) (x + y) + (1/2) x — y, pl, (1.2.5) 
et la condition 


Ÿ (0, x, y) = 0. (1.2.6) 


Démonstration. La relation (1.1.3) est valable pour tous 
les u, uv tels que [u|<a, |v| <a. Trouvons les différentielles 
des applications &: v —exp (ux) exp (vy) et B: v exp (p (u, v)) 
de la variété {v: | v | << a} dans le groupe G. Supposons que w est un 
champ de vecteurs sur la variété {v: | v | << a} défini par la condi- 
tion w (v) (z)=1 pour tous les v, | v | < a, où z est la fonction défi- 
nie par l'égalité z (v) = v, | v | << a. Nous allons désigner par y (g) 
le vecteur tangent déterminé par le champ de vecteurs y au point 
g EG. Puisque l'application « est la composition du sous-groupe à un 
paramètre y: v —exp (vy) et de la multiplication par exp (ur), il 
découle de la définition de l’application y et des relations (3.4.18), 
de la proposition [IT de 3.4, chapitre IX et de (1. GE 1), 1.5, chapitre IX, 
l'égalité 


(da),( w (v)) — exp (ux) (dy); (w (v)) = 
— exp (ur) exp (vy) y (e) = y (exp (ux) exp (vy)). (1.2.7) 
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D'autre part 


(dB) (av (b)) = (d exp)sru. » (2 ). (1.2.8) 
Ainsi il découle de (1.1.3), (1.2.7) et (1.2.8) que 
y (g (u, v)) = (dexplou. » (5). (1.2.9) 


En appliquant l'égalité (1.2.4) au deuxième membre de (1.2.9), nous 
voyons que 


y (qu, v))= g (ad pu, v) (2). (1.2.10) 


Mais l'opérateur g (ad @(u, v)) est inversible; muitiplions par 
g (ad œ (u, v))"! et appliquons (1.2.3), il vient à l’aide de (1.2.9) 


(dg/ôv) = k (ad g) y + (1/2) Lo, yl (1.2.11) 


pour tous les |[u|<a,|v|<a. 
Considérons maintenant l'égalité 


exp (—vy) exp (—ux) = exp (— (u, v)) (1.2.12) 


(qui est une conséquence directe de (1.1.3)). En prenant la dérivée 
des deux membres de (1.2.12) relativement à u, nous obtenons 


— z (exp (—vy) exp (—ux)) = (d exp)-su. o ( —5E)= 


=e(-ado(-7), (4.213 
tandis que (1.2.13) implique 


dp . 
= g(—adv) 1x (1.2.14) 


pour tous les |u | <a, |v | << a. En mettant à profit la parité de 
la fonction À avec l'égalité (1.2.3) nous obtenons 


%® _k(adg)z—(1/2)[0, x] (1.2.15) 


du 


pour tous les |[u|<a, |v|<a. Mais 
db _[ 99 , d% 
re ( TE) (1.2.16) 


donc (1.2.5) découle de (1.2.16), (1.2.11) et (1.2.15).L’égalité (1.2.6) 
découle de (1.1.5) et (3.5.15), chapitre IX. 


IT. Soient x, y € L et supposons que les coefficients c, (x, y) sont 
déterminés par l'égalité (1.1.5). À lors les coefficients c, (x, y) sont dé- 
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terminés uniquement par la relation récurrente 
(r +1) Cn+s (x, y) =[z— y, cn (x, y)1/2 + 
+ D kp D Emme (ms 9) Lee Tômeg (5, 9), 2 +01. 


p>i,2p<n M1,..0, M2p 
Mit... +mMmIpen 


(1.2.17) 
où n>1Â, et l'égalité 
Cat, Y)=xr+7y. (1.2.18) 


Démonstration. L'égalité (1.2.18) découle de (3.5.15), 
chapitre IX. Démontrons l’égalité (1.2.17). Fixons un certain nr > 1. 
Dérivons l'égalité (1.1.6), il vient 


BD Lo (x, y) + Dee (2, W) + ee (m1) Poe (a, 1) +0 (P) : 
(4.2.9) 


d'autre part, il découle de l’analycité de la représentation adjointe 
et de l'égalité (1.1.6) que 


adw(t) =tadec,(z, y) +... + {ad c, (x, y) + o (t”). (1.2.20) 
De (1.2.20) nous obtenons, en prenant la puissance appropriée, que 
pour chaque p > 1, tel que 2p < nr on a l'égalité 

(ad 1 (£))°° 


_- D 1 D ad Cm (ZT, Y) - -. 
2p<q£Sn mI1>0,...,m2p>0 
mi+...+M2p=q 


... Ad Cm2p (Z, y) +0 (t”). (1.2.21) 


Il découle également de (1.2.20) que adw(t) = tad c; (x, y) + 
+ o (t), donc la substitution de l’égalité (1.2.21) dans la relation 
(1.2.2) avec x = w (t) nous amène à l'égalité 


k (ad p(t)) = 1 2 ka (ad 4 (£))P + 0 (4) — 
=A+ Du Ù k D {84 Gms (&, y)... 


1GEn Pp>1;2p<q | m1,..., map 
mit+...+m2p—4 


+ + Ad Cap (Ts Y) +0 (4). (1.2.22) 


En substituant (1.2.19), (1.2.20) et (1.2.22) dans (1.2.5) et en com- 
parant les coefficients auprès de {” dans les deux membres de l’éga- 
lité, nous obtenons la relation (1.2.17). 

Il est évident que les coefficients c, (x, y) sont bien déterminés 
par les égalités (1.2.17), (1.2.18) quel que soit r > 1, ce qui ter- 
mine la démonstration de la proposition II. Notons que c (x, y) = 
— (1/2) [x, yl. 
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Les formules (1.1.1), (1.1.8), (1.1.6), (1.2.17) et (1.2.18) impli- 
quent pour |[[z || <a, || y || <a l'égalité 


fa n= À cn (a y. (1.2.23) 


où les coefficients c, (x, y) sont définis par les relations (1.2.17) et 
(1.2.18). Les relations (1.2.23), (1.2.17), (1.2.18) sont appelées formu- 
les de Campbell-Hausdorff, tandis que la série dans le deuxième mem- 
bre de (1.2.23) s'appelle série de Campbell-Hausdorff. 


1.3. Convergence de la série de Campbell-Hausdorff. Soit q (2) 
une fonction de la variable complexe z définie par l’égalité 


q(z) = 1 + > | £ep | Z°P. (1.3.1) 
P— 


I1 découle de la formule de Cauchy-Hadamard que le rayon de con- 
vergence de la série 1 + © k,,z*° de la fonction k (z) est égal au 
i 


rayon de convergence de la série q (z). Mais les points singuliers de 

la fonction k (z) — z (1 — e-*)-! — z/2 les plus proches du point 

z = 0 sont les points +2ni, donc le rayon de convergence de la série 

de k (z), et en même temps celui de la série (1.3.1), est égal à 2x. 
Considérons l’équation différentielle 


dyldz = (y/2) + q (y). (1.3.2) 


Conformément à la théorie générale des équations différentielles, il 
existe un nombre positif b, b << 2x, tel que l'équation (1.3.2) possède 
une solution y (2), analytique dans le disque {z: | z | << b}, qui vé- 
rifie la condition 

y (0) = 0. (1.3.3) 


Fixons ce nombre positif b. Supposons que G est un groupe de Lie, 
et L son algèbre de Lie. Supposons que Z est un espace linéaire nor- 
mé relativement à une certaine norme || x ||, x € L. Soit M > Â un 
nombre tel que 


zx, yII<Mz y (1.3.4) 


pour tous les x, y € L. Désignons par U l’ensemble de tous les élé- 
ments x € L tels que [|xz || << b/2M, i.e. 


U — Lypen: (1.3.5) 
Remarquons que b/2M < n, car b << 2x, 2M > 2. 


I. Soit c, (x, y) = x + y et supposons que les fonctions c, (x, y) 
sont définies par les formules récurrentes (1.2.17) pour tous les n > 1. 
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Quels que soient x, y E U, la série D ||cy (x, y) || converge. Posons 
n=! 


Dent n=F(s y. x yEU: (1.3.6) 


alors la fonction F (x, y) définit une application analytique de la va- 
riété U X U dans L et l’on a 


exp (x) exp (y) = exp F (x, y) (1.3.7) 
pour tous les zx, yE U. 
Démonstration. Soient zx, yEL; posons r — 


= max (|| x ||, || y 11). [1 découle de la relation c, (x, y) = x + y que 
lc, (x, y) || << 2r. On tire de (1.2.17) que pour tous les ñr > 1 on a 
l'inégalité 
(n+1)1lcn+s (x, y) << Mrlic, (2, y) + 
+92r 2  |kepl M? 
n m1>0 


ÎlCms (Z, Y) I + - - [map (Zs Y) I: 
p>1i,2p£&n m1>0,..., m2p>0 


mi+...+mIip—=n 


(1.3.8) 


Soit y = y (z) une fonction analytique dans le disque {2: | z | << b}, 
solution du problème de Cauchy (1.3.2) à (1.3.3). Soit 


y (2) = à Paz (1.3.9) 


pour | z | << b. En portant la relation (1.3.9) dans (1.3.2) et en com- 
parant les coefficients auprès de z” dans les deux membres de l’éga- 
lité obtenue, on trouve, que les coefficients p, vérifient la relation 
de récurrence 


(n +1) Pn+1i — 
=pn/2+ D kel à Pmi..Pmay  (1:3.10) 
p>i, 2p<n m1>0,..., mp>0 
mi+ .+mipz=n 
avec 
pr =" 1. (1.3.11) 
On tire des relations (1.3.10) et (1.3.11) que p, > 0 pour tous les 
n > 1. 


Montrons par récurrence sur r que pour tous les nr > 1 on a l’iné- 
galité 
ln (x, y) I < MT (2r)'p,. (1.3.12) 


Comme ||c; (x, y) || > 2r, l'égalité (1.3.12) est vérifiée pour r —1. 
Supposons que la relation (1.3.12) est vraie pour tous les n — 
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— 1,2, ..., m. Alors il découle de (1.3.8) et (1.3.10) que 
(m +1) lcm+s (2, 4) IS MrM (27) Pm + 
+2r D kel M? > M2 (27) Ps - + + Pmap = 


p>xi,2p<m m1>0,...,m2p>0 
= MT (2r)"" ire + 1) Pm+1s 


i.e. (1.3.12) a lieu pour tous les nr > 1. Puisque la série : Pa | z |” 


converge pour |[z|<<b, on obtient de (1.3.12) que la série 


D 


Ÿ cu (x, y) || converge pour 2Mr < b i.e. pour zx, y € U. 
i 


Pour des x, y € L fixes et un t quelconque on a Ia relation 


Cn (tx, ty) = te, (x, y) (1.3.13) 


(on la vérifie aisément par récurrence à l’aide des égalités (1.2.17)). 


Alors on tire de (1.1.6), (1.1.8), (1.3.6) et (1.3.13) 


F (tx, ty) = f (tx, ty) (1.3.14) 
pour tous les | t{ | suffisamment petits. Les applications F et f étant 
analytiques dans un voisinage du point (0, 0) € ZL X L, la relation 
(1.3.14) implique que les fonctions F et f coïncident dans un certain 
voisinage du point (0, 0) € L X L. En particulier, exp (x) exp (y) = 
— exp F (x, y) dans un certain voisinage du point (0,0) € L X L.Mais 
une fonction analytique sur un ensemble connexe est bien définie 
par sa restriction à un sous-ensemble ouvert arbitraire, donc 
exp (x) exp (y) = exp F (x, y) pour tous les x, y € U. 


1.4. Homomorphismes des groupes et algèbres de Lie. 

Ï. Soient G, H des groupes de Lie connexes L, M leurs algèbres de 
Lie, et 11,, n, des homomorphismes analytiques du groupe de Lie G 
dans le groupe de Lie H. Si les homomorphismes dn, et dx, de l'algèbre 
de Lie L dans l'algèbre de Lie M coïncident, alors x, et x, coïncident 
également. 

Démonstration. Soit W un voisinage canonique de l’élé- 
ment e E G (voir 3.4, chapitre [X). [1 découle de (3.4.25), chapi- 
tre IX, que x, (g)= n, (g) sur W. Mais puisque G est connexe, on a 
G=1{1) W" (voir V. de 1.2, chapitre V), donc n, (g) = n, (g) pour 


n>1 
tous les g EG. 

Ainsi l’homomorphisme d’un groupe de Lie est déterminé de ma- 
nière unique par l’homomorphisme correspondant des algèbres de 
Lie. En particulier, une représentation analytique d’un groupe de 
Lie G (i.e. un homomorphisme analytique du groupe de Lie G dans 
Je groupe de Lie G, où £ est un espace linéaire complexe de dimen- 
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sion finie) est entièrement déterminée par la représentation corres- 
pondante de l’algèbre de Lie du groupe G. 

Supposons maintenant que l’on se donne une certaine représenta- 
tion p de l’algèbre de Lie du groupe de Lie G dans un espace complexe 
linéaire Æ de dimension finie. En général, la représentation p ne 
peut être présentée sous la forme p = dx où x est une représentation 
du groupe de Lie G dans l’espace E. 


EXEMPLE. Soit G — l'! le cercle unité; l'algèbre de Lie L du 
groupe G est isomorphe à R'! (voir l’exemple 2 de 3.2). Désignons par 
X le champ vectoriel invariant à gauche sur T' défini par la for- 
mule X (1) (sin @) = 1 ; alors X (1) (cos @ )—X (1) (V1 — sin* p) — 
= X (1) (1 + sin y f (v)), où f (p) est une fonction analytique dans 
un voisinage du point @ = 0. De l’égalité X (1) (1) = 0 et des rela- 
tions (1.4.1) et (1.4.2) du chapitre IX on tire X (1) (cos @) = 0. En 
vertu de l’invariance à gauche du champ vectoriel X on a 


X (et®) (sin @) — X (1) (sin (g + 6)) — 
— À (1) (sin y cos 6 + sin 8 cos @) = cos 0; 


de même, X (ef) (cos @) — —sin 6. On vérifie facilement par ré- 
currence que pour chaque entier n on a les égalités X (e'°) (cos nœ) — 
— —n sin n0, X (e) (sin np) — r cos n6. L'élément X forme une 
base de l’algèbre de Lie L. Supposons que L est l’algèbre de Lie du 
groupe C, et soit Ÿ un champ de vecteurs sur C défini par la condi- 
tion Ÿz — 1, où rest la fonction x (z) — Z sur C; alors Ÿ forme une 
base dans l’espace linéaire complexe L. Par conséquent, pour chaque 
nombre complexe a la formule p (x) — Aa, À ER, définit une 
représentation p de l'algèbre de Lie Z dans l’espace C. Mais, d'autre 
part, toutes les représentations continues du groupe T! nous sont 
connues (voir d), 3.3, chapitre II1). Soit x,, nr € Z, la représentation 
du groupe T! définie par la formule x, (eï®) — eine, 0 <q << 2x. 
Alors dx, (X) (0) = (dx,),X (1) (voir Se 3.1)), donc an, (X) (0) (x) = 
— X M) (zon,) = X (1) (eïn9) = X (1) (cos nœ <+ài sin ) — 
— —n sin 0 + in cos 0 = in, i.e. dr, (X) = inŸ, tandis que pour 
a ee in la représentation p ne peut être mise sous la forme p = dx. 
Ainsi il peut s’avérer qu'aucun homomorphisme des groupes de 
Lie ne corresponde à l’homomorphisme des algèbres de Lie données. 
Néanmoins pour les groupes de Lie simplement connexes on a la 
proposition suivante. 


IT. Soient G, H des groupes de Lie, L, M leurs algèbres de Lie, et 
p un homomorphisme de l'algebre de Lie L dans l'algèbre de Lie M. 
Si le groupe G est simplement connexe, il existe un homomorphisme 
analytique x du groupe de Lie G dans le groupe de Lie H vérifiant la 
condition dr = 9. 
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Démonstration. Soient W un voisinage canonique de 
l'élément neutre du groupe G (voir 3.4, chapitre IX) et V un voisi- 
nage de l’élément nul de l'algèbre de Lie L appliqué topologiquement. 
sur W par une application exponentielle (cf. V de 3.4, chapitre IX) 


Posons 
a (exp (x)) = exp (p (x)) (1.4.1) 


pour tous les x € V. Montrons que l’application (1.4.1) est une appli- 
cation localement homomorphe du groupe de Lie G dans A. Suppo- 
sons que l’ensemble ÜU € L est défini par la relation (1.3.5). Alors 
l’ensemble Ù MN V est un voisinage de l’élément nul de L, et 
exp (UfN V)est le voisinage de l'élément neutre e de G. Soit U, un 
voisinage de l'élément e de G tel que US € exp (U f\ V). Alors pour 


tous les g,, g2 € U, et pour certains x, y € Uf\ V bien déterminés 
on a 


£1 = EXPT, £s — eXPY (1.4.2) 
et 
exp zexp y = exp F (x, y) (1.4.3) 


conformément à (1.3.7), où exp x exp y E exp (Uf} V}), et donc 
F (x, y) E UN V dans (1.4.3). Il découle de (1.4.3) et (1.4.1) que 


1 (8182) = x (exp x exp y) = n (exp F (x, y)) — 
= expp(F (x, y)). (1.4.4) 


La représentation p est linéaire, donc elle est continue. En appli- 
quant p aux deux membres de l'égalité (1.3.6), on trouve 


PCF (z y))= 2 P(n(z, y). (1.4.5) 
tandis que des égalités (1.2.17) et (1.2.18) on déduit facilement par 


récurrence 
p (cn (x, y)) = © (p (x), p (y)) (1.4.6) 


pour tous les 7 > 1. En substituant (1.4.5) et (1.4.6) dans (1.4.4), on 
obtient 
7 (8182) = exp P(F (x, y)) = exp F(p(x), p(y))}, (1.4.7) 
tandis que (1.4.7) et (1.3.6) impliquent 
nt (8182) = exp F (p (x), p (y)) = exp p (x) exp p (y) = 
= x (exp (x) exp (y)) = x (gi) n (ge) (1.4.8) 
pour tous les g,, g2 € Us. 
Ainsi l'application x définit un homomorphisme local du groupe 
G dans H. Mais par hypothèse le groupe G est simplement connexe, 


alors d’après Ï de 2.3, chapitre VIII, on peut prolonger l'application 
r à un homomorphisme continu du groupe G dans le groupe HW; 
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cet homomorphisme sera à nouveau désigné par x. De la formule 
(1.4.1) on peut conclure que l’homomorphisme x est une application 
analytique dans un certain voisinage de l’élément neutre du groupe 
G. Par conséquent, x est un homomorphisme analytique du groupe G 
dans }H. 

Soit dr l’homomorphisme de l’algèbre de Lie L dans l'algèbre 
de Lie M défini par l’homomorphisme x. En vertu de (3.4.25), 
chapitre IX, on a n (exp x) — exp (dx (x)) pour tous les x € L; en 
comparant avec (1.4.1), on trouve 


exp (p (x)) = exp (dx (x)) (1.4.9) 


pour tous les x € V. Puisque l'application exponentielle est topolo- 
gique dans un certain voisinage de l’élément nul de l’algèbre de Lie 
M, on a p(x) — dn (x) dans ce voisinage conformément à (1.4.9). 
Mais alors p = dx, ce qui termine la démonstration de la proposi- 
tion [I. 


THÉORENME. Soit G un groupe de Lie simplement connexe, L son al- 
gèbre de Lie et p la représentation de l'algèble de Lie L dans un espace 
linéaire complexe E de dimension finie. Il existe une représentation 
analytique x du groupe de Lie G dans l’espace E telle que p = dx. 

La proposition s'obtient immédiatement de la proposition Il 
appliquée au cas H = GE, M = gl(E). 


$ 2. Théorème de Cartan 


Soient G un groupe de Lie connexe, et L l'algèbre de Lie du grou- 
pe G. Nous allons supposer que l’espace L est muni d'une certaine 
norme || : ||. Soit Ü le voisinage de l'élément nul de L défini par la 
relation (1.3.5). Soit V € VU un voisinage symétrique de l'élément 
nul de Z appliqué topologiquement dans G par une application 
exponentielle, et soit W — exp (V). Alors W’ est un voisinage sy mé- 
trique de l’élément neutre de G. Supposons que H est un sous-groupe 
fermé de G; alors l'intersection W (| À est fermée dans W. Soit F 
un sous-ensemble de V tel que exp F = Wf}\ H; puisque l’appli- 
cation exponentielle est topologique sur V, F est fermé dans V. Il 
est évident que le sous-ensemble W fN] A vérifie les deux conditions 
suivantes : 

a) Si Le -.…, EmEWNAHe g,..., 8n E W, alors g,, ... 

, Em EHNW Ê 

b)sigeH Ju , alors g- € HAN] W. Soit M l’ensemble de tous 
les éléments x € L tels que À'on a pour un certain e >> 0 la relation 
exp (ir) E HN W pour tous les | { | <Le,i.e. {tr € F pour tous les 
|tI1<e. 


[. Sixz€M, alors Àr € M pour tous les À réels. 
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Démonstration. Si À 0, alors { (Àx) € F pour |{t | << 
< ei. 


II. Soit x£EVetx EM; alorszxEeF. 

Démonstration. Puisque x € M, il existe un e > 0 tel 
que tx € F pour |t|<e, i.e. exp (tx) E HAN W pour |{|< e. 
D'autre part on a x E V, de sorte que exp (x) = (exp(rn”!)}" € 
€ HN W conformément à la condition a). 


IT. Soit x, EF, x, 0 (n = 1, 2, ...). Supposons que x, — 
—0 et x,/lx, | —y #0 dans L. Alors y € M. 

Démonstration. Soit L, une boule de rayon & de centre. 
0, contenue dans V. Soit m un entier positif et supposons que &,, — 
— em !. Posons 


Sx={rEL:(k—1) e, li z I SkEn} (2.1.1) 


(en particulier, S; — Len). Il existe un numéro W,, tel que x, ES, 
pour tous les n=>WV,,. Choisissons Æ de manière à avoir 1 < k < m. 
De la proposition I et de la définition de S, on tire que pour chaque 
entier n > N, on peut trouver un élément y) de la forme jr, (j 


étant un nombre naturel) contenu dans S$S,. Puisque x,/|| x, || con- 

verge vers y, la compacité de tous les S, implique qu’une certaine 

sous-suite de points y*) converge vers un point de la forme Ày, où 
np 


(4 —1)e, << IA | Lke,. En remarquant que x, € S, = L.,., on 
a jr, EL, SC V pour tous les j naturels tels que jx, € S,; par consé- 
quent, y* € V. Mais x, — j'y € M, donc IT implique que 
y) € F. Etant donné que y*) y où AyES,, © L, tandis que 
l’ensemble F est fermé dans V, on a Ày € F. Ainsi, nous avons dé- 
montré que pour lout couple de nombres naturels m et k tels que 1 < 
<k LL m il existe un élément ÀyE F pour lequel (Kk—1)e, < 
<| À [KÆen. 

La condition b) implique que l’ensemble D des nombres réels À 
tels que Ày € F est symétrique relativement à zéro. D'où l'on tire, 
en mettant à profit la propriété de l’ensemble D qu'on vient de dé- 
montrer, que l’ensemble D est partout dense dans l'intervalle (—e, &). 
L'ensemble F étant fermé, on en tire que D contient l'intervalle 
(—e, &) tout entier; par conséquent y € M. 


IV. Six, yEV,on a 


lim (exp — exp + }” — exp (z +y), (2.1.2) 
M — + oo 

: T TR LUE 
Rs [exp = , eXP z | —exp{z, y]. (2.1.3) 


Démonstration. Par hypothèse, l’application exponen- 
tielle est topologique sur Ÿ et il suffit donc de vérifier que si 
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exp (x) exp (y) = exp f (x, y), où la fonction f est définie par les 
relations (1.2.17), A. 2.18), (1.2.23), alors 


se mf (+ . L)=z+y, (2.1.4) 
tem) (4) @15 


Remarquons en passant que les formules (1.2.17), (1.2.18) permettent 
d'obtenir par récurrence sur n la relation 


Cn= (+, +=, (zx, y); (2.1.6) 


ulors (2.1.4) découle immédiatement de (2.1.6) et (1.2.23). En outre, 
(2.1.6) et (1.2.23) impliquent 


+ +o +), (217 
et 
(54) nto(t). 049 
En substituant (2.1.8) dans (2.1.7), on obtient 
EDITÉ, IN Amen 2 
le + el, (2) = Elro(), (219) 


La relation (2.1.5) découle immédiatement de (2.1.9). 


V. L'ensemble M est une sous-algèbre de Lie de L. 

Démonstration. Si r, yE M, alors exp (tx), exp (ty) 
appartiennent à H f\ W lorsque t est suffisamment petit. Puisque H 
est un sous-groupe, les éléments exp (tr) exp (ty) et [exp (tr), 
exp ({y)] appartiennent également à 4 N] W pour des t suffisamment 
petits. Par conséquent, f (tx, ty) € F pour des t suffisamment petits 


et (=, 2) € F pour des n suffisamment grands; en vertu de (2.1.2) 


et de III x+y € M. De mème, [exp =, exp z] € F, donc (2.1.3) et 


III impliquent que {x, y] € M. Comme Àr € M pour r € M (voir I), 
M est une sous-algèbre de Lie de Z. 
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THÉORENE 1. Un sous-groupe fermé du groupe de Lie réel est un 
groupe de Lie. 

Démonstration. Soient G un groupe de Lie, et H son 
sous-groupe fermé. L'’intersection du groupe H avec la composante 
de l'élément neutre G, du groupe G est en même temps un sous-groupe 
fermé et ouvert (et même un sous-groupe distingué) du groupe H'; 
ainsi, si À f\ G, est un groupe de Lie, alors H est également un 
groupe de Lie. Par conséquent, il suffit de démontrer que l’inter- 
section À f}\ G, est un groupe de Lie ; nous pouvons donc supposer en 
plus que G est un groupe connexe. Soient L l'algèbre de Lie du grou- 
pe G& et M sa sous-algèbre de Lie définie page 542 avant la proposi- 


tion I (voir également V). Soit À un sous-groupe analytique de G 
correspondant à M. Soit g€ Wf\ H. Puisque }Æ est connexe, on a 


T = |J (exp (Mf V)}", par conséquent, g = exp rm, ... eXp #4, 
m—=1 


OÙ Zi, - - , Th EM ( V. D'autre part, puisquez, EMA VE Mon 
a it7,E€ F pour |t|<<Le; pour un certain €; > 0; en particulier, 
zilm;i € F pour un certain nombre naturel m;. Par conséquent, g— 


— (exp (z;/m))" . .. (exp (z/mx))"*, où les facteurs exp (z;/m:;) 
appartiennent à exp F = Hf\ W. Conformément à la condition a), 
gEW implique g€Hf W. Nous avons montré que #ÂNAW< 
€ HN W = exp F. Montrons que F est contenu dans un certain 
voisinage de l’élément nul de l’espace M. Supposons le contraire; 
il existe alors une suite de points x, € F KM telle que x, — 0 pour 
n— ©. Soit V le sous-espace de L complémentaire de M. Par cons- 
truction, l’application de l’espace (NN V) X (M MN V) dans V 
définie par la formule (y, z) +f{(y, 2), yENNV,zEMN V,est 
un isomorphisme local au point 0 (car la différentielle de cette appli- 
cation s'exprime par la formule {y, 2} y + z et est donc un iso- 
morphisme des espaces tangents). Par conséquent, pour des n suffi- 
samment grands, l’élément x, se met d’une manière et d’une seule 
sous la forme x, — f (y,, z,), où 4. EMA V, y ENfNV. On a 
alors y, —0, z, +0 pour r — ©. Donc pour des rx suffisamment 
grands on a z, € F (puisque exp F = Wf} À), mais alors on a éga- 
lement y, € F d’après les conditions a) et b). Par conséquent, on 
peut supposer que la suite x, est contenue dans WV. Grace à la com- 
pacité de la sphère unité, la sous-suite zx,,/|| x,, || converge vers 


l'élément y EN, yo Æ 0. D'autre part, y, € M. Ceci est en contra- 
diction avec le fait que W est le complémentaire de M dans L. Par 


conséquent, exp F & H, et le groupe de Lie H est la composante de 
l'élément neutre de X. 


TH£ORÈME 2. Chaque homomorphisme continu ®@: G —G; d'un 
groupe de Lie est analytique (réel). 
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Démonstration. Soit H le sous-ensemble de tous les 
éléments de G; X G, de la forme (g,, œ (g;)), 81 € Gi. Alors H est 
un sous-groupe fermé du groupe G. D’après le théorème 1, H est un 
sous-groupe de Lie de G, X G:. L'application q,: (81, £2) — g, est 
un homomorphisme analytique du groupe G, X G, sur G, et sa res- 
triction à À est injective et analytique. Il est évident qu'elle déter- 
mine un isomorphisme des groupes de Lie A et G;. Alors l’applica- 
tion inverse g, —+ (£1, ® (£:)) est analytique. Puisque l'application 
(81 Le) —£g2 est également analytique, la composition g, — 


—+ (81, P (81)) — y (g) est analytique. 


VI. Chaque représentation continue de dimension finie d'un groupe 
de Lie (réel ou complexe) est analytique réelle. 

Démonstration. La représentation continue x d’un grou- 
pe de Lie G dans un espace V de dimension finie est un homomor- 
phisme continu'du groupe de Lie G dansle groupe de Lie Gy. En vertu 
du théorème 2, cet homomorphisme est analytique réel. 


ExEMPLE. La démonstration du théorème 1 permet d’indiquer une 
algèbre de Lie de tout sous-groupe fermé d’un groupe de Lie. En 
particulier, supposons que le sous-groupe fermé G du groupe de Lie 
GL (n, KR) est déterminé par une famille de conditions de la forme 
F, (g =0,a€ À, où les F, sont des fonctions analytiques sur G. 
Supposons que l’algèbre de Lie du groupe GL (n, R) est canonique- 
ment identifiée à gl (n, R) (voir VI de 3.1); alors l’algèbre de Lie du 
groupe de Lie G peut être identifiée à la sous-algèbre de Lie M & 
& gl(n, R) constituée par tous les x € gl (n, R) tels que (2"F,) (e) = 
— 0 pour tous les & € À et tous les entiers naturels nr. En effet, dans 
les notations de la proposition Ï, l’ensemble M est une algebre de 
Lie du groupe de Lie G, tandis que M est l’ensemble de tous les 
zx E gl(n, R) tels que exp (tx) € G pour tous les f suffisamment petits, 
i.e. tous les x E gl (n, KR) tels que F, (exp (tr)) = 0 pour des t suf- 
fisamment petits. Mais F, (exp ({x)) est une fonction analytique, 
donc F, (exp ({x)) = 0 si et seulement si (d"/dt”) F, (exp (tx) [1-0 = 
—0 pour tous les n > 0, i.e. (x"F,) (e) = 0 pour tous les nr na- 
turels. 

Supposons d’abord qu’une des fonctions, F,,, est de la forme 
F,, (g) = det g — 1. Il est évident que F,, (g) — 0 si et seulement 
si g € SL (n, R). Le groupe SL (n, R) est connexe (voir XVI de 1.2, 
chapitre V); il est le noyau de l’homomorphisme analytique q du 
groupe de Lie GL(n, R) dans le groupe de Lie R* — GL (1, R) 
défini par la formule œ (g) = det g. En vertu de IV, 3.3, il en décou- 
le que le groupe SZ (n, R) coïncide avec le sous-groupe analytique 
correspondant au noyau de l’homomorphisme dq de l'algèbre de Lie 
gl (n, KR). En appliquant la formule (3.4.25) du chapitre VIII, nous 
voyons que (exp (tr)) = exp (dœp ({x)) = exp (t (dp (x))) pour tous 
les zEgl(n, KR). Mais en ramenant la matrice x à Ja forme normale 
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de Jordan, nous obtenons @ (exp (éx)) = det (e*) = ettr(x), où 
tr (x) est la trace de la matrice x. Par conséquent, et tr (x) — et dx) 
pour tous les zx E gl(n, R), i.e. d (x) = tr (x); en particulier, l’al- 
gèbre de Lie du groupe SZ (n, KR) est une sous-algèbre de Lie L € 
& gl (nr, R) constituée par les matrices à trace nulle, i.e. L = sl (n, R) 
(voir l’exemple 2 de 2.1, chapitre IX). 

Envisageons un autre cas particulier important. Soit F, (g) — 
— g*Bg — B, où B est une certaine matrice non dégénérée. Alors 
la relation F, (exp (tx)) = 0 est équivalente à la relation 
exp (éz*) Bexp (tr) — A =0 et à la relation exp (tz*) B — 
— B exp (—tx) = 0. En prenant la dérivée relativement à { pour 

= 0, on trouve que la matrice x doit vérifier la relation x*B + 

+ Br = 0, ouz*B = —Bzx. Réciproquement, supposons que r*B — 
— —Bzr pour une certaine matrice x E gl (n, R). On obtient alors 
par récurrence sur » que la relation (z*)"B = (—1)"Bzx" est valable 
pour tous les nr naturels. D'où l’on tire à son tour que (d"/dt”) x 
X (exp (tr*) B — Bexp(—tr))ls-0o — (z*)"B + (—1)"#1BxT — 
— 0 pour tous les z naturels, i.e. exp (tr*) B = B exp (—zx) pour 
tous les t, i.e. F, (exp (tx)) = 0. De même, lorsque F,, (g) = g'Bg — 
— B, la relation F, (exp (tx)) = 0 est équivalent à la relation 
z'B = —Bzr. Une assertion analogue est évidemment vérifiée pour 
les sous-groupes fermés du groupe GL (n, C). 

En appliquant les résultats obtenus aux groupes U (n), SU (n), 
O (n, R), SO (n, R), Sp (2n), O (n, C), SO (n, C), Sp (2r, C) nous 
voyons que leurs algebres de Lie sont respectivement les algèbres 
de Lie suivantes: u (n), su (n), o (n, KR), so (n, R), sp (2n), o (n, C), 
so (nr, C), sp (2n, C). 


$ 3. Troisième théorème de Lie 


3.1. Produits semi-directs de groupes de Lie. Soient G, H des 
groupes de Lie connexes. Supposons que «& est une application qui 
fait correspondre à chaque élément h € Æ un isomorphisme analyti- 
que «, du groupe de Lie G sur lui-même vérifiant les conditions sui- 
vantes : 


1) pour tous les h,, hk, € H on a la relation 
Œhshe = hi ; (3.1.1) 
2) l’application du produit G X H dans G, définie par la formule 
(g,h) an(s), gEG, kEH, (3.1.2) 


est une application analytique de variétés. 
Introduisons dans l’espace topologique G X H l'opération de 
multiplication suivant la formule 


(g, À) (81r 1) = (ga (81), hu) (3.1.3) 


35* 
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pour tous les g, g, €G,h,h, € H. Soient ec, ex les éléments neutres 
des groupes G et H respectivement ; le lecteur vérifiera aisément que 
l’opération de multiplication définie par la formule (3.1.3) munit 
l'espace topologique G X H d’une structure de groupe topologique, 
et l'élément neutre de ce groupe est le couple (ec, ex), tandis que 
l'élément inverse se calcule suivant la formule 


(g, h)”1 = (ah (g”?), h”?) (3.1.4) 


pour tous les g, k€ G. L'application (3.1.2) étant analytique, il 
découle des formules (3.1.3) et (3.1.4) que G X H est un groupe de 
Lie relativement à l’application (3.1.3). Désignons ce groupe de 
Lie par G X H et appelons-le produit croisé, ou semi-direct, des 


œ 
groupes G et H relativement à &. Si «, est l'application identique 
du groupe G sur lui-même pour tous les k € H, alors G X H coïncide 


Le 2 
avec le produit direct usuel des groupes de Lie G et H. 


Posons 
g’ = (£, er), h° —— (ec, h) (3.1.5) 
pour tous les g€G, hE€ H; soit 
G=GX {ex}, H'={e} X H. (3.1.6) 


Il est évident que G” et H” sont des sous-groupes de Lie fermés dans 
G X H. Mais (3.1.3) et (3.1.4) impliquent 
[e 2 


(g, h) (81; h:) (8, h)”! _— 
= (gan (81) œnnn-s (877), khah77) (3.1.7) 
pour tous les g, #1: €G,h,h, € H; en particulier, 


(g, h) gi (g, À) = (gaz (a) 8)’, (3.1.8) 
h'g'h'-! = a (g)'. (3.1.9) 


La relation (3.1.8) signifie que G’ est un sous-groupe distingué du 
groupe G. 


3.2. Produits semi-directs d’algèbres de Lie. Soient L, M les 
algèbres de Lie des groupes G et H respectivement. Désignons par 
Br la différentielle de l’application a; : G —+G; alors B, est un 
automorphisme de l'algèbre de Lie ZL pour tous les À € H (voir 3.5, 
chapitre IX). Conformément à (3.4.25), chapitre IX, 


an (exp (x)) = exp By (x) (3.2.1) 
pour tous les x € L. On tire de la relation (3.1.1) que 
Paire = Bribre (3.2.2) 


pour tous les h,, h, € H, tandis que la relation (3.2.1) permet de con- 
clure que B est une application analytique du groupe H dans le 
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groupe G,. En comparant ceci avec (3.2.2), nous voyons que B est 
un homomorphisme analytique du groupe A dans G;. Supposons 
que y = d$ est l’homomorphisme correspondant de l’algèbre de Lie 
M du groupe H ; conformément à III de 3.3, chapitre IX, l’applica- 
tion y est un homomorphisme de l’algèbre de Lie M dans l’algèbre 
de Lie gl (L). Notons que 


Ba (lz, yl) = (fx (2), Ba GT (3.2.3) 
pour tous les x, y € L, car B, est un automorphisme de l’algèbre de 
Lie L. Il découle de (3.2.3) que 


y (2) {x, yl = [y (2) x, yl + (x, y (2) yl (3.2.4) 


pour tous les x, y € L, z € M, ï.e. y est un homomorphisme de l’al- 
gèbre de Lie M dans l’algèbre de Lie des dérivations de l’algèbre 
de Lie Z. 

Soient L, M des algèbres de Lie, Ô un homomorphisme de l’al- 
gèbre de Lie M dans l'algèbre de Lie Der (L).Considérons l’espace 
linéaire L X M et posons 


[(x, y), (as, y)l = (x, z,l + 6 (y) Ti — Ô (y) x, [y, yil) (3.2.5) 


pour tous les x, x, € L, y, y, € M. On vérifie facilement que l’opé- 

ration (3.2.5) transforme L X M en une algèbre de Lie; désignons 

cette algèbre de Lie par ZL X M et appelons-la produit semi-direct 
ô 


des algèbres de Lie L et M relativement à Ô. Soit 
L'=LX {0}, M'= {0} x M. (3.2.6) 


n déduit facilement de (3.2.5) et (3.2.6) que L’ est un idéal de 


O 
L X M, M est une sous-algèbre de L XM, et 
ô ô 


L'+M'=LXM, L'NM'= {0} (3.2.7) 


I. L'algèbre de Lie du groupe de Lie G X H est isomorphe à l'al- 
œ 
gèbre de Lie L X M. 


à 
Démonstration. Soient À l'algèbre de Lie du groupe 

G X H, L', M" les sous-algèbres de Lie de À qui correspondent aux 
[e À 


sous-groupes G’, H” € G X H (voir (3.1.6)). Comme G’ est un sous- 
groupe distingué de G X À, L' est un idéal de À (voir V de 3.5, cha- 
pitre IX). 11 découle de (3.1.6) que G X H = G’H' et G' N\ H'— 
— {e}; alors I, II, 3.3 et (3.5.15) du chapitre IX impliquent 
L'+M'=A, L'fN  M'= {0}. (3.2.8) 
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Soit z zx" (respectivement y —y') un isomorphisme de l'algèbre 
de Lie L sur l’algèbre de Lie L’ (respectivement un isomorphisme 
de M sur M) défini par l’isomorphisme g —g’ (respectivement 
h —h") du groupe de Lie G sur G” (respectivement H sur H”). D’après 
la relation (3.1.9) et la formule (3.4.25), chapitre IX, pour chaque 
h E H et chaque x € L on a l'égalité 

(exp Ba (x) = k° (exp z') h"7, (3.2.9) 
donc 


Ba (x) = Adoxx (h') (x’). (3.2.10) 


En calculant les dérivées des deux membres de l'égalité (3.2.10) envi- 
sagés comme des applications du groupe Æ dans L’, on trouve 


(v (y) 2)" = [y”, x] (3.2.11) 
pour tous les y € M, zx € L. La relation (3.2.11) implique 
[x +y, x + y] = {z", xl + Uy’, 2 — (y, 1 + Uy’, yil = 
= (2°, 2 + (7 G@) 2) — ( (Ga) 2)" + y’, wi (3.2.12) 


pour tous les zx, x, € L, y, y, € M. En comparant (3.2.12) avec (3.2.5) 
et en appliquant (3.2.7) et (3. 2.8), on trouve que l’application 


(x, y) zx + y 


est un isomorphisme des algèbres de Lie L X M et À. 
Ÿ 


II. Soient G, H des groupes de Lie simplement connexes, L, M 
leurs algèbres de Lie, et Ô un homomorphisme de l'algèbre de Lie M 
dans l'algèbre de Lie Der (L). I{ existe une application et une seule a 
du groupe de Lie H dans l'ensemble des isomorphismes analytiques du 
groupe de Lie G sur lui-même qui vérifie les conditions 1) et 2) de 3.1 
telle que l'application (3.2.13) est un isomorphisme de l'algèbre de Lie 
du groupe G X H sur l'algèbre de Lie L x M. Le groupe G X H est 

œ œ 


simplement connexe. 

Démonstration. Puisque le groupe H est simplement 
connexe, on peut construire, en se servant de l’homomorphisme Ô 
de l’algèbre de Lie M dans l'algèbre de Lie gl (L), un homomorphi- 
sme analytique B du groupe H dans le groupe de Lie gl (L) tel que 
dB = 6 (voir II de 1.4). Montrons que 


B (k) [xs, el = (B (k) x, B (h) ze] (3.2.13 
pour tous les h € H, x;, ze € L. Le groupe H étant connexe, il suf- 
fit de démontrer la formule (3.2.13) pour tous les À choisis dans un 


certain voisinage de l’élément neutre de Æ, et donc il suffit de mon- 
trer que la fonction 


p (#)= B(exp({y)) (x, z:2l— [8 (exp (ty)) z1, B (exp ({y)) zel (32.14) 


$ 3] TROISIÈME THÉORÈME DE LIE 551 


est identiquement nulle en t pour tous les y € M, x,, x: € L. A 
l’aide de (3.4.25), chapitre IX, la formule (3.2.14) peut s’écrire sous 
la forme 


p(t)=exp(tô(y)) (x, zel— [exp (tô (y)) z,, exp (16 (y)) z,l. (3.2.15) 


En calculant les dérivées de (3.2.15) relativement à t au point £{ = 0, 
on obtient 


(Fan ho 6 Leu al 3 CG er, SU a (6.240 


Mais Ô (y) est une dérivation, i.e. 
Ô (y) (xs, ze) = T6 (y) 1, ze) + rx, 8 (y) ze) (3.2.17) 


pour tous les y € M, x,, x: € L. Par conséquent, _. _. =0, et par 
récurrence sur z on obtient facilement de la formule (3.2.16) que 
(SD) = 0 pour tous les n>1. Ainsi, (t) — (0) = 0. Ceci 


termine la démonstration de la relation (3.2.13). 

Ainsi, B (k) est un automorphisme de l'algèbre de Lie ZL du grou- 
pe G. Puisque le groupe G est simplement connexe, il existe un 
isomorphisme analytique «; et un seul du groupe G sur lui-même, 
tel que day, —B (h) (voir II de 1.4). Vu que «&, est entièrement déter- 
miné par l’automorphisme f (k) et B (4,) B (hk2) — B (k1h>e), on a 
Chine —= Œhne pour tous les h,, h, € H. 

I1 découle de l’égalité dB — ô que B (exp (y)) = exp (6 (y)) pour 
tous les y € L; d’où l’on obtient, en se servant de l'égalité daexpty) = 
— $ (exp (y)) que 


Gexpey (eXp (x)) = exp (B (exp y) x) — exp (exp 6 (y) x) (3.2.18) 


pour tous les z € L, y € M. Il découle de la formule (3.2.18) que 
l'application (g, k) —+ &; (£g) est une application analytique de la 
variété G X H dans G. Ainsi l’application @& vérifie les conditions {) 
et 2) de 3.1. Construisons le groupe G X H. Puisque ô = dB, où 


[e 2 
B (2) = da;, on tire de la proposition Ï que l’algèbre de Lie du 
groupe G X H est isomorphe à l'algèbre de Lie L X M, l’isomor- 


Ô 
phisme étant établi à l’aide de l'application (3.2.13). Le groupe GX H 


[e 2 
est homéomorphe au produit G X H (voir 3.1); puisque G et H sont 
simplement connexes, G X H et G X H le sont également (voir II 


de 2.1, chapitre IX). 5 
3.3. Troisième théorème de Lie. 


THÉORÈME. Soit L une algèbre de Lie. Il existe un groupe de Lie 
G simplement connexe dont l'algèbre de Lie est isomorphe à L. 
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Démonstration. Supposons d’abord que L est une algè- 
bre de Lie résoluble. Dans ce cas nous démontrerons le théorème par 
récurrence sur la dimension de l’algebre de Lie L. Si dim ZL = 1,on 
a L= KR ou L =C; on peut prendre respectivement G — KR ou 
G = C. Supposons que dim L = n > 1, et admettons que le théorè- 
me est déjà démontré pour les algèbres de Lie résolubles de dimen- 
sion << nr. Puisque L est résoluble, on a [L, L]  L (voir 1.6, cha- 
pitre X). Soit 7 le sous-espace linéaire de L qui contient [L. L] et 
tel que dim L/I — 1. Soit J un sous-espace unidimensionnel arbi- 
traire de L, supplémentaire de 7. Comme {7, LIL, LlcI,lest 
un idéal de L. Il est évident que J est une sous-algèbre de Lie com- 
mutative de Z, et 


I+J=L, IN J= (0). (3.3.1) 
Soient € 7,yEJ; posons 
Ô (y) x = [y, xl. (3.3.2) 


Il est évident que Ô(y) est une dérivation de l’algèbre de Lie 7 pour 

chaque y € J et l'application Ô est un homomorphisme de l’algèbre 

de Lie J dans l’algèbre de Lie Der (7). Il est facile de vérifier direc- 

tement que l’algèbre de Lie L est isomorphe à l'algèbre de Lie 

I X J. Par hypothèse de récurrence, il existe des groupes de Lie 
ô 


simplement connexes S et T dont les algèbres de Lie sont isomorphes 
aux algèbres de Lie Z et J respectivement. En appliquant la propo- 
sition ÏT de 3.2, nous voyons qu'il existe un groupe de Lie simple- 
ment connexe dont l’algèbre de Lie est isomorphe à L. 
Supposons maintenant que l’algèbre de Lie Z est semi-simple. 
Alors le centre de ZL est nul, et par conséquent la représentation ad- 
jointe de l'algèbre de Lie Z est une représentation exacte, tandis que 
la sous-algèbre de Lie L' € gl (L) qui est constituée par tous les 
opérateurs de la forme ad x, x € L, est isomorphe à L. En appliquant 
II de 3.3, chapitre XI, nous voyons qu'il existe un sous-groupe ana- 
lytique G & G; dont l'algèbre de Lie est L’. Soit G le groupe de 
revêtement universel pour le groupe G’. Alors G est un groupe de 
Lie siplement connexe, dont l'algèbre de Lie est isomorphe à L. 
Supposons enfin que L est une algèbre de Lie quelconque. Soit R 
un radical de l’algèbre de Lie L. Conformément à III, $ 15, cha- 
pitre X, il existe une sous-algèbre de Lie Q € L semi-simple telle que 


L=Q+R, QNR=0. 
Pour des x € R, y € Q quelconques, posons 
ô (y) x = [y, xl. 


Une vérification immédiate montre que l’algèbre de Lie L est iso- 
morphe à l'algèbre de Lie R X Q. D'après la première partie de la 
ô 
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démonstration concernant l’algèbre de Lie résoluble R et l'algèbre 

de Lie semi-simple @, il existe des groupes de Lie simplement conne- 

xes $ et 7 dont les algèbres de Lie sont isomorphes aux alvèbres de: 

Lie À et Q respectivement. En appliquant à nouveau la proposition 

II de 3.2, nous voyons qu’il existe un groupe de Lie simplement con- 

nexe dont l’algèbre de Lie est isomorphe à R X ©, i.e. isomorphe 
Ô 


à L. 
$ 4. Quelques propriétés générales des groupes de Lie 
4.1. Décompositions des groupes de Lie simplement connexes. 


I]. Soient G un groupe de Lie simplement connexe, L son algèbre 
de Lie, M un idéal de L et H un sous-groupe analytique de G corres- 
pondant à M. Alors H est un sous-groupe distingué fermé de G. 

Démonstration. D’après V de 3.5, chapitre IX, il suffit 
de montrer que À est un sous-groupe fermé. Soit S un groupe de: 
Lie dont l'algèbre de Lie est isomorphe à L/M (voir le théorème 
ci-dessus). L'application canonique p de l’algèbre de Lie Z sur l’al- 
gèbre de Lie L/M est un homomorphisme; puisque le groupe G 
est simplement connexe, il existe un homomorphisme analytique x 
du groupe de Lie G dans S tel que dx = p (voir II de 1.4). En vertu 
de IV, de 3.3, chapitre IX, l’homomorphisme x est une application 
de G sur le groupe $. Etant donné que le groupe Æ est une compo- 
sante de l’unité dans le noyau de l’homomorphisme x il est ferme. 


II. Soient T un groupe de Lie simplement connexe, et S l'algèbre de 
Lie du groupe T. Soit L un idéal de S et M une sous-algèbre de Lie de 
L tels que 

L+M=S, LAN M = (0). (4.1.1) 


Soient G, H les sous-groupes analytiques du groupe T correspondant aux 
sous-algèbres de Lie L et M dans S. Posons 


an (£g) = hkgh”! (4.1.2) 
pour tous les g£€G, h€ H. Alors l'application 
(g, k) + gh (4.1.3) 


(g€G,hEH) est un isomorphisme du groupe de Lie G X H sur T. 
Le 2 
En particulier, les groupes G et H sont fermés et simplement connexes, 
et l'on a 
GH=T, GNH= {e}. (4.1.4) 


Démonstration. Soit Ô (y), yE M, un opérateur de L 
défini comme la restriction à ZL de l'opérateur ad y dans l’algèbre de. 
Lie S. Alors on vérifie immédiatement que l’application p définie 


par la formule 
pPG y) =z+y, (4.1.5) 
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est un isomorphisme de l'algèbre de Lie Z X M sur l’algèbre de Lie 


ô 

S. Soient G’, H” des groupes de Lie simplement connexes dont les 
algèbres de Lie sont respectivement L et M (voir le théorème de 
3.3), et soit G’ X H" le produit semi-direct des groupes de Lie G’ 


et H” dont l'algèbre de Lie est isomorphe à l’algèbre de Lie L * M 


{voir la proposition II de 3.2). Soit + l’isomorphisme Coesondant 
de l’algèbre de Lie du groupe GxK sur l'algèbre de Lie ZL . M. 


Alors |’ application po test un  omornhisue de l’algébre de Lie du 
groupe G' * H"° sur l’algèbre de Lie du groupe 7. Puisque les grou- 


pes 7 et C' LS H”" sont simplement connexes, il existe un isomor- 
phisme a ue n du groupe de Lie G” X H” sur le groupe T 


é 
tel que da = po t. On déduit facilement des définitions des appli- 
cations p et + que pot(L X {0}) = LZ, pot({0}; x M) = M, par 
conséquent, x (GX {e}) = G, n({e} X H°) = H d’où l’on tire 
immédiatement toutes les assertions de la proposition II. 

La proposition suivante est une généralisation de la proposition II. 


III. Soient G un groupe de Lie simplement connexe, et L son algèbre 
de Lie. Soient J, I,, . .., I, des sous-algèbres de Lie dans L telles que: 

1) L est la somme directe des espaces linéaires J, I,, ..., I,; 

2) si Qo = TJ, Q=TJ+I, +... +I; pour i >1, alors Les 
©; sont des sous-algèbres de Lie de L et Q; est un idéal de Q:;,1, i = 1, 
..., T— A1. Soient T, S,,..., S, des sous-groupes analyti- 
ques du groupe G déterminés par les sous-algèbres de Lie J, I,, ..., I, 
respectivement. Alors des groupes T, S,, ..., S, sont fermés et sim- 
plement connexes, tandis que l'application 


(rss Shi niss, (4.1.6) 
1LET, SE S;, i —1,...,r, est un isomorphisme analytique de la 
variété TX S, X ... X S, sur G. 


Démonstration. Pour r — 1 l’assertion s'obtient immé- 
diatement de II. Supposons que m > 2; admettons que III est déjà 
démontré pour tous les r = 1, ..., m — 1. Soit H,,_, le sous-grou- 
pe analytique de G défini par la sous-algèbre de Lie Q,, .. Confor- 
mément à Il, le sous-groupe H,,_, et le sous-groupe S,, sont fer- 
més et simplement connexes dans G, et l’application (k, sh») — 
hs, est un isomorphisme analytique de la variété H,_, X S»h 
sur G. En appliquant à Æ,,_, l’hypothèse de récurrence, nous obte- 
nons la proposition III. 

L'application des propositions II et III est basée sur la proposi- 
tion auxiliaire suivante. 
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IV. Soient L une algèbre de Lie, et I un idéal maximal de L (i.e. 
chaque idéal propre J & L contenant I coïncide avec I). Il existe alors 
une sous-algèbre de Lie M & L telle que 


I+M=L, INM=\(0). (4.1.7) 


Démonstration. Puisque l’algèbre de Lie ZL/I ne possède 
pas d’idéaux non triviaux, alors L/I est soit simple, soit dim (L/I1) — 
— 1. Si dim (ZL/1) = 1, on peut prendre pour M le sous-espace uni- 
dimensionnel de L engendré par un élément x € L non situé dans M. 
Si L/I est une algèbre de Lie simple, alors L/I est semi-simple, et 
dans ce cas l’assertion IV découle du théorème de Levi-Mal- 
tsev ($s 15, chapitre X). 


V. Soient G un groupe de Lie simplement connexe, et H un sous- 
groupe analytique de G qui est en même temps un sous-groupe distingué 
de G. Alors H est un sous-groupe distingué fermé, les groupes H et 
G/H sont simplement connexes, et si x: G —G/H est l’homomorphi- 
sme canonique analytique du groupe G sur G/H, alors il existe une appli- 
cation analytique p: G/H —G telle que l'application n° p est l’iden- 
tité de G/H sur lui-même. 

Démonstration. Soient L l'algèbre de Lie du groupe G, 
et J l’idéal de ZL qui correspond au sous-groupe analytique H. Ser- 
vons-nous de la série de Jordan-Hôlder pour l’algèbre de Lie L/I 
(voir 1.5, chapitre X) pour constater qu'il existe une suite de sous- 
algèbres de Lie L = L, = L, = ...— L, = I telle que L; est un 


idéal maximal de L;_, pour tous les i = 1, ..., r, et toutes les 
sous-algebres L; contiennent 7. Posons M; — L,_;. Conformément à 
IV, il existe des sous-algèbres de Lie Z;, i = 1, ..., r, telles que 
Mi=Mii +, Li Mi = (0),i =1,...,r. Soit S; des sous- 
groupes analytiques de G correspondant à Z;, i — 1, ..., r. D'après 
III, le sous-groupe analytique À est fermé et simplement connexe, 
tandis que l'application (s,, ..., s,) + Hs, ... s, est un isomor- 
phisme analytique de la variété S, X ... X S, sur le groupe G/H. 
Puisque les S; sont simplement connexes, G/H l’est aussi. Enfin, 
l'application p peut être définie par la formule p (Hs, ... s,) = 
Sue 0 


4.2. Commutateurs dans les groupes de Lie connexes. Soit G un 
groupe, et £g1, £2 EG. Posons 

[guy Sel = 18281 82". (4.2.1) 

Si H,, H4 sont des sous-groupes du groupe G, nous désignerons par 


{H,, H,] le sous-groupe du groupe G engendré par les éléments [h,, 
h.|, où L € H,,h, € H:. 


I. Le sous-groupe (H,, H,] est l'ensemble de tous les éléments de la 
forme 


[ar, bi) (be, al las, b3l . . . (ass, be, 1b,,, ae], (4.2.2) 
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où 


a; CH,, b; EH, 1, ._. 2r, r>1. 


Démonstration. Chaque élément de la forme (4.2.2) 
est contenu dans [},, H,]. En effet, il suffit de vérifier que [b, al € 
E[H,, H,] pour a € H,,bEH,, mais 


[b, a] = bab”ta”! = (aba-1b-1)"4 = [a, b]”1, (4.2.3) 


où [a, b] € [H,, H,]. Par conséquent, pour démontrer la proposition I, 
il suffit de montrer que l’ensemble des éléments de la forme (4.2.2) 
est un sous-groupe de G. Mais le produit de deux éléments de la for- 
me (4.2.2) est également de la forme (4.2.2), tandis que d'après 
(4.2.3), un élément inverse d’un élément de la forme (4.2.2) est égale- 
ment de cette forme. 


IT. Soient H,, H, des sous-groupes connexes d’un groupe topologi- 
que connexe G; alors le groupe 1H, H,] est connexe *). 

Démonstration. PA (4.2.2) [H,, H,l est la réu- 
nion des ensembles [H;, ne {[a, bb, aellaz, b:]l . 

.…. (be, a), où a: € H,, b; € Ha i — À, , 2r} pour tous les 
r>1. Mais l’ensemble [H,, H,], est l'image du produit direct de 
2r copies du groupe H, X H, par l' application continue ((a,, b,), 

y (Gars Da7)) | b,][b., al ... [b.,, @,]. Par conséquent, 
[H,, H,l, est un ensemble connexe. Etant donné que [H,, H.] — 


— |) {(H,, H,], et les ensembles {H,, H,], sont connexes et contien- 
i 


nent e, [H,, H,l est un groupe connexe. 

Soient Z une algèbre de Lie et M,, M, ses sous-algèbres de Lie. 
Désignons par [M,, M,] l'enveloppe linéaire des éléments de la 
forme Î{x, yl, xE M,, yE M2. 


III. Soient G un groupe de Lie connexe, et L l'algèbre de Lie du 
groupe G. Soient M,, M, N des sous-algèbres de Lie de L. Supposons 
que [M,, NIGN, [M:, NICN et ([M,, M, = N. Admettons que 
H,, H,, K sont les sous-groupes analytiques de G correspondant aux 
sous-algèbres de Lie M,, M;,, N. Alors K = [1H,, H,]. 

Démonstration. Remarquons d’abord que IV de 3.5, 
chapitre IX, implique 


hÆh;'c K et h,Kh:!'c K pour tous les MC 1, h:C Hs (4.2.4) 


Montrons maintenant que pour des y € M, et h, € H, quelcon- 
ques le vecteur Ad (k,) y — y appartient à N. D'après la relation 
(3.4.25) du chapitre IX appliquée à la représentation adjointe, on a, 


*) Un résultat analogue a été obtenu au chapitre V (voir II de 2.3). 
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pour tous les z € M,, y E M, et tous less t ER, l'égalité 


n 
Ad (exp (tz)) (y)—y= D) <— (ad x)" (y). (4.2.5) 
n=i 

Puisque (ad x)" (y)EN pour nr > 1, on a d’après (4.2.5) que 
Ad (exp (ix)) (y) — y E N. D'autre part, il est évident que l’en- 
semble F des éléments h, € H, tels que Ad (k,) y — y € N pour tous 
les y € M, est un sous-groupe de H,. En effet, si k,, h, € F, alors en 
appliquant (4.2.4) nous voyons que Ad (h;h.) y — y = 
— Ad h, ((Ad he) y — y) + ((Adh)y—yEenN et encore 
Ad (471) y — y = Ad (h;') (y — Ad (hi) y) EN, de sorte que Ah: € 
€Feth;'"E€F. Mais le sous-groupe F contient tous les éléments de 
la forme exp (ir), x € M,, i.e. contient un voisinage de l'unité. 
Puisque À, est un groupe connexe, on a F = H,, i.e. Ad (k,) y — 
— y EN pour tous les h, € H.. 

Montrons que les éléments de la forme Ad (k,) y — y, y € M, 
h,€H, engendrent toute l’algèbre de Lie N. Soit À une fonctionnel- 
le linéaire sur N ; il suffit de montrer que la condition À (Ad (h,) y— 
— y) = 0 implique À = 0 pour tous les yEM,, h € H,. Mais 
(4.2.5) entraîne 


À (Ad (exp (tx)) y —y)|r=0 = À (x, yl), (4.2.6) 


donc la condition À (Ad (h,) y — y) = O0 pour tous les y € M, 
h, € H, implique À ({x, yl) = 0 pour tous les x € M,, y E M2. Par 
hypothèse, [M,, M,] = N, de sorte que À (N) = 0, À = 0. 

Montrons que [H,, H,] € K. Soit W le voisinage symétrique de 
l'élément nul de Z, défini dans (1.3.5). Alors, pour x, yE W, la 
série dans le deuxième membre de la formule de Campbell- 
Hausdorff converge et détermine une fonction F (x, y) qui 
vérifie la relation 


exp z exp y = exp F (zx, y) (4.2.7) 
pour tous les x, y € W. Soit V & W un voisinage symétrique de 
l'élément nul de ZL tel que Ad (exp x) (y) € W pour zx, y € V. En 
. particulier, pour x € M,fN\ V,yE M,f1 V,ona Ad (exp x) (y) € W, 
de sorte que (4.2.7) entraîne 
[exp z, exp y] = exp x exp y (exp x)”! (exp y)! — 
= (Ad (exp x) exp y) (exp (—y)) — exp (Ad (exp x) y) exp (—y) = 

— exp F (Ad (exp x) y, —y). (4.2.8) 
Posons z° — Ad (exp x) y, y’ — —y. Servons-nous des formules 
(1.2.17), (1.2.18) concernant les coefficients c, (x, y). Puisque 


Ad Ge au DES on ac (z, y) = x" + y" = Ad (exp x) y — 
y EN. 
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Montrons par récurrence que c, (z’, y’) € N pour tous les n. Soit 
Cm (Z’,Y)EN pour m = 1, ..., n. Etant donné quez + y'EN, 
y" E M, on tire de la condition c, (x’, y’) E N que 


[z' — ÿ', Cn (z”, y')] = [x + ÿ', Cn (z”, y')] SE 
— 2 [y", Cn (z”, y')] € N, 


puisque [M,, N] & N. Alors on obtient de la relation (1.2.17) que 
Cn+1 (Z', Y) EN de sorte que c, (x, y’) E N pour tous les nr entiers 
positifs. La relation (4.2.8) permet d'écrire [exp x, exp yl EexpN« 
€ X. Par conséquent, on peut indiquer des voisinages U,, U, des 
éléments neutres des groupes Æ, et H, respectivement tels que 
(k;,, he] € K pour hk, E U,, h, E U,. Remarquons maintenant que 
pour tous les h, € H,,h,, k EH; on a 


[h4, AA] _—. [R:, hs] (Rs [Ra, h;] h;"*?). (4.2.9) 


On tire de la relation (4.2.9) et de l’inclusion hk;Kh,7! € K que 

[k,, ke] € K pour tous les h; € U,, h, € U5 où n est un entier positif. 

Le groupe H, étant connexe,ona {J U5 — H,,i.e. [h,, h+) € K pour 
S1 


tous les h, € U,, h, € H,. De même, en inversant les rôles de h, et 
hk, on obtient [H,, H,] € K. 

Montrons enfin que le groupe [XÆ,, H,] contient un voisinage de 
l'élément neutre de X. Choisissons des éléments y, . . ., Ym € Ma 
et h, ..., h; € H, de manière à ce que les vecteurs Ad (A%))y, — 
— Yn, k = 1, ..., m, engendrent l’espace NW. Considérons l'’appli- 
cation analytique Ÿ du produit direct de m copies de la variété H, X 
X H, dans G, en la définissant par la formule 


PS, ke), .., (REP, REP) = Us, RP]. TR, RP]. 


Il découle de II que l’image par Ÿ est contenue dans [H,, H.]. 
D’après la relation [H,, H.] € K, l'image par l’application + est 
contenue dans À, tandis que est une application analytique du 
produit de m copies de la variété 4, X H, dans X. Remarquons que 
Ÿ ((AM, e), ..., (ki, e)) = e; d’après VIII de 1.5, chapitre IX, 
pour démontrer que l’image par + contient un voisinage de l’élément 
neutre, il suffit de montrer qu'au point z—((k{”,e),..., (hf, e)) dy 
est une application sur l’espace tangent T, (K). Or, en appliquant 
(3.4.25), chapitre IX à x —@,«x) pour chaque 4 — 1, ..., m, nous 
1 


avons 
(RE, e), cs (RÇ®), exp (tyx)), LL (A, e))[1=0 = 


= _ (exp (t Ad (h{) y) exp (— tyx))[t=0 = Ad (RQ) ya — yne 
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Par conséquent, l’image par l’application (d) (z) contient tous les 
vecteurs ad (*%)) y, — y,, de sorte que (d) (z) est une application 


sur 7, (K). 


IV. Soient G un groupe de Lie connexe, et L son algèbre de Lie. 
Soient GM —[G, G], G® = 1[1G"-b, GM-b], G,, = 1[G, G], Ga, — 
= [G, Gn-u] (n > 1). Pour chaque n> 1 le groupe G‘”" (respective- 
ment Gin) est un sous-groupe analytique du groupe de Lie G associé à 
la sous-algèbre de Lie L®"Y (respectivement L,,). Tous les groupes G”> 
Gin) Sont des sous-groupes distingués de G. Si le groupe G est simplement 
connexe, alors tous les groupes G°, Gr, sont fermés et simplement con- 
nexes. 

La proposition s'obtient immédiatement de III et V de 4.1. 


V. Un groupe de Lie connexe est résoluble (respectivement nilpo- 
tent) si et seulement si son algèbre de Lie est résoluble (respectivement 
nilpotente). 

La proposition découle immédiatement de IV. 


VI. Si G est un groupe de Lie connexe dont l'algèbre de Lie est 
semi-simple, alors G = IG, Gl. 
La proposition s'obtient de III et IV de 7.1, chapitre X. 


4.3. Structure des groupes de Lie résolubles. 


I. Soit L une algèbre de Lie résoluble de dimension n. Il existe 
une base e, ... e, de L qui possède les propriétés suivantes: 1) l’en- 
veloppe linéaire L, des éléments e, ..., e, est une sous-algèbre de 
Lie de L; 2) L, est un idéal de L,+, pour tous lesk = 1, ..., n —1, 
où L, = L. 

Démonstration. Puisque L est résoluble, on a [L, L] + 
=£ L. Soit L,_, un sous-espace de codimension 1 dans Z qui contient 
[L, L]. Alors [L, L,_.]C IL, L\le L,_, donc L,_, est un idéal 
de Z; en particulier, L,_, est une sous-algèbre de Lie de L. 

Supposons déjà construites des sous-algèbres de Lie L,_;, 
Laos -: + +, Lr+, dans ZL telles que L,, est un idéal de L,,:, pour 
m=k+1,...,n—1(L, = L). D'après III de 1.6, chapi- 
tre X, la sous-algèbre de Lie ZL;,, est résoluble. Soit Z; un sous- 
espace de codimension 1 dans L;+, contenant [L;::,, L:4+.,]; alors 
L, est un idéal de Z,:,, et L;, est une sous-algèbre de Lie de ZL'; 
ainsi on peut construire les sous-algèbres L4, par récurrence. Soit 
e, un vecteur non nul de Z,. Supposons déjà construits les vecteurs 


€, - - ., er de la sorte que l'enveloppe linéaire des vecteurs e,, . .. 
. . €, coïncide avec L; pour tous les ÿ = 1, ..., k. Soit e,+, un 
vecteur arbitraire de L;,, non situé dans L, ; ainsi la base e,, . .., e, 


se construit par récurrence. 
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IT. Soient G un groupe de Lie réel (respectivement complexe) réso- 
luble simplement connexe, L son algèbre de Lie, et e;, .-.., e, une 
base de L qui vérifie les conditions de la proposition Ï. Alors l’appli- 
cation @ de l’espace R”" (respectivement C") dans G, définie par la 
formule 


@ (£,, . . ., tn) = exp (f1e,) . . . exp (£,e,), (4.3.1) 


est un isomorphisme analytique de la variété R" (respectivement C") 
sur G. 

Démonstration. Soit M, la sous-algèbre unidimension- 
nelle de Lie de Z engendrée par le vecteur e,, et soit H, le sous- 
groupe analytique du groupe G qui correspond à M}. En appli- 
quant III de 4.1 (avec 7, = M3, J = (0)) nous trouvons que les 
H, sont des sous-groupes fermés simplement connexes de G, tandis 
que l'application (4, ..., h;)—h, ... hk, est un isomorphisme 
analytique de la variété H, X ... X H, sur G. D'autre part, 
puisque les sous-groupes H, sont unidimensionnels et simplement 
connexes, l'application £ — exp ({e,) est un isomorphisme analy- 
tique du groupe R (respectivement €) sur H;. 


III. Soit G un groupe de Lie résoluble simplement connexe. Chaque 
sous-groupe analytique H du groupe G est fermé et simplement connexe. 
Démonstration. Soient L l'algèbre de Lie du groupe G, 

et M la sous-algèbre de Lie de G correspondant au sous-groupe X. 
Choisissons dans ZL une base e,, ..., e, qui vérifie des conditions 
de la proposition I. Soit dim M = m. Choisissons des indices k,, . .. 
Am ALk LL hka<L...<kmLAn) qui vérifient les condi- 
tions suivantes: si d; = dim (M fN\ Lj), j = 1, ..., n alors d; — 0 
pour j<<k,, dj=i pour k << j<hiy1;, dj=m pour j > km. 
Soit f1, . - ., Î/m une base de M telle que l'enveloppe linéaire des 
vecteurs f1, . . ., f; coïncide avec M N Lx, pour tous les i — PATES 


.., M. Remplaçons dans la base e,, ..., e, les vecteurs e,, par 


jf: pour i = 1, ..., m; les sous-espaces L, n’en seront pas changés. 
Par conséquent, nous admettrons par la suite que e,, = f, pour tous 


les i — 1, ..., m. Soit M; l'enveloppe linéaire des vecteurs j,, . .. 
..., fa; alors M; — La, N M pour tous les i = 1, ..., m. Donc, 


les M, sont des sous-algèbres de Lie de M. Pour 1<i<m—1 
et k <k<k;4, on a Li N M = Li, N M et alors 


[Miss, Mi] = [La NAT, Lit NM] 
Œ (La, Ly,,,-1] NM= La,,,-1 N M = Mi. (4.3.2) 


La relation (4.3.2) nous montre que M, est un idéal de M;4,. 


Soit À un groupe de Lie simplement connexe qui est le revé- 
tement universel pour le groupe X relativement à l’homomorphisme 
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x (voir 3.2, chapitre VIII). L’algèbre de Lie M peut être envisagée 
en même temps comme l’algèbre de Lie du groupe À, puisque l’appli- 
cation dx est un isomorphisme des algèbres de Lie des groupes À 
et A (voir VII de 3.3, chapitre IX). Les propriétés de la base f,, . .. 
... fm de l’algèbre de Lie Af que nous avons établies permettent 
d'appliquer la proposition IT au groupe H. Par conséquent, l’appli- 
câtion (u,, ..., Um) —> eXP% (Wifi) .- . - XP5 (Umfm) est un isomor- 
phisme analytique de l’espace vectoriel de dimension m sur A. 
Puisque x (4) = H, l'application 


(U,, - .., Um) —+ exp (uf1) - . . eXp (Urfm) (4.3.3) 


est une application analytique de l’espace vectoriel de dimension m 
sur le groupe FX. Mais, d'autre part, l'application (4.3.3) est la res- 
triction de l’application ®, définie par (4.3.1), à l’ensemble de tous 
les points (£,, . .., t) pour lesquels #4, = OsikÆk,,..., kZÆkh. 
Comme œ est un isomorphisme analytique d’après II, l’image d'un 
sous-espace linéaire est fermée et simplement connexe, d’où l’on 
tire que 7 est fermé et simplement connexe. 


4.4. Algèbres de Lie semi-simples. Théorème de Levi-Maltsev. 


I. Soient G un groupe de Lie, L son algèbre de Lie, R un radical 
de l'algèbre de Lie L, et H un sous-groupe analytique du groupe G 
correspondant à la sous-algèbre de Lie R € L. Alors H est un sous- 
groupe distingué fermé connexe et résoluble de G. 

Démonstration. D'après V de 4.2, il suffit de montrer 
que H est fermé. Soit H l’adhérence de H dans G. Alors H est un 
sous-groupe fermé connexe de G, i.e. H est un sous-groupe de Lie 
connexe de G (voir le théorème de Carta n, $ 2). Soit M la sous- 
algèbre de Lie de ZL correspondant à Æ. Montrons que Æ = H. Il 
suffit de montrer que M€ R. Puisque R est un radical de Z, il 
suffit pour cela de montrer que ÂÀf est une algèbre de Lie résoluble. 
D'après V de 4.2, il suffit alors de prouver que le groupe H est réso- 
luble. Mais il découle de la proposition I de 4.2 que le sous-groupe 
[H,, H,] est contenu dans l’adhérence du groupe [H,, H.l, quels 
que soient les sous-groupes H,, H, € G. Soit n le plus petit entier 
positif pour lequel H°° = {e}. Lorsque n — 1, on a [H, H]e 
C 1H, HÏ= H® = {e} = {e}, i.e. H est résoluble. Supposons que 
n > 1. Admettons que la résolubilité du groupe H a déjà été démon- 
trée pour tous les sous-groupes H pour lesquels on a H®-? = {e}. 
Alors [H, H]JC1{H, H] = H‘, où (H)"-1 = {fe}, donc H'? est 
un groupe résoluble en vertu de l'hypothèse de récurrence. Par consé- 
quent, (H)'° est un groupe résoluble, donc H est également un groupe 
36—0583 
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résoluble. D’après ce qui précède, il en découle que H = H. Puisque 
R est un idéal de L, H sera un sous-groupe distingué de G (voir V 
de 3.5, chapitre IX). 

Rappelons qu’un groupe topologique G est dit semi-simple s’il 
ne contient aucun sous-groupe distingué résoluble fermé connexe, 
différent de {e}. 


Il. Un groupe de Lie est semi-simple si et seulement si son algèbre 
de Lie est semi-simple. 

Démonstration. Soient G un groupe de Lie semi-simple, 
L son algèbre de Lie, et À un radical de l’algèbre de Lie L. Si H 
est le sous-groupe analytique de G correspondant à À, alors H est 
un sous-groupe distingué résoluble connexe fermé de G. Si R (0). 
on a H  {e}, ce qui est en contradiction avec la semi-simplicité 
de G. Par conséquent, À = (0) et L est semi-simple. 

Réciproquement, supposons que Z est une algèbre de Lie semi- 
simple et V un sous-groupe distingué résoluble connexe fermé de G. 
Soit M l'idéal de Z correspondant à V. Si N & {e}, on a M = (0) 
et M est résoluble d’après V de 4.2, ce qui est en contradiction avec 
Ja semi-simplicité de L; par conséquent, V -= {e} et G est semi- 
simple. 


II. (THÉOREME DE LEVI-MALTSEv). Soient G un groupe de Lie, 
L son algèbre de Lie, R le radical de l'algèbre de Lie L, et S une sous- 


algèbre de Lie semi-simple de L telle que L = S+R (voir III, $ 15, 
chapitre X). Soit H un sous-groupe analytique de G correspondant 
à R. Alors: a) H est un sous-groupe distingué résoluble connexe fermé 
de G, et le groupe quotient G/H est un groupe de Lie semi-simple dont 
l'algèbre de Lie est isomorphe à S ; b) si G est simplement connexe et 
T est un sous-groupe analytique de G correspondant à S, alors T est un 
sous-groupe semi-simple fermé simplement connere, H est simplement 
connexe, tandis que l'application (t, h}— th, 1tET,hEH, est un 
isomorphisme analytique de la variété T X H sur G. 

Démonstration. a) découle de IT, I et IV, VIII, de 3.3, 
chapitre IX; b) découle de II de 4.1. 


IV. Le centre d'un groupe de Lie semi-simple est discret. 

Démonstration. Soient G un groupe de Lie semi-simple, 
et L son algèbre de Lie. Puisque L est une algèbre de Lie semi-simple 
(voir 11), le centre de l’algèbre de Lie L est nul; par conséquent. le 
noyau de l’homomorphisme adjoint de l’algèbre de Lie Z se réduit 
a l'élément nul de l’algèbre de Lie L. Par conséquent, l'application 
z—adz, x EL, est un isomorphisme de l'algèbre de Lie ZL sur 
l'algèbre de Lie ad (L) du groupe de Lie Ad (G). Mais il découle 
alors de (3.4.25), chapitre IX, que la représentation adjointe du 
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groupe de Lie G est un isomorphisme local. Remarquant que le 
noyau de la représentation adjointe du groupe G est le centre Z 
du groupe G et l’application canonique du groupe G sur Ad (G) = 
= GiZ est localement isomorphe, on conclut que Z est un sous-groupe 
discret de G. 


V. Soient G un groupe de Lie connexe semi-simple, et L son algèbre 
de Lie. Le groupe adjoint au groupe de Lie G est un sous-groupe fermé 
du groupe G:. 

Démonstration. Soit Ad: G—>G;, la représentation 
adjointe du groupe de Lie G. Soit Aut (L) l’ensemble de tous les 
éléments À € G. tels que a, (y) = h (y), y € L. où «, est un auto- 
morphisme de l’algèbre de Lie L. D’après 3.5, chapitre IX. tout 
élément du groupe G,; qui se met sous la forme Ad g, g € G. est 
contenu dans Aut (2). Il est évident que Aut (ZL) est un sous-groupe 
fermé du groupe de Lie G;. L’algèbre de Lie du groupe Aut (L) 
est constituée ($ 2 et III de 3.5, chapitre IX) par tous les opérateurs 
linéaires X de l’espace L qui vérifient la condition exp (#X) € Aut (L) 
pour tous les { € R. Mais cette condition est équivalente à la con- 
dition X € Der (L) (voir la démonstration de la proposition VI, 
$ 3, chapitre X, et l'exemple du $ 2). D'autre part, l'algèbre de Lie 
du groupe adjoint Ad G coïncide avec l’image de l’algèbre de Lie L 
du groupe G par l’homomorphisme adjoint ad (voir IV de 3.3, cha- 
pitre IX); or ad L est l’idéal des dérivations intérieures de l’algèbre 
de Lie ZL (voir Î de 1.1, chapitre X), et chaque dérivation d’une 
algèbre de Lie semi-simple est intérieure, par conséquent l'algèbre 
de Lie Der (L) coïncide avec son idéal des dérivations intérieures. 
Ainsi l'algèbre de Lie du groupe Ad G coïncide avec l’algébre de 
Lie du sous-groupe fermé Aut (L) du groupe de Lie G;, le groupe Ad G 
étant connexe en tant qu'image du groupe connexe G. D'où l’on 
tire que le groupe Ad G coïncide avec la composante connexe de 
l'élément neutre du groupe Aut (L). Vu que la composante de l’élé- 
ment neutre est un sous-groupe fermé dans un groupe topologique 
(voir III de 1.2, chapitre V), Ad G est fermé dans Aut (L) et, le 


groupe Aut (Z) étant fermé dans G;, on en tire que Ad G est fermé 
dans Gr. 


$ 5. Décomposition de Gauss 


5.1. Décomposition de Gauss dans un groupe de Lie linéaire 
complexe semi-simple. Soit G un sous-groupe analytique du groupe 
GL (n, C), et soit L l’algèbre de Lie du groupe G; supposons que la 
sous-algèbre de Lie } € L, constituée par les matrices diagonales 
de Z, est une sous-algèbre de Cartan de ZL. Désignons par V,, N_ 
les sous-algèbres de Lie nilpotentes de Z constituées respectivement 
par les matrices nilpotentes triangulaires supérieures et inférieures. 


36* 
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Supposons que 
L=N_+H+N.. (5.1.1) 


Soit D, le sous-groupe analytique de G dont l'algèbre de Lie est A, 
et soient Z},, Z_ les sous-groupes analytiques de G correspondant 
aux sous-algèbres de Lie VW}, W_ (voir I et II de 3.3, chapitre IX). 

Considérons l’application @ du produit Z- X D, X Z+ dans le 
groupe G, définie par la formule 


p (z-, d, z4) = z-_ dz, (5.1.2) 


pour tous les 2 €Z_, dE D,, z; € Z,. Il est évident que l'’applica- 
tion y est une application analytique de variétés. 


I. L'application @ envoie un certain voisinage du point (e,e,e)EÆ 
EZ_ X D, X Z. topologiquement sur un certain voisinage U de 
l'élément neutre de G. 

Démonstration. Il découle de (3.5.15), chapitre IX, 
et de (5.1.2), (5.1.1) que la différentielle de l'application q au point 
(e, e, e) est une application surjective sur l'espace tangent T, (e); 
d'autre part, dim (Z- X D, X Z+) = dim G, par conséquent, l’ap- 
plication dope, + +, est un isomorphisme des espaces tangents (en 
particulier, l'application q est régulière au point (e, e, e)). Alors 
l’assertion de la proposition Î découle de VIII, 1.5, chapitre IX. 

Soit D (n) le sous-groupe des matrices diagonales du groupe 
GL (n, C); soient Z, (n), Z_(n) les sous-groupes des matrices trian- 
gulaires supérieures et inférieures de GZL(n, C) respectivement 
avec les unités dans la diagonale principale. Alors Z, € Z} (n), 
Z-CZ-{(n), D, CD (n). Soit D = D (n) N G; il est évident que 
l'algèbre de Lie du groupe D est H. 


II. Les groupes Z } et Z_ sont simplement connexes, et Z, = Z}, (n)f 
NG, Z-=Z-(n)fcG. 

Démonstration. Les algèbres de Lie des groupes Z} 
et Z, (n) N\ G coïncident; par conséquent, d’après III de 4.3, il 
suffit de montrer que le groupe Z, (n) est simplement connexe. Soit 
z+ EZ+ (n); alors z; = 1 +w, où 1 est la matrice unité et w une 
matrice nilpotente. Il est clair que la matrice z}; se met de manière 
unique sous la forme exp (x), où x est une matrice nilpotente supé- 
rieure. Ainsi l'application exponentielle de l'algèbre de Lie W}, (n) 
du groupe Z. (7) dans le groupe Z, (7) est une bijection sur le 
groupe V+ (n). Par conséquent, Z+ (n), est homéomorphe à W}+ (n), 
mais V, (nr) est simplement connexe en tant qu'espace linéaire 
{voir chapitre IX. II de 3.6 et VIII de 1.5). 
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Soit Gr l’ensemble des éléments g € G qui admettent une décom- 
position de Gauss dans le groupe GL (n, C), i.e. 


g —= z_ dz;, (5 1 3) 
où z_EZ_(n),z,; EZ,(n), dE D (n). 


III. L'ensemble G,4 est connexe, ouvert et partout dense dans G. 

Démonstration. La matrice g EG est contenue dans 
Grey si et seulement si tous ses mineurs principaux sont non nuls, 
ie. g EG NX Greg Si et seulement si 


An (g) = 0 


pour au moins un des indices k, À = 1, ..., n — 1. Mais la fonc- 
tion À, (g) est un polynôme relativement aux éléments matriciaux, 
i.e. À, (g) est une fonction analytique sur le groupe G. Si A, (g) 
s’annule sur un certain ensemble ouvert de G, alors À, (g) = 0 sur 
G en vertu de la connexité de G. Mais A, (e) 0, par conséquent, 
l’ensemble fermé des zéros de la fonction A, (g) n’est dense nulle 
part dans G, tandis que G \X G#. est la réunion d’un nombre fini 
de tels ensembles. 

Ainsi, l’ensemble G;& est le complémentaire dans G de l’en- 
semble F des zéros de la fonction analytique f (g) = À, (g) ... 

. À, (g) qui n’est pas identiquement nulle sur G. Rappelons que 
la variété G est connexe. Soient g,, g. des éléments de G;4, et sup- 
posons que {g(t)}, t € [0, 1], est une courbe dans G qui joint g, 
et g,, i.e. g (0)=— g1, g (1) = g2 et {t —+ g (t) est une application con- 
tinue du segment |0, 1] dans G. Il découle de la définition même 
d’une variété que l’ensemble des points g, € G que l’on peut joindre 
par une courbe {g (t)} au point donné g, € G est non vide, ouvert et 
fermé dans G. Puisque G est connexe, on peut joindre deux éléments 
quelconques g,, g, € G par une courbe. Recouvrons chaque point de 
la courbe {g (t)} par un voisinage de coordonnées connexe et choi- 
sissons un sous-recouvrement fini U,, ..., U,. Dans chacun des 
voisinages de coordonnées U,3, k = 1, ..., p, l’ensemble des zéros 
de la fonction f (g) est homéomorphe à l’ensemble des zéros d’une 
fonction analytique usuelle définie dans un sous-ensemble ouvert 
connexe de l’espace C". Mais si ® (z,, . .., z,) est une fonction ana- 
lytique non identiquement nulle sur un sous-ensemble ouvert con- 
nexe ( de l’espace C", le complémentaire dans @ de l’ensemble V 
des zéros de la fonction ® est connexe (voir R. Gunning et 
H. Rossi {1}, chapitre I). Ainsi les points g, et g.sont contenus 
dans la PeURIOR finie d'ensemble connexes VU, X F,k=1,...,p; 


puisque u U, recouvre la courbe {g (t), t E [0, 11}, les ensembles 


U, et Ur, peuvent être supposés non disjoints pour tous les À — 
— 4, ..., p — 1. Alors les ensembles U, X F, U,4,X. F se cou- 
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pent aussi pour À = Î, ..., p — 1 et puisque tous les ensembles 
U, .F,k=1,..., p sont connexes, leur réunion est également 
connexe. Par conséquent, deux éléments quelconques £g,, g. de l’en- 


p 
semble G;4, sont contenus dans un sous-ensemble connexe {j (U, XF) 
| k=1 


de l'ensemble G;4,, donc Gx4 est connexe. 


IV. Pour chaque g € Grey, l'élément z+ € Z} (n) défini par l'égalité 
(5.1.3) appartient à Z, et l'application g —+ Z, est analytique sur Gres. 
Démonstration. Soit M l’ensemble des points £g € Gr 
tels que z, € Z,. Comme nous le savons, on à UE M (voir Î). 
Désignons par M, l’adhérence de l'intérieur de l’ensemble M. Puis- 
que ./ contient un voisinage de l'élément neutre de G, l’ensemble 
AI, est non vide. D'autre part, les éléments matriciaux de la matrice 
z. sont des fonctions rationnelles des éléments matriciaux de la 
matrice g, par conséquent l'application g + Z, est analytique sur 
Greg, en particulier z} est une fonction continue de g sur G:«4.. Puisque 
Z+ est fermé dans GL (n, C) et Z, est une fonction continue de g, 
l’ensemble :f est fermé. Par conséquent, M, & M. Montrons main- 
tenant que l’ensemble 7, est ouvert. Soit g, € M, et soit V un voi- 
sinage de coordonnées du point g, (du groupe G) contenu dans Gwy 
(un tel voisinage existe, puisque G;x est ouvert conformément 
à J11). Choisissons un voisinage W du point g, dans GL (n, C) et un 
système de coordonnées analytiques (y,, . . ., y,:) dans le voisinage 
W de manière à avoir W fN G € V et de sorte que la sous-variete 
G € GL (n, C) soit déterminée dans W par les conditions y,+, = 
.. = ÿne == O0, où m — dim G (voir 1.7, chapitre IX). L'applica- 
tion g—> Z+ étant analytique, y, (z;) est une fonction analytique 
sur Gr. D'autre part, l’intersection V AN W N AJ, contient un sous- 
ensemble ouvert (dans G;:4:) sur lequel z; € G, i.e. les fonctions 
Yr (z+) sont nulles sur V N W NA AL, lorsque À = m +1, ..., n°. 
Par conséquent, on a y, (2;) = O0 pour À = m +1, ..., n° sur 
toute l'intersection V AN W, i.e. z: EG pour g€E NW. Ainsi 
l'ensemble 7, est ouvert dans G:#«.. Puisque G;«, est connexe d'ap- 
rès III, on a M, = Gus. 
On démontre d’une manière analogue que l'élément z- dans 
(5.1.3) est une fonction analytique de g, et z_ € Z_ pour tous les 
£8 E Greg. Par conséquent, 


V. Pour chaque g € G rey, l'élément d € D (n) déterminé par l'éga- 
lité (5.1.3) appartient à Gex, i.e. dE D, et l'application g —+ d est 
analytique. 


VI. Le groupe D est connexe et coïncide avec le sous-groupe D. 
Démonstration. L'application ÿ de la variété Z_(n) X 
X D(n) X Z} (n) dans le groupe GL (n, C) définie par la formule 
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+ (z2-, d, z,) = z_ dz, pour tous les z_E€Z_(n), dE D (n), z: € 
€ Z+ (n) est une application analytique de variétés. En outre, l’ap- 
plication + est un homéomorphisme de la variété M = Z_(n) X 
X D'(n) “ Z} (n) sur l’image p (M) de la variété M dans GL (n, C). 
Alors la restriction de l'application Ÿ à Z_ x D X Z}, est un homéo- 
morphisme de Z__ X D X Z, sur Gr. Puisque G.& est connexe, 
l’espace Z_- X D X Z} est connexe. Par conséquent, le groupe D 
est connexe, donc le groupe D coïncide avec le sous-groupe analy- 
tique D. 
Ainsi nous avons démontré le 


THÉOREME. Soit G un sous-groupe analytique du groupe GL (n, C), 
soit L l'algèbre de Lie du groupe G. Supposons que la sous-algèbre de 
Lie H & L constituée par les matrices diagonales de L est une sous- 
algèbre de Cartan de L. Soient N,, N _ des sous-algèbres nilpotentes de 
L constituées respectivement par les matrices supérieures et inférieures 


triangulaires. Supposons que L=N,; + H+N. Désignons par 
D, Z+, Z- les sous-groupes analytiques de G associés aux sous-algèbres 
de Lie H, N1, N_ respectivement. Il existe alors dans le groupe G 
un ensemble ouvert connexe partout dense Ges, tel que chaque élément 
£g E Grey se mel de manière unique sous la forme 


g = z-_ dz., (5.1.4) 


où 2: EZ_, dED.z, €Z,. Les éléments z_, d, z, sont des fonctions 
analytiques de g € Gr. Les groupes Z , et Z _ sont simplement connexes, 
eZ: =Z2;(nNG, Z =Z_(n)NG, D =D(n)fNG. L'ensemble 
Gres contient un voisinage de l'élément neutre de G. 

La relation (5.1.4) s'appelle décomposition de Gauss de l'élément 
g€EG. 


5.2. Décomposition de Gauss dans un groupe de Lie connexe 
semi-simple complexe. Soient G un groupe de Lie connexe semi- 
simple complexe, L son algèbre de Lie, À une sous-algèbre de Cartan 
de ZL, et À le système des racines de l’algèbre de Lie L relativement 
à H. Soient H, l’enveloppe linéaire réelle du système de vecteurs 
ha. aEA, a 0 (voir 9.2 et 9.6, chapitre X), et A, le système 
des racines positives de l'algèbre de Lie L relativement à un ordre 
lexicographique dans l’espace H,. Posons 


Ns= D L°, N= Ÿ L, (5.2.1) 
aeEA+ at-A, 


où L® sont les sous-espaces des racines de l'algèbre de Lie L (voir 
$ 8, chapitre X). D’après [, $ 12, chapitre X, les sous-espaces W, 
et V_ sont des algèbres de Lie nilpotentes, et 


L=N_+tH+N.. (5.2.2) 
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J. Dans l'algèbre de Lie L on peut choisir une base telle que les 
opérateurs ad h, hE H, s’écrivent par des matrices diagonales, les 
opérateurs ad x, x E N + (respectivement ad x, x € N_) par des matrices 
supérieures (respectivement inférieures) triangulaires, avec les zéros 
dans la diagonale principale. 

Démonstration. Soit {k,,e.} une base de Weyl de 
l’algèbre de Lie Z définie par la sous-algèbre de Cartan H. Soit 
dim À = r. Disposons les éléments de la base de Weyl de la manière 
suivante : 


{ea &aE—A};, h,...,h,;, e, a@œ€EA;)} (5.2.3) 


et supposons que l’ordre des vecteurs e, a été choisi de manière à 
assurer que les vecteurs À € H, soient disposés par ordre de crois- 
sance relativement à l’ordre lexicographique dans H,. La relation 
Le, Le Le a, BEA (voir II, $ 8, chapitre X) et les défi- 
nitions (5.2.1) impliquent que relativement à la base (5.2.3) les 
opérateurs ad k, k € H, ont la forme des matrices diagonales, tandis 
que les opérateurs ad x, x E N, et ad x, x € N_, sont des matrices 
nilpotentes triangulaires supérieures et inférieures respectivement. 

Soient G le groupe adjoint du groupe G, L l'algèbre de Lie du 
groupe G. Soient À, N;, N_ les images des sous-algèbres de Lie 
H, N;,, N°- par l’isomorphisme de l'algèbre de Lie ZL sur l’algèbre 
de Lie L défini par l’homomorphisme adjoint x — ad x, x € L. 
En nous servant de la base (5.2.3), nous pouvons identifier le groupe 
G avec un sous-groupe de Lie du groupe GL (n, C) et l'algèbre de 
Lie L avec une sous-algèbre de Lie de l'algèbre de Lie gl (nr, C), 
où r — dim G = dim Z. D'après la proposition Ï, on peut appli- 
quer au groupe G le théorème de 5.1. Soient Z_ et Z, des sous-groupes 
analytiques du groupe G, et V_ et N, leurs algèbres de Lie respecti- 
ves. Soient D, Z:, Z_ les sous-groupes analytiques du groupe G 


associés aux sous-algèbres de Lie H, N,, N._ respectivement. Dési- 
gnons par C le centre du groupe G. Soit x l’homomorphisme du groupe 


G sur le groupe G défini par la représentation adjointe. Le noyau de 
l'homomorphisme x coïncide avec C (voir VI de 3.5, chapitre IX), 
tandis que C est un groupe discret (voir IV de 4.4) et, par conséquent, 


le groupe G est le groupe de revêtement pour G relativement à l’appli- 
cation x. 

II. Les groupes Z, et Z_ sont les composantes de l'élément neutre 
des groupes x”! (2), n°71 (Z_) respectivement. 

La démonstration se fonde sur les relations évidentes 
an (Z+) = Z4, n (Z-) = Z., car Z+ et Z_ sont connexes. 

Soit D l’image inverse du groupe D par l’homorphisme 1. 
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III. Le groupe D est commutatif. 

Démonstration. Soit D, la composante de l'élément 
neutre du groupe D. D, est commutatif en tant que sous-groupe 
analytique correspondant à la sous-algèbre de Lie commutative 
H € L. D'autre part, le groupe D est engendré par les sous-groupes 
D, et C. Puisque les groupes D, et C sont commutatifs et leurs élé- 
ments sont permutables entre eux, le groupe D est commutatif. 


JV. La restriction de l'application n aux groupes Z, et Z_ définit 


un isomorphisme des groupes Z, et Z_ sur les groupes Z , et Z_ respecti- 
vement. En particulier, les groupes Z, et Z_ sont simplement connexes. 

Démonstration. La proposition II permet d'utiliser 
ici la proposition VII du $ 1, chapitre VIII. Par conséquent, Z; 


et Z_ sont les groupes de revêtement pour Z4 et Z_ respectivement, 
relativement aux restrictions de l'application x. D'autre part, Z}, 
et Z-_ sont simplement connexes d’après II de 5.1; par conséquent, 


les groupes Z, et Z+ (respectivement Z_ et Z_) sont isomorphes par 
Ja restriction de l'application x à Z}, (respectivement à Z_). 


V. Il existe dans le groupe G un ensemble ouvert partout dense Grey 
tel que chaque élément g € Gixx se met de manière unique sous la forme 


£ — 2- dz+, 
où z2_CEZ_,dED,z; EZ,. Les applications g— 2, g—d, g— 2. 
sont des applications analytiques de la variété G;4, dans les groupes 
de Lie Z_, D, Z} respectivement. 
Démonstration. Soit G«, l’ensemble des éléments g € G 
qui admettent une décomposition de Gauss de la forme 


Ps Po np Pl 


£ = 2- dz+, 


où z-CZ., de D, z,€Z,. D’ après III de 5.1, l’ensemble Grer est 
ouvert et partout dense dans G. Soit Greg l’ image inverse de l’en- 
semble Greg dans G. Si gEGrec. on a n(g)—2z-dz, pour certains 
z_ d, 24. Soient z-€Z-, z,CZ, des éléments bien déterminés qui 
vérifient les conditions x (z-) — z., a (24) = 24 (voir IV). Soit d’ 


une certaine image inverse de l'élément dE D dans le groupe D. 
Alors n(g)—n(zd'z;), i.e. n(g'zd'z;)—e. Par conséquent, 
g'z-d'z, =c. où c appartient au centre C. Alors g—2_d'z,c7! — 
— z-(d'c"t)z;, où d'c"'€ D. En posant d = d'c"!' nous obtenons 


g = 2_ dz:, (5.2.4) 
où 26€ Z-, 2, EZ}:, dE D. Puisque les éléments z_- et z, sont 


déterminés de façon unique par l'élément g € Gé, l'élément d € D 
est aussi uniquement défini par l'élément g € G4. L'application 
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g —2+ peut être représentée sous forme de composition des appli- 
cations analytiques g — x (£) 25 +24 (voir IV de 5.1. et IV), 
donc l'application g +2}, est analytique. De même, l'application 
g —+2_ est analytique, et donc l’application g —d = (2)! g(2,)"! 
est aussi une application analytique. 

La décomposition (5.2.4) s'appelle décomposition de Gauss de 
l'élément £g €G. 


$ 6. Décomposition d’Iwasawa 


6.1. Décomposition d’Iwasawa dans le groupe adjoint. Soient L 
une algèbre de Lie complexe semi-simple, L, sa forme réelle, et © 
l'involution correspondante de L. Soit L, la forme réelle compacte 
de l'algèbre de Lie Z, invariante relativement à © (voir XIII de 
14.1, chapitre X), et soit t l’involution de Z qui correspond à la 
forme réelle ZL,. La représentation adjointe zx — ad x, x € L, est 
un isomorphisme de l’algèbre de Lie Z dans l’algèbre de Lie gl (L). 
Soient G, Go, G, les sous-groupes analytiques du groupe G;, envisagé 
comme un groupe de Lie réel, associés aux sous-algèbres de Lie 
ad (L), ad (L,), ad (L,). Etant donné que © et t sont des opérateurs 
linéaires involutifs dans L, les formules 


S(g) — ogo", t(g) — tet” (6.1.1) 
déterminent des automorphismes involutifs du groupe de Lie G. 


Ï. La composante connexe de l'ensemble des points fixes de l’auto- 
morphisme s (respectivement +) coïncide avec G, (respectivement avec G,,). 

Démonstration. Soit H la composante connexe de l’en- 
semble des points fixes de l’automorphisme s; alors H est un sous- 
groupe de Lie de G (voir le théorème 1, $ 2). Soit M la sous-algèbre 
de Lie de L correspondant au sous-groupe H. Il découle alors de 
(6.1.1) que x € M si et seulement si 


exp (£x) (y) — s (exp (ix)) (y) = © (expir) 7" (y) (6.1.2) 
pour tous les y € L. Dérivons l'égalité (6.1.2) relativement à t 


en posant { — 0, et servons-nous du fait que © est un automorphisme 
de l'algèbre de Lie L, il vient: 


[r, y] = ox, o-'yl — (ox, yl, (6.1.3) 
i.e. [x — ox, y] — 0 pour tous les y € L. Puisque l'algèbre de Lie L 
est semi-simple, on a x — or = 0, i.e. où = ret r € L,. Récipro- 
quement, si x € L,, alors or = x, donc 


Oo (exptr)o"! (y) — 0 (> 5, — (ad x)" (o”ty) ) = 


n=0 


= D (ad (07))" (y) = D, + (ad x)" (y) = exp (tx) y 


n-=0 n=0 
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pour tous les y € L, i.e. on a (6.1.2). Par conséquent, L, = M, donc 
o — H. On démontre de même l’assertion concernant l’automor- 
phisme +. 


II. G, et G, sont des sous-groupes fermés du groupe G. 

Démonstration. Les ensembles des points fixes des 
automorphismes s et { sont fermés; d'après [, G, et G, sont des com- 
posantes connexes de ces ensembles et sont donc également fermés 
dans G. 

Le groupe G est fermé dans G,; (voir V de 4.4). Ainsi G, G, et G, 
sont des sous-groupes fermés du groupe G:. 


III. Le groupe G, est compact. 

Démonstration. Rappelons que (ty, tz) = (y, z) pour 
tous les y, z € L, où (-,-) est la forme de Cartan-Killing. Si x € 
€ L,, y, z2E€ L, alors, en mettant à profit l'invariance de la forme 
de Killing, on trouve 


((ad x) y, t (z)) = (tt (ad x) y, + (2)) = 
= (T(lx, yl), 2) = ({rz, vyl, 2) = (x, ty], :) = 

= (ad x (ty), 5) = —(xy, ad x (z)) = —(y, t (ad x) (2)). (6.1.4) 
Soit {y, z} une forme bilinéaire sur L définie par l'égalité {y, z} — 
— —(y, 12). L'égalité (6.1.4) signifie que 

{(ad 2) y, 2 = —{y, (ad x) 2) (6.1.5) 

pour tous les x € L,,, y, z € L. 

Alors d’après (6.1.5) on a pour tous les t ER, y,z2€LetxeL, 
{exp (tx) y, exp (tx) 2}={(ad z) exp (tx) y, exp(ix)2}+ 


+ {exp(tr)y, (adz)exp(tr)z}—0, (6.1.6) 
d'où l'on tire 
{exp(tz)y, exp (tx) z} = {exp (0x) y, exp (0x)z}={y, z} (6.1.7) 
pour tous ls {ER,y,zE€L,rEL,. Donc 
{gy, ez} = {y. 2} (6.1.8) 


pour tous les y, z € L et tous les g choisis dans un certain voisinage 
de l’élément neutre du groupe G,. Puisque G, est connexe, l'égalité 
(6.1.8) est vérifiée pour tous les g € G,. Par conséquent, le groupe 
G, est contenu dans l’ensemble des opérateurs linéaires dans l’es- 
pace L qui laissent invariante la forme bilinéaire {xr, y}. Mais d'a- 
près V de 14.1, chapitre X, la forme {x, x}=— —{x, 1x} cest définie 
négative sur L. Ainsi G, est un sous-groupe fermé (d’après II) du 
groupe Ü des transformations de L, unitaires relativement à la forme 
{x, x}. Puisque U est compact, G, l’est aussi. 
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Soit À la composante connexe de l'élément neutre du groupe 
Go Gu- 


IV. X est un groupe de Lie compact dont l'algèbre de Lie coïncide 
avec L, (1 Lo. 

Démonstration. Le groupe G,; f} G, est un sous-groupe 
fermé du groupe compact G,, donc G, f\ G, et X sont des groupes 
compacts. L’algèbre de Lie du sous-groupe X est évidemment l'in- 
tersection des algèbres de Lie des groupes G, et Gu. 

Soit H, la sous-algèbre de Cartan de l’algèbre de Lie L, cons- 
truite dans XIV de 14.1, chapitre X. Introduisons les notations 
Hi, Nos Ho, H5 de 14.1, chapitre X. Désignons par À le sous-groupe 
de Lie du groupe G, dont l’algèbre de Lie est la sous-algèbre de Lie 
résoluble M, = iHy + No € L (voir XVII de 14.1, chapitre X). 

Remarquons que l’espace iH% est engendré (comme espace réel) 
par l’ensemble H$ des éléments h de la sous-algèbre de Cartan H, € 
€ L, tels que © (ha) — h. Choisissons une base de Weyl de la forme 


« ia 
CAPE . + 7 E-a,) h;, . R,, Ea; ._. Eay}s ou Étaz € L k 
(a, - .., ax est l’ensemble de toutes les racines positives, où &; < 
<< &;+, relativement à l’ordre lexicographique), ,, . .., h, est 


une base orthonormée relativement à la forme de Killing de H,. 
Puisque « (H5) € KR pour chaque racine «, tout opérateur apparte- 
nant à ad (iH;) s'écrit, dans la base de Weyl donnée, par une matrice 
diagonale à diagonale réelle. En remarquant que les opérateurs de 
ad (W,) ont relativement à cette base la forme de matrices triangu- 
laires, avec des zéros dans la diagonale principale, on a la propo- 
sition suivante : 

V. Les opérateurs de ad (M,) se présentent dans une base de Weyl 
appropriée, sous forme de matrices triangulaires à éléments réels dans 
la diagonale principale. 


VI. Le groupe R est un groupe résoluble simplement connere. 
L'intersection Rf\ K se réduit à l'élément neutre. L'application 
exponentielle est un homéomorphisme de M, = iH5 + N, sur RÀ. 

Démonstration. Le groupe À est résoluble parce que 
son algèbre de Lie M, est résoluble (voir V de 4.2). Mais G est un 
groupe linéaire, par conséquent, l’application exp coïncide avec Ia 
fonction exponentielle matricielle usuelle (voir l'exemple dans 3.4, 
chapitre IX). Si x est une matrice triangulaire à éléments diagonaux 
réels, alors e* est une matrice triangulaire à éléments diagonaux 
positifs. Mais chaque matrice triangulaire y à éléments diagonaux 
positifs se met de manière unique sous la forme e* pour une matrice 
triangulaire x à éléments diagonaux réels (on obtient ceci facilement. 
en ramenant y à la forme normale de Jordan). Ainsi, si M est une 
sous-algèbre de Lie réelle dans gl (L) dont les éléments se repré- 
sentent, dans la base de Weyl choisie, par les matrices triangulaires 
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à diagonale réelle, l’application exp est une bijection de M sur le 
sous-groupe À € G,; des matrices triangulaires à éléments diago- 
naux positifs. Il est évident que le sous-groupe À est homéomorphe 
à Rr x C"-1/2; il est donc simplement connexe. On tire alors 
de III, 4.3, que R est simplement connexe. En outre, il découle 
de la bijectivité de l’application exp sur M que exp applique injecti- 
vement M, dans À. 

Prouvons que exp est un homéomorphisme de M, sur R. Puisque 
les valeurs propres des opérateurs de ad (/,) sont réelles, exp est 
un homéomorphisme local (voir chapitre IX, IT de 3.6 et VIII de 1.5). 
Il reste à démontrer que l’image par exp coïncide avec À. Mais 
l'application z —æe”*, x € M, est également un homéomorphisme 
local, et en outre c’est une bijection de M sur H. Comme exp est la 
restriction de l'application x —+e* à M, l’image par l’application 
exp est fermée dans R. D'autre part, le fait que exp est un homéo- 
morphisme local implique que l’image de exp est ouverte dans À. 
Puisque À est connexe, on a exp (M,) = R 

Démontrons enfin que Rf\ À se reœu à l'élément neutre. 


D'après (14.1.21), chapitre X, si x — 2 th; + p2 Âolx = h + 
+ À, lotus on a (r, 3} = —(z, v( @) = Z (Ie UF + Ie 
@œ 


Par conséquent, la base de Weyl que nous one choisie est ortho- 
normée relativement à la forme {x, x}, tandis que la relation (6.1.8) 
implique que les opérateurs appartenant au groupe X s'écrivent 
dans la base de Weyli choisie sous forme de matrices unitaires. Mais 
chaque matrice unitaire et triangulaire à la fois est diagonale; si la 
diagonale est occupée par des nombres réels positifs, alors cette 
matrice est la matrice unité. Donc, X fN\ R = {e}. 


VII. G = K:-R, i.e. chaque élément g EG, se met de manière 
unique sous la forme g = kr, où k€ K,rE€R. Les applications g —k 
et g —r sont analytiques. 

Démonstration. Puisque T,(R) = M, et T,.{(K) — 
— L,f\ Lo, l'espace tangent à la variété À X R au point (e,e) 
s'indentifie avec (L, N Lo) + Mo = (Lu Lo) + ii + Ns (voir 
1.5, chapitre IX). Il est évident que Ia différentielle au point (e, e) 
de l’application de G;, X Go dans G, définie par la formule (g,, £g+) —+ 
—+ £g1£82 est l'application de L, + L, dans L, définie par la formule 
(Z1, Ze) x, + x. Par conséquent, l'application x: (k, r) —kr 
de la variété X X R dans le groupe G, induit au point (e, e) un iso- 
morphisme des espaces tangents. D’après VIII de 1.5, chapitre IX, 
il existe des voisinages U, V de l'élément neutre dans les groupes 
K et R respectivement tels que la restriction de l’application nr à 
U X V est un homéomorphisme analytique de ÜU X V dans G. 
Il découle alors de l’analyticité de la multiplication qu'il existe des 
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voisinages ÜU, U U, V, CV'et des applications analytiques 4°: U, X 
X PV, æU et r: U, X V, + V tels que 


rk = kr, k)r(r, k) (6.1.9) 


pour tous les kE U,,rE€ V. 

Soit S = {k,, . .., k,} une famille d'éléments de U,. Construisons 
maintenant un voisinage V (S) & V, et des applications analytiques 
r$ et k° qui vérifient les conditions 


rk (S)k — kS(r, k)rS(r, k) (6.1.10) 


pour tous les k € U;,r E V (S), où k (S) = k, ... k,. Pour p = 0 
on peut supposer que k$ = 9, r$ = r° (voir (6.1.9)). Effectuons la 
construction par récurrence sur p. Soit S” — {k,}{J S et supposons 
que pour $ le voisinage V (S) et les applications r° et kS ont déjà 
été construits. Alors k (S”) — k,k (S) et il découle de (6.1.10) et 
(6.1.9) que 


rk (S')k—=rkk(S)k = kr, k)r(r, k)k(S)k 


pour tous les r € V,. De l’unicité de la décomposition (6.1.9) on tire 
n° (e, ko) = e; il existe donc un voisinage V (S’) € V, tel que 
nr, k) E V(S) pour rE V (S’). Alors 


rk(S)k = k°(r, ko) kB (r° (7, ko), k)rS (7° (r, ko), K) 


pour tous les r € V (S’) ce qui démontre la formule (6.1.10). 
Le groupe Æ étant compact, il existe pour chaque U, un ensemble 


fini de familles S,, j = 1, ..., m tel que K = Ü k(S,) Un. Soit 
31 


nl V(S;) = V,; alors pour r € V,et k € K il découle de la formule 


J= 1 
(6.1.10) que rk € KR. 

Soit T = {r,, ..., r,} une famille d'éléments de V, et r (T) = 
= Fr... Fr. Montrons quer (T) k € KR. Pour q = 1 cette assertion 
est déjà démontrée. Si T° — {r,}U T, alors r(T') =r,r (T) et 
r(T)k=rr(T)kEr KR; mais r,K € KR car r, € V;,, de sorte 
que r (T")k € KR. Le groupe connexe R étant engendré par le voi- 
sinage V,, on a RK € KR. D'où l’on tire immédiatement que KR 
est un sous-groupe du groupe G,. Mais KR contient l’ensemble 
U,V,, qui est un voisinage de l’élément neutre du groupe connexe 
Go. D'après VI de 1.2, chapitre V, nous avons G, = KR. L'unicité 
de cette décomposition découle de l'égalité À A R = {e}: si g — 
— kr, = ker,, alors K'k, = "CE KR, donckk, =r,r;)=e 
et k, = k:, r\ = r,. Ainsi l'application du produit À X R dans G 
définie par la formule (k, r) — kr est un isomorphisme analytique 
de la variété À X R dans G,. Par conséquent, l'application inverse 
kr —æ(k, r) est également analytique, i.e. les applications g —k 
et g —r sont analytiques. 
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6.2. Décomposition d’Iwasawa dans un groupe de Lie semi-simple 
connexe arbitraire. Soit G’ un groupe de Lie semi-simple connexe, 
i.e. un groupe de Lie connexe dont l'algèbre de Lie est semi-simple. 
Soit L, l'algèbre de Lie du groupe G”, Le sa complexification, et soit 
G, le sous-groupe analytique du groupe G;, qui correspond à la 
sous-algèbre de Lie ad (L,) € ad (Le). L’homomorphisme adjoint 
p: g —+ Ad (g) qui applique G” dans Gr, se prolonge de manière 
unique à un homomorphisme x: G—G,,, où n (g) se définit pour 
chaque g € G” par la formule 

n (8) (zx + iy) = p(g)z + ip (g)y, x, y € Lo. 
L'image x (G’) coïncide avec le sous-groupe analytique du groupe 
Gzç Correspondant à la sous-algèbre de Lie ad (Z;) (voir IV de 3.3, 
chapitre IX), donc x (G’) = G. 

Il est évident que les conditions x (g) = 1 et p (g) = 1 sont équi- 
valentes. Etant donné que le noyau de la représentation adjointe p 
coïncide avec le centre Z du groupe G’, le groupe n (G’) = G, est 
isomorphe à G’/Z. Le centre de l’algèbre de Lie Z, se réduisant à 
l'élément nul, le centre Z du groupe G’ est discret, et donc l’appli- 
cation x est un revêtement. Supposons que X et R sont les sous- 
groupes analytiques du groupe G, construits dans 6.1 (voir IV à VII 
de 6.1), soit R l’image inverse du groupe R dans le groupe G’. Soit 
R' la composante de l'élément neutre du groupe R. Le groupe R 
est un revêtement du groupe R relativement à l'application x car 
x (R’) = R et le noyau de x est discret. Mais le groupe R est sim- 
plement connexe (voir VI de 6.1). Par conséquent, x détermine un 
isomorphisme analytique du groupe À’ sur R. En particulier, R°/f 
N Z = {e}. Il est évident que À” est fermé en tant que composante de 
l'élément neutre de l’image inverse du sous-groupe fermé RÀ (voir VI 
de 6.1) du groupe G,. Ainsi À” est un sous-groupe de Lie résoluble 
fermé simplement connexe du groupe G”, correspondant à la sous- 
algèbre de Lie M, = iHi + N, €L, (voir 6.1). 

Posons À” — nr"! (X}); alors À” = Z. K étant fermé dans G,, K° 
l’est dans G’. SigE XNA R', alors n (2) E KM R = {e}, de sorte 
que gEZ; mais ZA R° = {e}, donc g —e. Ainsi X fN\ R = {e}. 
En outre, si g € G”, alors x (g) — kr pour certains k€ K,r€R. En 
vertu des relations À” — n7!(X), x (R’) = R, il existe des éléments 
k"En (ke K,r En !(r)fN À" tels que n (g) = n (k”)n (r) — 
— n (k"r"), i.e. il existe un z2E€Z tel que g = z(k”r') — (:k”) r’. 
En posant z4” — k'” et en se servant de la relation À = Z, on trouve 
k'EK'" et g=k'r". Si g— kr, et KE K',r € R', alors k'r' — 
= kr, RUk = nr E KA R'= {e}, donc k'=k;, r=7r, 
et la décomposition g — k’r', k€ K',r' ER’, est unique. 

Ainsi l'application +: (k’, r’) —k'r" du produit des variétés 
K”' X R' dans G’ est une application (évidemment analytique) bijec- 
tive sur le groupe G’. Par conséquent, pour démontrer que l’appli- 
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cation w est un isomorphisme des variétés analytiques X° X R' 
et G’, il suffit de montrer qu’en chaque point (k'r') l'application 
di (k”, r’) induit un isomorphisme des espaces tangents T,:,, (K' X 
X R') et Tz-, (G'). Soient x, y des éléments de l'algèbre de Lie 
des groupes K" et R’ respectivement. Chaque vecteur tangent de 
Ty (K° X R°) se met sous la forme (x (k’), y (r’)) pour certains 
zx, y; alors, pour chaque fonction f analytique dans un voisinage du 
point g —k'r', on a 


dé’, r°) (7), y Cr) f = (x (&), y (r)) Go Ÿ) = 
=2z(k)Œ-vd) +ytr)o%). (6.2.1) 


En se servant de la relation 


fr) = f(rr kr), 
z (k') owÿ) = Ad (r 7) x (k) Fe pr); (6.2.2) 


y(r) Go) = y(r) Fo px). (6.2.3) 


En substituant (6.2.2) et (6.2.3) dans (6.2.1) et en appliquant (3.2.1), 
chapitre IX, on obtient 
dp(k", r')(z(@%), y (7) f = (dpe, re (Ad (7°?) x + y) (e) f = 

= (Ad (r°71)z+y) (kr) f. 
Si db (k',r')(xz (k”), y (r’)) = 0, on a Ad (M z+y=o0, de sorte 
que x + Ad (r’')y — 0. Mais x appartient à l’algèbre de Lie du 
groupe Æ”, tandis que y et Ad (r’) y sont situés dans l’algèbre de 
Lie du groupe À”; ces algèbres de Lie sont complémentaires l’une 
de l’autre dans L,, par conséquent x = Ad (r') y = 0, i.e. x — 
— y —= Oet dp (k4’, r’) est un isomorphisme sur un sous-ensemble de 
l’espace tangent Ts -(G’). Les dimensions des variétés K” X R° et G' 
étant égales, db induit un isomorphisme des espaces tangents dans 
chaque point (k’, r’) € K° X R’. Ainsi, l'application Ÿ est un iso- 
morphisme de variétés analytiques. En particulier, puisque le 
groupe G’ est connexe, le groupe Æ” est connexe; par conséquent, le 
groupe Æ'’ coïncide avec le sous-groupe analytique du groupe G' 
correspondant à la sous-algèbre de Lie L, fN L, (voir 6.1). 

Ainsi nous avons démontré le 


on trouve 


en outre 


THÉORÈME. Soient G' un groupe de Lie connexe semi-simple 
et K' et R' les sous-groupes analytiques du groupe G' associés aux sous- 
algèbres de Lie L, (\ L, et iHi + N, de l'algèbre de Lie L, du groupe 
G’ (voir I et II de 3.3, chapitre IX). Alors K” contient le centre du 
groupe G', et l’image du groupe K”' par la représentation adjointe du 
groupe G’ est un groupe compact; R’ est un groupe de Lie résoluble 
simplement connexe; les groupes K° et R’ sont fermés. L'application 
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(k', r’) —k'r' est un isomorphisme analytique de la variété K' X R 
sur Gr. 

Trouvons maintenant une formule pour la mesure de Haar 
sur Gr. 


I. La mesure de Haar sur un groupe de Lie semi-simple connexe 
G' est invariante à droite et à gauche. 

Démonstration. Si À est un module du groupe Gr, 
alors À détermine un homomorphisme analytique (voir le théorème 2, 
$ 2) du groupe G’ dans le groupe R*. Alors dA est un homomorphisme 
de l’algèbre de Lie semi-simple du groupe G” dans l'algèbre de Lie 
commutative unidimensionnelle. D’autre part, il découle de III, 
$ 7, chapitre X, que toute algèbre quotient d'une algèbre de Lie 
semi-simple est semi-simple ; si dA = 0, alors nous aboutissons à une 
contradiction, car l’image par un homomorphisme d’algèbres de Lie 
est isomorphe à une certaine algèbre quotient. Donc dA = 0 et 
A est une application du groupe G’ dans l’unité du groupe R*. 


II. Pour une normalisation appropriée des mesures de Haar inva- 
riantes à gauche dx’, dr’, dg' sur les groupes K”, R', G'on a 


fredg = (cr) a ar (6.2.4) 


quelle que soit la fonction continue finie f sur G. 
Démonstration. Considérons une fonction f sur G' 
qui peut se mettre sous la forme f (g’) = f, (k”) fa (r'), où g” = kr’. 


Pour une fonction f, > O0 donnée, l'intégrale |\f (g') dg’ est une 


fonctionnelle linéaire positive invariante à droite sur l’ensemble 
de toutes les fonctions continues f, sur À”, nulles en dehors d’un 


ensemble compact (qui dépend de f.). Par conséquent, I Î (g”) dg' — 


= C(f;) \f. (r° 9) dr’. Si l’on se donne jf, > 0, on obtient que 


c (f,) est une fonctionnelle en f, linéaire positive invariante à gauche. 
Donc, en normant de façon appropriée la mesure dk’, on obtient 


C (1) = Îñ (x’) dk’. Par conséquent, la formule (6.2.4) est valable 


pour toutes les fonctions continues finies f de la forme f, (k') fs (r’). 
Mais le théorème de Stone (voir 1.4, chapitre IV), appliqué aux 
sous-ensembles compacts du groupe G”, implique immédiatement 
que chaque fonction continue finie f sur G” est la limite uniforme 
sur G’ d’une suite de combinaisons linéaires finies de fonctions de 
la forme f, (4°) f. (r’), où f,, f, sont des fonctions continues finies 
sur £À”, R’; en passant à la limite appropriée dans (6.2.4), on obtient 
la proposition Il. 
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$ 7. Revêtement universel d’un groupe de Lie 
compact semi-simple 

7.1. Quelques propriétés des homomorphismes des groupes com- 
pacts. Soient Gun groupe compact localement connexe, et C un sous- 
groupe discret du groupe G contenu dans le centre du groupe G. 
Alors C est un sous-groupe distingué fermé de G. Soit G le groupe quo- 
tient G/C et soit x l’homomorphisme canonique du groupe G sur le 
groupe G. 

I. Supposons que le groupe G est compact. Alors le groupe C est 
engendré par un nombre fini d'éléments. En particulier, si le groupe C 
est infini, alors il existe un homomorphisme non trivial du groupe C 


dans le groupe additif des nombres réels. 
Démonstration. Soit Ü un voisinage de l’élément neutre 


e du groupe G possédant une adhérence compacte Ü dans G. Alors 
x (gU) est un voisinage de l'élément x (g) € G. Le groupe G étant 


compact, il existe une famille finie d’ éléments Enr +. En EG 
telle que Ü x (g.U) recouvre X. Soit D — U ga ; alors D est un 
ou ehenble compact du groupe G et l’ E térieur D, de l’ensemble D 
contient la réunion Ü LUE donc x (D,) = G et, par conséquent, 


G = CD,. En ‘agrandissant s’il le faut l'ensemble D, nous pouvons 
admettre que e€ D et D = D”. L'ensemble D-D”! est compact ; 


d'autre part, puisque D-D-1 & G = [J cD,, la famille des ensembles 
cec 

de la forme cD,, c EC, est un recouvrement ouvert de l'ensemble 

D-D”. Il existe donc des c;, ..., Cm ECtelsqueD.D1<& u D. 


Soit : le sous-groupe du groupe C engendré par les élémentsc Gr .. 
++, Cm. Puisque C est contenu dans le centre du groupe GC. 
est un Fes distingué fermé de G. Soit E l’image de l’ensemble 


D dans le groupe quotient G/C, : alors l’ensemble E contient l’élé- 
ment neutre, £ — E"' et E-E"'CE, de sorte que E est un sous- 


groupe de G/C;. Puisque D, est un voisinage de l'élément neutre de G, 
l’ensemble £ contient un voisinage de l'élément neutre de G/C:. 
La connexité de G implique celle du groupe G/C;, donc le sous- 
groupe Æ£ contenant un voisinage de l'élément neutre de G/C, coïn- 
cide avec G/C.. Ceci signifie que G = CD. Puisque C est un groupe 
discret, l’ensemble D f\ C est fini. En outre, si c€EC et c = cd, 
où ECC, onad= cc; EC, de sorte que CE Ci-(DfNC). 
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Comme C, est engendré par un nombre fini d'éléments, tandis que 
D fN\ C'est un ensemble fini, le groupe C est engendré par un nombre 
fini d'éléments. 

Si C est infini, alors C est isomorphe à un groupe de la forme 
Co X Z7, où C, est un groupe fini, q > 1. Par conséquent, il existe 
un homomorphisme non trivial du groupe C dans KR. 


II. Soit q un homomorphisme du groupe C dans KR. Il existe alors 


une fonction réelle continue % sur G 7 qui vérifie la condition 4 (xc) = 


DAS pour tous les x2E€G,cEC, et rw (e) = 0. 
Démonstration. Soit D un sous-ensemble compact du 


groupe G tel que G = CD. Soit f une fonction continue non négative 


sur le groupe G, nulle en dehors d’un certain ensemble compact Q@ 
et égale à un sur l’ensemble D. Posons 


hi (x) = 2 f(æc)e-9) (7.1.1) 


pour tous les x EG. Il est évident que pour chaque x € G la somme 
dans le deuxième membre de (7.1.1) est finie, car l’ensemble xC f\ Q 


est fini pour chaque x € G (grâce au fait que l’ensemble Q est compact 
et la classe d'équivalence xC est discrète). Par conséquent, la fonc- 


tion », (x) est définie correctement et continue sur G. SixzeG, 
onazxzECD\; il existe donc un élément c € C tel que xc € D ; alors 


f (xc) = 1; par conséquent, k, (x) > 0 pour tous les x € G. Posons 
h (x) = (A (e))-2 À, (x) pour tous les x € G; alors h (x) est une fonc- 
tion positive continue sur G, et pour © EC ona 


h (zco) = (ha (e))"? ha (co) = (ka (e))”! 2? (zcoc) ee) — 
DE (k: (e))”! > f (xci) e7 (ac?) — (k: (e)y-1 >» f (zc1) er PCs) + (co) — 
EC c.eC 


= 69e) (hi (e))"! hi (x) — eco) (x). (7.1.2) 


Posons (x) = Log h (r). Puisque h (e) = 1, on a d (e) = 0; en 
prenant les logarithmes dans l'égalité (7.1.2), on obtient % (xc,) — 
= + (x) + (co) pour tous les « EC. 


III. Soit G un groupe compact connexe. Supposons que F est une 
fonction réelle continue sur G X G vérifiant les conditions 

F(e,e) = 0, (7.1.3) 

F(zy, 2) + Fix, y) = F (x, y2) + F (y, 2) (7.1.4) 


37* 
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pour tous les x, y, zE€ G. Il existe alors une fonction réelle continue f 
sur G qui vérifie les conditions 


f (e) = 0, (7.1.5a) 
F (x, y) = f(2y) — f (à) — f GY). (7.1.5b) 
Démonstration. Soit dg une mesure invariante sur le 


groupe G qui vérifie la condition Îde — 1. Posons 
G 


f(a)= — | F(x, 8) de (7.1.6) 
G 
pour tous les x € G. Alors en appliquant (7.1.4), on trouve 


fey)—f(—f@= — (Fay, 9) de+ | F(x eo de+ 
G G 


+ F (y; e)de= | F(z, g) de + | F(x, ydg— | F (zx, yg) dg — 
G G G E 


=F(z +) Fo de (Fa ve) de, (117) 
G G 


et (7.1.5b) découle de (7.1.7) et de l’invariance de la mesure dg. 
D'autre part, en substituant dans la relation (7.1.4) les égalités 
z—y—=eet en appliquant (7.1.3) on obtient F (e, z) = F(e, z) + 
+ F (e, 2), i.e. F (e, z) = 0Ô pour tous les z € G. D'où l’on tire en 
se servant de (7.1.6), que f (e) = 0, ï.e. la condition (7.1.5a) est 
vérifiée. 

IV. Dans les hypothèses de la proposition I, il existe pour chaque 
homomorphisme @ du groupe C dans R un homomorphisme continu % 
du groupe G dans KR tel que x (c) = œ (c) pour tous les cEC. 

Démonstration. Soit 1 la fonction réelle continue sur G 
construite dans la proposition II. Posons 


D(Z, ÿ)— (x, y) — p (2) — Ÿ (y) (7.1.8) 
pour tous les Z, yeEG. I1 découle de la relation d (zc) = 1 (x) + 
+ (c) et de l'égalité (7.1.8) que 
D (zc1, yc2) = D (Z, y) (7.1.9) 
pour tous les c;, c, EC. Par conséquent, la formule 
F(x,y)=O(z, y), zx, yEG, zEz, yEy, (7.1.10) 
donne une définition correcte d’une fonction réelle continue F sur 


G x G. Etant donné que 1 (e) = 0, on a Fe, e) — 0, tandis que 
(7.1.8) et (7.1.10) entraînent immédiatement que la fonction F 
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vérifie la condition (7.1.4) pour tous les x, y, z € G. En vertu de 
III, il existe une fonction réelle continue f vérifiant la condition 


f(e) = 0 et la relation (7.1.5b). Posons x (x) = # (x) — f (x (x)) 
pour tous les x € G. Alors y est une fonction réelle continue sur 
et l’on tire de (7.1.8) à (7.1.10) et de (7.1.5) que 


x (z,V)—%()—X(v)= D (x, y) —F (a (x), n(y))=0 


pour tous les x, y EG, i.e. y est un homomorphisme continu du 
groupe G dans KR. 

Montrons que % (c) = œ (c) pour tous les c EC. I] découle des 
relations % (e) — 0 et 1 (xc) = (x) + q@(c) que pour z=e on 
a dc) — p(c) quel que soit c EC. Vu que f(x (c)) = f(e) = 0 
pour tous les cEC on a 4 (c) = (c) — f(x (c)) = œ (c) pour tous 
les cEC. 


V. Soient G un groupe compact localement connere, et C son sous- 
groupe discret contenu dans le centre de G. Admettons que le groupe 
G = G/C est compact, tandis que le groupe G ne possède aucun homo- 


morphisme continu non trivial dans le groupe KR. Alors G est compact. 
Démonstration. Si le groupe C était infini, il existerait 
un homomorphisme non trivial du groupe C dans R (voir ÎÏ) et aussi 


un homomorphisme non trivial continu du groupe G dans R (voir IV), 
contrairement à l'hypothèse. Par conséquent, le groupe C est fini 


et la compacité du groupe G découle de celle du groupe G. 


VI. Soient G un groupe compact localement connexe, et C son sous- 
groupe discret contenu dans le centre du groupe G. Si le groupe [G, G] 
est partout dense dans G et Le groupe G = G/C est compact, alors le groupe 
G est également compact. 

Démonstration. Le sous-groupe [G, G] est contenu dans 
le noyau de chaque homomorphisme du groupe G dans le groupe R; 


par conséquent, chaque homomorphisme continu du groupe G dans R 
est trivial, et il ne reste qu'à appliquer la proposition V. 


7.2. Revêtement universel d’un groupe de Lie compact. Rap- 
pelons qu’une variété est localement connexe et localement sim- 
plement connexe. Par conséquent, chaque groupe de Lie connexe 
possède un groupe de revêtement universel (voir IV de 3.1 et I 
de 3.2, chapitre VIII). D’après VII de 3.3, chapitre IX, ce revèé- 
tement universel est également un groupe de Lie. 


J. (THÉORÈME DE H. WEYL). Soit G un groupe de Lie réel 
semi-simple compact et connexe. Alors son revêtement universel est 
également un groupe compact. 
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Démonstration. Soit G le revêtement universel du 
groupe G. Nous pouvons supposer que G — G/C, où C est un sous- 
groupe discret du groupe G contenu dans son centre. Les algèbres 
de Lie des groupes de Lie G et G étant isomorphes, le groupe de Lie G 


est également semi-simple. Par conséquent, G = [G, G] (voir VI 
de 4.2), et pour terminer la démonstration, il suffit d'appliquer la 
proposition VI de 7.1. 

On sait que chaque représentation d’une algèbre de Lie d’un 
groupe de Lie simplement connexe est la différentielle d’une certaine 
représentation du groupe de Lie (voir II de 1.4). Il s'avère que la 
réciproque est également vraie pour les groupes de Lie semi-simples 
compacts connexes : 


IT. Soient G un groupe de Lie connexe semi-simple compact, et L 
son algèbre de Lie. Si toute représentation de l'algèbre de Lie L est la 
différentielle d'une certaine représentation du groupe de Lie G, alors 
le groupe G est simplement connexe. 


Démonstration. Soit G le revêtement universel du 


groupe G relativement à un homomorphisme x. D’après I, le groupe G 
est compact. Soit C le noyau de l’homomorphisme x. Identifions 


l'algèbre de Lie du groupe G avec l'algèbre de Lie L de manière à ce 
que l’application dx soit l'identité. Soit c un élément du noyau C 
différent de l’élément unité. D’après le théorème 4 de 2.4, chapitre 
IV (voir également la démonstration de la proposition Ï de 8.3), 


il existe une représentation p du groupe G telle que p (c) est un opé- 
rateur non identique dans l’espace de la représentation p. Soit dp 


la différentielle de la représentation p. D’après l'hypothèse de la 
proposition IT, il existe une représentation p du groupe G telle que 


dp = dp. Par conséquent, les représentations p et por du groupe G 
possèdent les mêmes différentielles. D'après Ï de 1.4, on a alors 
p =pezr; en particulier p (c) = p (x (c)) = p (e) = 1, contraire- 
ment à l’hypothèse. Par conséquent, C se réduit à l'élément neutre 


du groupe G; aussi G# G et G est simplement connexe. 


III. Le groupe SO (n, KR) n'est pas simplement connexe. 

Démonstration. Les éléments matriciaux de la repré- 
sentation identique x du groupe compact G = SO (nr, KR) sont réels. 
Par conséquent, la famille des éléments matriciaux de toutes les 
puissances tensorielles de la représentation n vérifie les hypothèses 
du théorème de Stone. D’après le théorème de 1.4, chapitre IV, 
les représentations irréductibles des puissances tensorielles de la 
représentation x forment un système complet des représentations 
unitaires irréductibles du groupe G. Soit L l’algèbre de Lie du groupe 
G. La représentation de l’algèbre de Lie L, correspondant à la puis- 
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sance tensorielle de la représentation x, est une puissance tensorielle 
de la représentation dx de l'algèbre de Lie Z, qui correspond à la 
représentation identique de Z. Le lecteur verifiera sans peine que 


n 
chaque poids de la représentation @ dx est la somme des poids 


k=1 

de la représentation dn. En vertu des formules (10.4.19), (10.4.21), 
(10.4.37), chapitre X, les nombres 2 (4, ax)/(@r, &x) = A(hx) sont 
pairs pour chaque poids À de la représentation de l’algèbre de Lie 
so (n, C) correspondant à la représentation identique du groupe 
SO (n, C). Par conséquent, on ne peut pas prolonger toutes les repre- 
sentations irréductibles de l'algèbre de Lie so (7, R) à une repré- 
sentation du groupe SO (n, KR) (en particulier, la représentation de 
l'algèbre de Lie de SO (2n, KR) ou de SO (2n + 1, R) correspondant 
au poids supérieur (1/2) (À, + . .. + À,) de l’algèbre de Lie com- 
plexe appropriée, ne peut être prolongée à une représentation du 
groupe). Par conséquent, SO (nr, KR) n’est pas simplement connexe. 


$ 8. Groupes de Lie semi-simples complexes 
et leurs formes réelles 


8.1. Formes réelles compactes. La définition d’une forme réelle 
d’une algèbre de Lie complexe a été donnée au $ 14 du chapitre IX. 
Rappelons que chaque algèbre de Lie semi-simple complexe possède 
au moins une forme réelle: en particulier, elle possède une forme 
réelle compacte (voir XII, $ 14, chapitre X). 

Passons maintenant la définition d’une forme réelle d’un groupe 
de Lie complexe. Soient G un groupe de Lie complexe, L son algèbre 
de Lie, et À un sous-groupe analytique (réel) du groupe de Lie G 
envisagé comme un groupe de Lie réel. Soit L, la sous-algèbre de 
Lie réelle de l’algèbre de Lie L, associée au sous-groupe H. Le sous- 
groupe H s'appelle forme réelle du groupe de Lie complexe G si L, 
est la forme réelle de l’algèbre de Lie L. La forme réelle H est dite 
compacte si elle est un groupe topologique compact. 


I. Soient G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe, et L 
son algèbre de Lie. Alors G possède une forme réelle compacte : à savoir, 
le sous-groupe de Lie H € G analytique réel qui correspond à la forme 
re compacte L, € L est une forme réelle compacte du groupe de 

ie G. 

Démonstration. Il suffit de prouver que le groupe H 
est compact. Or la compacité du groupe À se démontre de même 
que dans III de 6.1. 


IT. Chaque représentation de dimension finie d’une algèbre de Lie 
semi-simple est complètement réductible. 

Démonstration. D'après 14.2, chapitre X, il suffit de 
démontrer cette assertion pour une algèbre de Lie complexe semi- 


584 GROUPES DE LIE [CH. XI 


simple Z. Soit G un groupe de Lie complexe simplement connexe 
à algèbre de Lie ZL (voir le théorème de 3.3). Supposons que L, et H 
sont définis de même que dans [. Soit x une représentation de dimen- 
sion finie de l'algèbre de Lie L. Il existe alors une représentation p 
du groupe G telle que x = dp (voir II de 1.4). Soit © une représen- 
tation du groupe H définie par la restriction de la représentation 
p à H. Alors do est la restriction de la représentation x à L,. Etant 
donné que chaque représentation de dimension finie d’un groupe 
compact est complètement réductible (voir le théorème II de 2.2, 
chapitre IV), la représentation © est complètement réductible. Par 
conséquent, do est complètement réductible (voir le théorème de 3.4, 
chapitre IX). Mais do = x L. est une représentation de la forme 


réelle L, de l’algèbre de Lie Z, donc la réductibilité complète de la 
représentation do implique celle de la représentation x (voir 14.2, 
chapitre X). 


8.2. « Méthode unitaire» de H. Weyl. 

I. Soient G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe, G, la 
forme réelle du groupe G, et N un voisinage connexe de l’ensemble G, 
dans G. Si Fest une fonction analytique complexe sur N dont la res- 
triction à G, est nulle, alors F = 0. 

Démonstration. Soient L l'algèbre de Lie (complexe) 
du groupe G, et L, la sous-algèbre de Lie réelle associée au sous- 
groupe G,. Envisageons les éléments de l’algèbre enveloppante 
universelle ÜU du groupe G comme des opérateurs différentiels inva- 
riants à gauche et analytiques complexes sur G. Comme les éléments 
Z (£o)» T E Los Lo E Go, Sont des vecteurs tangents à G,, il découle 
du fait que F s’annule sur G, que xF (g,) = 0 pour tous les x € L,, 
£o € Go- La fonction F étant analytique complexe et L = L, + iL,, 
on a zF (gs) = O0 pour tous les go E Go, x E L. Par conséquent, zF 
s’annule sur G, pour tous les z € L. En appliquant à xzF le raisonne- 
ment précédent et en procédant par récurrence sur le degré de l’élé- 
ment y € U, on trouve que yF s’annule sur G, pour tous les y € U. 
En particulier, yF (e) — O pour tous les y € U. Aïnsi, la fonction 
analytique complexe F est nulle dans un certain voisinage de l’élé- 
ment neutre e. Puisque N est connexe, on à F = 0 sur W. 


II. Soient G un groupe de Lie complexe semi-simple simplement 
connexe, et G, sa forme réelle compacte ; alors G, est simplement connexe. 

Démonstration. Soient L l'algèbre de Lie du groupe G, 
et L, la forme réelle compacte correspondant au sous-groupe G,. 
Soient x une représentation de l’algèbre de Lie Z,, et rc sa complexi- 
fication (voir (14.2.1), chapitre X). Le groupe G étant simplement 
connexe, il existe une représentation p analytique complexe du 
groupe de Lie G vérifiant la condition do = nc. Il est évident que la 
restriction © de la représentation p à G, satisfait à la condition do = 
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— nr. Par conséquent, le groupe G, vérifie l'hypothèse de la pro- 
position VIII de 8.1. G, est donc simplement connexe. 


III. Chaque groupe de Lie compact semi-simple connexe K peut 
être plongé, en tant que forme réelle compacte, dans un certain groupe 
de Lie complexe semi-simple connexe. 

Démonstration. Soient Lx l’algèbre de Lie du groupe. 
de Lie X, et L la complexification de l’algèbre de Lie Lx. Alors 
Lx et L sont des algèbres de Lie semi-simples. Soit G le groupe de 
Lie complexe simplement connexe qui correspond à l'algèbre de 
Lie Z (voir le théorème de 3.3). Soit GX le sous-groupe analytique 
réel du groupe G qui correspond à la sous-algèbre de Lie L, € L. 
D'après II, le groupe GX est simplement connexe. Les algèbres de: 
Lie de G; et de Æ étant isomorphes, il existe un sous-groupe discret 
C € Gx tel que Gk/C est isomorphe à X. Puisque C est discret, il 
est contenu dans le centre du groupe G. Par conséquent, Æ est iso- 
morphe à la forme réelle compacte G;/C du groupe complexe G/C. 


IV. Soient G un groupe de Lie semi-simple complexe simplement 
connexe, et G, sa forme réelle. Si x est une représentation analytique 
complexe irréductible du groupe G, alors la restriction de x à G, est 
irréductible, et la classe d'équivalence de cette restriction est entièrement 
déterminée par la classe d'équivalence de x. Réciproquement, chaque 
représentation analytique réelle irréductible du groupe G, est la res- 
triction au groupe G, d'une représentation analytique complexe bien 
déterminée du groupe G. 

Démonstration. Soient p une représentation analytique 
réelle irréductible du groupe G,, dp la représentation correspondante 
de la forme réelle L, de l’algèbre de Lie L du groupe G. Soit (do)c. 
la complexification de la représentation dp. Puisque G est simple- 
ment connexe, il existe une représentation analytique complexe x 
du groupe G telle que dx — (dp)c (voir II de 1.4). Il est évident que 
la différentielle de la restriction de la représentation x au sous- 
groupe G, coïncide avec dp. D'après I de 1.4, on en tire x |, = p. 
D'autre part, x |, = p implique dr |, = dp, tandis que la repré- 
sentation dx est entièrement déterminée par sa restriction à ZL, (car 
L = L, + iLo). Etant donné que la représentation x est entière- 
ment déterminée par sa différentielle, la représentation p est la res- 
triction à G, d'une représentation analytique complexe bien déter- 
minée du groupe G. 

Il est évident que si p est irréductible, alors x est irréductible, 
tandis que si ñ, et n. sont équivalentes, p, et p., sont également 
équivalentes (où Pp; = Tilcos à — 1, 2). Soit maintenant x une 
certaine représentation analytique complexe du groupe de Lie G 
dans un espace vectoriel complexe V de dimension finie. Soit p la 
restriction de la représentation x au sous-groupe G,. Soient E (x), 
E (p) les enveloppes linéaires complexes de tous les opérateurs de 
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la forme x (£g), g EG, et p (go), £o € Go, respectivement. Il est évi- 
dent que £ (p) GE (x). Montrons que E (p) = E (x). En effet, si 
E (p) 5 E (x), alors il existe une fonctionnelle linéaire non nulle f 
sur l’espace linéaire Æ (x) qui s’annulle sur Æ (p). Soit F (g) — 
= f(x (g)), g EG. Alors F (g) 0, mais F (g,) = 0 pour tous les 
£o € Go- Il découle de I que l'on a alors F (g) = 0, et la contradiction 
apparue montre que Æ (p) = E (x). Si x est irréductible, alors E (x) 
coïncide avec l’algèbre de tous les opérateurs linéaires de V (« théo- 
rème de Burnsidew», voir M Naïmark [2] Puisque 
E (p) = E (x), il découle de l’irréductibilité de x que p est irré- 
ductible. 

Soient maintenant p, et p, des représentations du groupe de Lie 
G;s et 3, n, des représentations analytiques complexes du groupe G 
telles que x; |co — Pi, à = 1, 2. Si p, et p, sont équivalentes, il 
existe un opérateur linéaire 7 de l’espace V, de la représentation p, 
dans l’espace V, de la représentation p, tel que pa (go) = TP (&o) T7! 
pour tous les g, € G. Si x: (£g) Tru (g) T7! pour un certain g EG, 
alors il existe une fonctionnelle linéaire f sur V, et un élément 
v E Va tels que f ((n: (g) — Ta, (g) T7!) v) 5 0. Mais la fonction 
F (g) = f ((xs (g) — Ta, (g) T-!)v) satisfait aux hypothèses de la 
proposition I, donc F (g)= 0. La contradiction apparue montre 
que 7 (g) = Tn, (g) T7! pour tous les g€G. 

Les formules pour les caractères et les dimensions des repré- 
sentations unitaires continues irréductibles des groupes de Lie semi- 
simples connexes compacts ont été proposées par H. Weyl; on 
en remarquera la ressemblence avec les formules correspondantes 
pour les caractères et les dimensions des représentations des algèbres 
de Lie semi-simples complexes obtenues dans 13.4, chapitre X. Voir 
ONE [{letle Séminaire « Sophus 
Lie » [1]. 


8.3. Linéarité des groupes de Lie compacts. 


I]. Chaque groupe de Lie compact connexe G possède une représen- 
lation linéaire exacte analytique réelle dans un espace vectoriel de dimen- 
sion finie. 

Démonstration. Il découle en particulier du théorè- 
me 4 de 2.4, chapitre IV, que pour chaque élément g € G on peut 
trouver une représentation de dimension finie 7 telle que T (g) 
=£ T (e). En effet, dans le cas contraire, tous les éléments matriciaux 
des représentations irréductibles unitaires du groupe G prendraient 
aux points g et e les mêmes valeurs, et la fonction continue sur G 
éyale à O en get à 1 en e n’admetterait pas d’approximation uniforme 
par des combinaisons linéaires de ces éléments matriciaux. Par con- 
séquent, pour chaque g € G, ge, il existe une représentation T 
telle que g n’est pas contenu dans le noyau de 7, i.e. les ensembles 
ouverts G X Ker T recouvrent GX fe}. Soit Ÿ un voisinage du 
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point e muni de coordonnées canoniques. Soit ZL l'algèbre de Lie du 
groupe G. Choisissons dans ZL une boule Z, de rayon & au centre 
à l’origine des coordonnées, de manière à ce que l'application expo- 
nentielle soit un homéomorphisme de la boule L., sur V. Soit W — 
— exp (L,). Dans ce cas les ensembles G\ Ker 7 recouvrent 
GX W et il découle de la compacité de G qu’il existe une famille 
finie 7,, ..., T, de IRPréSentetions de dimension finie du groupe G 


telle que ñ ee Ti € W. Mais Lu Ker T'; est un sous-groupe de G, 


tandis que d'après la SonStrHétion de W et d’après les propriétés 
descoordonnées canoniques, le voisinage W ne Soon aucun sous- 


groupe non trivial du groupe G. Par conséquent, n Ker T; = {e} 


et la somme directe 7; + : : T, est la représentation cherchée. 


8.4. Enveloppe complexe d’une algèbre de Lie complexe semi- 
simple. Soient ZL une algèbre de Lie complexe semi-simple, Zr 
l’algèbre de Lie Z envisagée comme une algèbre réelle; soit Le 
la complexification de l'algèbre de Lie ZLr. Puisque LR est semi- 
simple, Le est également semi-simple. Soit S un opérateur linéaire 
de Z agissant suivant la formule 


Sr = ix 


pour tous les x € L. En posant S {x, y} = {Szx, Sy}, nous obtenons 
un opérateur linéaire complexe S dans Le. En remarquant que S* — 
— —1 dans L et [Szx, y] = S [x, y] pour tous les x, yEL, on a 


S?— —1, [Sx, y] = S[x, y] 


dans l'espace Lc. Soit L’ l’ensemble de tous les z € Le pour lesquels 
Sz = iz, et soit L” l’ensemble de tous les z € Le tels que Sz — —iz. 
Puisque S° — —1, on a (iS)* — 1, donc z € L’ (respectivement 
z E L”) si et seulement si z — ((iS + 1)/2) z (respectivement z — 
— ((1 — iS)/2) z), où (1 + iS)/2, (1 — iS)/2 sont les opérateurs de 
projection sur L”, L” respectivement. Par conséquent, Le est la somme 
directe des sous-espaces L’ et L”. SixE€L',y£€Lc,onaS x, yl — 
— [Szx, y] = [ix, y] — ilx, yl, i.e. L’ est un idéal de Lc. D'une 
manière analogue, L” est un idéal de Le. 
Soit L la sous-algèbre de Lie de Le constituée par les éléments 
= {x, 0}, où € L. L'algèbre : de Lie LE Le coupe L' et L” 
au point zéro seulement, car pourz ELonair = J {x, 0} = {0, x} 


(voir 1.4, chapitre X), de sorte que la relation Sxz = +ir signifie 
que {ix, 0} — +{0, x}, i.e. x — 0. Par conséquent, les projections 
de l'algèbre de Lie ZL sur L’ et L” sont bijectives. Puisque Sz = iz 
pour z € L’, l'application de projection détermine un isomorphisme 
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des algèbres de Lie complexes £ et L'. Comme Sz = —iz pour z EL”, 
l'application de projection de ZL sur L” définit un anti-isomorphisme 


nd 


des algèbres de Lie complexes Z et L” (i.e. une bijection ç: L —+ L” 


telle que œ (az + By) = ap(x) + Bo (y), Lx, yl = [op (x), + (y)] 
pour tous les x, yE L, a, BEC). 

Soit L, la forme réelle compacte de l’algèbre de Lie complexe 
semi-simple L; soient Li}, L* ses images dans L”’, L” par les appli- 
cations de projection correspondantes. Il est évident que L,, + L, 
est une forme réelle compacte de l’algèbre de Lie complexe semi- 
simple Le — L' + L”, et l'intersection de l’algèbre de Lie L € Le 
avec L, + L, est égale à L, — {(x, 0), x € L,}. 

8.5. Décomposition d’lwasawa d’un groupe de Lie complexe 
semi-simple. 

I. Soient G un groupe de Lie complexe semi-simple, et L son algèbre 
de Lie. Soit L, la forme réelle compacte de l'algèbre de Lie L. IT existe 


une sous-algèbre de Lie résoluble (réelle) M € L telle que L, + M — 
— L, et si K et R sont les sous-groupes analytiques du groupe G qui 
correspondent aux sous-algèbres de Lie L,, et M, alors K est un groupe 
de Lie compact, R est un groupe de Lie résoluble, le centre du groupe G 
est contenu dans K, le groupe R est simplement connexe et l’application 
(X,r) kr, kEK,rE£R, est un isomorphisme analytique de la variété 
K X R sur G. 

Démonstration. Désignons par G le groupe de Lie com- 
plexe défini de la manière suivante: G est isomorphe au groupe G 
en tant que groupe topologique, et sin: g —gest un isomorphisme 
topologique de G sur G, alors pour chaque ensemble ouvert U<G 
l'algèbre D (Ü) est constituée par les seules fonctions f sur Ü pour 


lesquelles la fonction f (x (g)) appartient à D (x-! (U)). Appliquons 
les résultats de 8.4. Ecrivons l’algèbre de Lie Lç sous la forme 
L'+ L”, où L' est isomorphe à L, et L” est anti-isomorphe à L, 
ceci nous montre que l’algèbre de Lie du groupe de Lie G X G est 
isomorphe à Le, par conséquent, on peut envisager le groupe de Lie 
complexe G comme étant la forme réelle du groupe de Lie complexe 


G X G,en identifiant les éléments g € G avec les éléments de la forme 
(g, g) EG X G. Ainsi, la proposition I découle de I de 8.1, des résul- 
tants de 8.4 et du théorème du $ 6 appliqué au groupe G € G * G. 


II. Un groupe de Lie complexe semi-simple G est simplement connexe 
si et seulement si sa forme réelle compacte G, est simplement connexe. 
Démonstration. Si G est simplement connexe, alors G, 
est simplement connexe d’après II de 8.2. Réciproquement, si G, 
est simplement connexe, alors G est homéomorphe au produit direct 
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d'espaces simplement connexes À = G, et R (voir Î); elle est donc 
simplement connexe. 

D'où l'on tire en particulier que les groupes SL (n, C) et Sp (2n, C) 
sont simplement connexes. Le groupe SO (nr, C) n’est pas simple- 
ment connexe, puisque sa forme réelle compacte SO (n, R) n’est 
pas simplement connexe (voir III de 7.2). 


8.6. Représentations des groupes de Lie semi-simples complexes. 

I. Chaque groupe de Lie complexe semi-simple connexe G admet une 
représentation linéaire exacte complexe analytique dans un espace vec- 
ioriel complexe de dimension finie. 


Démonstration. Soit G le groupe de revêtement universel 
pour le groupe G relativement à l’homomorphisme x. Soit G, la 
forme réelle compacte du groupe G. D'après 1 de 8.3, il existe une 
représentation exacte analytique réelle T du groupe G, dans un 
espace vectoriel complexe V de dimension finie. Nous pouvons con- 
sidérer cette représentation 7 comme représentation de la forme 
réelle correspondante G, du groupe GC. Soit p la représentation analy- 
tique complexe du groupe G dont la restriction à G, coïncide avec T 
{voir IV de 8.2). Comme Ia représentation 7 possède un noyau dis- 
cret, dT est exacte; par conséquent, dp est une représentation exacte 


de l'algèbre de Lie du groupe G et le noyau de la représentation p 
est discret. D'après VI de 1.2, chapitre V, il en découle que le noyau 
de la représentation p est contenu dans le centre du groupe G. Con- 
formément à Î de 8.5, le centre du groupe G est contenu dans G,,, 
i.e. le noyau de la représentation p est contenu dans G,. Mais alors 
Ker p = Ker T7, et comme x (G,) = G, et le centre du groupe G 
est contenu dans G,, on a donc Ker T = Ker x et donc Ker p — 
— Ker x. Ceci permet de considérer p comme une représentation 
exacte du groupe GÆ& G/Ker x. 

Soit 7 une représentation analytique réelle d'un groupe de Lie 
complexe G dans un espace linéaire complexe V de dimension finie. 
La représentation T est dite analytique complexe si pour des v € V, 
JE V* arbitraires, la fonction œ(g) = f(T (g)v) appartient à 
D (G); la représentation T est dite complexe anti-analytique si la 
fonction œ(g) = f (T (g)v) appartient à D (G) quels que soient 
vEV, fEV*. 


IT. Soient G un groupe de Lie complexe semi-simple, et L son algèbre 
de Lie. La représentation T du groupe G est analytique complexe (res- 
pectivement anti-analytique complexe) si et seulement si dT (ix) — 
= i dT (x) (respectivement dT (ir) = —i dT (x)) pour tous les x € L. 

Démonstration. La représentation T est analytique com- 
plexe si et seulement si dT est une représentation de l'algèbre de 
Lie L aussi bien réelle que complexe, i.e. si et seulement si dT (ir) — 
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= i AT (x) pour tous les x € L. On démontre d’une manière analogue 
l’assertion concernant les représentations anti-analytiques. 


III. Chaque représentation linéaire réelle analytique irréductible 
d'un groupe de Lie complexe dans un espace linéaire complexe de dimen- 
sion finie est équivalente au produit tensoriel d'une représentation 
irréductible analytique complexe et d'une représentation irréductible 
anti-analytique complexe. 

Démonstration. D’après IV de 8.2 et I de 8.5, chaque 
représentation réelle analytique irréductible T est la restriction au 
groupe G d’une représentation irréductible analytique complexe S 


du groupe 6 X G. D’après 2.7, chapitre I, la représentation S est 
équivalente au produit tensoriel des représentations irréductibles 


T\et T, des groupes G et G respectivement, qui sont des sous-repré- 
sentations de la restriction de la représentation S à G X {e} et 
{e} x G respectivement; par conséquent 7; et T; sont des repré- 
sentations analytiques des groupes G et G respectivement. Soit 


x: G—G l'application construite au cours de la démonstration 
de la proposition I de 8.4. La représentation 7. définie par la for- 


mule T. (g) = T, (n (£g)), g EG, est alors une représentation anti- 
analytique de G par définition du groupe G. Alors la relation S Æ 
= T1 © 7: entraîne, avec la définition du produit tensoriel des 
représentations du groupe G, T & T; ® T2. 


CHAPITRE XII 


REPRÉSENTATIONS IRRÉDUCTIBLES DE DIMENSION 
FINIE DES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES 


Le problème de la description, à une équivalence près, de toutes 
les représentations irréductibles de dimension finie d’un groupe de 
Lie complexe semi-simple connexe G, posé au chapitre IX, a été 
ramené à un problème analogue pour l'algèbre de Lie L du groupe G 
que nous avons résolu au chapitre X. Nous avons ainsi obtenu Ia 
solution du problème initial. Cette solution, due à E. Cartan 
[1*] à [3*] et H. We y 1 [1] sera dite classique. En fait, la solution 
classique décrit non pas les représentations T7 du groupe G, mais 
leurs différentielles dT. Nous donnerons ici une autre solution, fondée 
sur la décomposition de Gauss, dans laquelle nous obtiendrons des 
formules explicites pour les opérateurs de la représentation T. 


$ 1. Représentations des groupes de Lie 
semi-simples complexes 


1.1. Description des représentations à l’aide des poids supérieurs 
et des vecteurs de poids supérieur. Soient G un groupe de Lie complexe 
semi-simple connexe, 


Greg = KZ*', K = Z”D, (1.1.1) 
sa décomposition de Gauss *), T: g —+ T (g) la représentation du 


groupe G dans un espace vectoriel Ÿ de dimension finie. Le vecteur 
v € V s'appelle vecteur de poids de la représentation T si 


T (ô)v = v(ô)v pour tous les ô ED, (1.1.2) 


où v (ô) est une fonction numérique sur D. Il est évident que v (6) 
est un caractère du groupe D ; on l'appelle poids du vecteur v dans la 
représentation T. Le vecteur de poids v € V s'appelle vecteur de 
poids supérieur si 


T (z)v = v pour tous les v € Z*, (1.1.3) 


*) Le groupe À s'appelle sous-groupe borélien du groupe G. 
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et vecteur de poids inférieur si 
T (Ü)jv=v pour tous les Ê E ZT. (1.1.4) 


Le poids & (6) d’un vecteur de poids supérieur s'appelle poids supé- 
rieur de la représentation T'; par la suite, & (ô) désignera toujours 
le poids supérieur de la représentation 7. 

En reprenant pour l’essentiel les raisonnements de 2.1, chapitre 
VI{(voir également 2.1, chapitre VII), nous obtenons le 


THÉOREME 1. Dans l'espace de toute représentation T de dimension 
Jinie, il existe un vecteur de poids supérieur et un vecteur de poids 
inférieur. Si la représentation T dans l’espace V est irréductible, alors 
il existe dans V un vecteur de poids supérieur unique (à un facteur 
numérique près) et la représentation T est uniquement déterminée, 
à une équivalence près, par son poids supérieur «& (Ô). 

La dernière assertion du théorème signifie que 


Ï. Deux représentations irréductibles de dimension finie d’un groupe 
G sont équivalentes si et seulement si leurs poids supérieurs coïncident. 


Posons 
a (g) — x (ô) pour g — Eôz, £g € Grég (1.1.5) 


Le caractère « du groupe D est dit inductif relativement à G si: 

1) la fonction «a (g) (définie sur Gr) peut être prolongée par 
continuité au groupe G tout entier; 

2) l'enveloppe linéaire, désignons-la par D, de tous les & (g£5), 
£o € G, est de dimension finie. 

Supposons que «& est inductif relativement à G. Définissons la 
représentation T,: g—+T, (g) du groupe G dans ®, en posant 


Ta (go) f (g) = f (ggo) pour f E D... (1.1.6) 


En reprenant ensuite les raisonnements du $ 2, chapitre VI, nous 
formulons le 


THÉOREME 2. Un caractère à du groupe D détermine une repré- 
sentation irréductible de dimension finie du groupe G à poids supérieur «& 
si et seulement si «à est inductif relativement à G. Dans ce cas T, est 
une représentation irréductible de dimension finie à poids supérieur «, 
et chaque représentation irréductible de dimension finie du groupe G 
à poids supérieur « est équivalente à la représentation T,. 

La représentation T, est appelée modèle canonique de la repré- 
sentation irréductible de dimension finie, tandis que la fonction 
a (g) qui correspond au caractère inductif & (ô) s'appelle fonction 
génératrice de cette représentation. 


1.2. Réalisation des représentations dans l’espace des fonctions 
sur Z*. On prouve aisément que la fonction génératrice @ (g) vérifie 
la condition @ (kg) — a (k) « (g), k € K. D'où l’on tire que pour 
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des translations & (g£,) quelconques, et donc pour chacune de leurs 
combinaisons linéaires f (g) E D,, on a 


f(kg) = a(k)f(g) pour k EX. (1.2.1) 
D'où pour chaque fonction f € UD. 


f(g) = f(kz) = a(k)f(z) pour kEK, z2EZ*, g E Greg. (1.2.2) 
En raisonnant comme dans 2.3, chapitre V, nous voyons que l’ap- 
plication f (g) —f (z) donnée par la formule (1.2.2) est linéaire et 
bijective. Soit F, l’image de l’espace D, par l'application (1.2.2). 
Cette application envoie les opérateurs T7, (g) sur des opérateurs 


: (g) dans F,, et l’on a 


Ta (&o) f (2) = « (280) f (80), (1.2.3) 


où zg, est l'élément du groupe Z* déterminé par la décomposition 
de Gauss 


Z£0 — k1Z£0 k1€ K, 280 € Z*. (1.2.4) 


On voit d’après la formule (1.2.3) que la fonction f, (z) = 1 est 
un vecteur de poids supérieur et par conséquent F, est l’enveloppe 


linéaire de tous les T: (g) fo = & (zg). Ainsi, nous avons démontré le 


THÉOREME 3. Chaque représentation irréductible T de dimension 
finie d’un groupe de Lie complexe semi-simple connexe G est équiva- 


lente à une représentation T,, où « est le poids supérieur de la repré- 
sentation T, définie de la manière suivante: 


L'espace F, de la représentation T. est l'enveloppe linéaire de tous 
les a (zg), g EG, tandis que les opérateurs de la représentation sont 
définis par la formule 

Ta (8) f (2) = a (z8) f (ze), 
où z, — 2g s'obtient de la condition zg = k:z.. 
1.3. Réalisation des représentations dans l’espace des fonctions 


sur U. Faisons maintenant appel à la décomposition d’Iwasawa 
(voir 8.5, chapitre IX) à la place de la décomposition de Gauss. 


Si fE D, alors 
f (g) = f (ku) = a (k) f (u) (1.3.1) 
et l'application 
f (8) —f (u), (1.3.2) 
donnée par la formule (1.3.1) est bijective et linéaire. Désignons 
par F a l’image de O, par (1.3.2). Cette application envoie la repré- 
sentation 7, dans la représentation équivalente (appartenant à F.) 
38—0883 
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qui sera à nouveau désignée par T. En répétant le raisonnement 
de 2.6, chapitre VI, on trouve facilement : 


I. Les opérateurs T: (g) de la représentation 1: sont donnés par 
la formule 


Ta (&o) f(u) = & (k) f (us) Si ULo = ugo- (1.3.3) 
En outre, en vertu de (1.3.1): 


IT. Les fonctions fEFe vérifient la condition 
f(vu) = a(y)fu) pour yYET=KAN U. (1.3.4) 


En vertu de (1.3.4), le fait que la décomposition ug, = ku,, dans 
la formule (1.3.3) n’est pas unique n’a pas d'importance. En effet, 
chaque nouvelle décomposition de cette forme s'écrit ug, = ky-lyus, ; 
alors nous obtiendrons ky-! à la place de k et yu,, à la place de u,, 
dans la formule (1.3.3), et donc @ (ky”!) f (vus) = «& (k) & (y7') X 
X @ (y) f (ugo) = & (k) f (u4,). On peut lever l’indétermination dans 
la définition de u,, en posant ug, — Ceu,. Dans ce cas la formule 
(1.3.3) s'écrit 


Ta (go) f(u) = a(e)f(us) pour ugs = beuy. (1.3.5) 


1.4. Critère d’inductivité. Soit G un groupe de Lie semi-simple 
simplement connexe. Soient L l’algèbre de Lie du groupe G, et 


L=N-+H+Nt (1.4.1) 


la décomposition de Cartan de l’algèbre ZL qui correspond à la décom- 
position de Gauss (1.1.1); par conséquent, NV”, H, N*sont les algè- 
bres de Lie des groupes Z”, D, Z* respectivement. Désignons par r 
le rang du groupe D et choisissons dans ÀÆ une base h; — 
— 2ho,/ (Ras Ra): k = 1, ..., r, où les &, sont les racines simples 
de l'algèbre L relativement à H. Alors chaque élément k € H s'écrit 
sous la forme 


T 


h = ÿ thhh) (1.4.2) 


k=1 
et nous choisirons À, — exp {, en guise de coordonnées dans le 


groupe D. Alors D est isomorphe au produit direct Ci et, par consé- 
quent, chaque caractère & (6) sur D est de la forme 


a (8)= [] AA pour 5—expe, (1.4.3) 
k=1 


où p, et qg, sont des nombres complexes tels que la différence px — qn 
est un nombre entier; cette dernière condition est nécessaire et suf- 
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fisante pour l'unicité de la fonction & (ô) sur D. (1.4.3) permet d'écrire 
r r 
a (6) —exp{ À tp + D lugn) pour ô—exph; 


d’où l’on tire en vertu de (1.4.2) 


æ (6) = exp [(p, k) + (q, h)] pour ô —exph, (1.4.4) 


où p, g sont les vecteurs de À aux coordonnées p4 et qg, respective- 
ment. 

Soit maintenant 7 une représentation irréductible de dimension 
finie du groupe G dans V et soit x = dT la différentielle de cette 
représentation. Alors x est une représentation irréductible de dimen- 
sion finie de l'algèbre de Lie Z dans V (voir le théorème dans 3.4, 
chapitre IX). 

Soit v, un vecteur de poids supérieur de la représentation T, 
de sorte que 


T (6) v, = & (6), pour tous les 6 ED, (1.4.5) 
où « (6) est le poids supérieur de la représentation 7, et 
T (z) vo = v, pour tous les z € Z*. (1.4.6) 


En passant de T à x et en prenant en considération (1.4.4) à (1.4.6), 
on trouve 


n (k)u, = [(p, hk) + (g, hjlu pourtousles k€ H, (1.4.7) 
mn (n)rvo — 0 pour tous les n € N*. (1.4.8) 


En outre, le plus petit sous-espace de V invariant par x (L) et con- 
tenant v, coïncide avec Ÿ, car x est irréductible. Par conséquent, 
on tire de (1.4.7) et (1.4.8) que v, est un vecteur de poids supérieur 
de la représentation x et (p, hk) + (q, h) est le poids supérieur de 
cette représentation. Mais alors (voir le théorème du $ 12, cha- 


pitre X), pour chaque racine simple a de l'algèbre de Lie L relative- 
ment à # les nombres 


Pa — 2 (p; a)/(æœ, a), Ia — 2 (q, a)/(@, a) (1.4.9) 
doivent être des entiers non négatifs. 

Réciproquement, supposons que les nombres (1.4.9) sont des 
entiers non négatifs pour chaque racine simple @&. Il existe alors une 
représentation irréductible x de l’algèbre de Lie ZL dans un espace V 
de dimension finie à poids supérieur (p, k) + (q, h) (voir III, 
de 8.6, chapitre XI). D'après II de 1.4, chapitre XI, cette repré- 
sentation x est la différentielle d'une certaine représentation irré- 
ductible du groupe G dans V. 

Soit &«”’ (6) le poids supérieur de la représentation 7. Alors &’ (6) 
est inductif relativement à G en vertu du théorème 2 de 1.1 et l’on 
38* 
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a a’ (Ô) — exp Gp. h) + (q, h)) = a (6), i.e. œ(6) est inductif 
relativement à G. 
Nous avons démontré le 


THÉOR£ME 4. Le caractère 


œ (6) = exp [(p, k) + (a, k)l, k, p, gEH, 
du groupe D est inductif relativement à G si et seulement si tous les 


nombres 
Aus 2 (p: a)/(œ, &), Ga — 2 (q;, a)/(a, a) 
sont des entiers non négatifs pour chaque racine simple a. 


REMARQUE. En réalité, si le caractère «& (6) dans (1.4.4) est 
inductif relativement à G, les nombres p,, q. sont des entiers non 
négatifs pour une racine & quelconque. En effet, pour chaque racine 
donnée «, on peut ordonner le système des racines de telle sorte que «& 
soit simple (voir IV et V $ 11, chapitre X). 

En réunissant les théorèmes 1 à 4, nous obtenons le 


THÉOR£ME 5. Chaque représentation irréductible de dimension 
finie d’un groupe complexe semi-simple simplement connexe G se déter- 
mine par un Re de nombres entiers non négatifs (sa signature) 
Pi» Gi = 1, ., r, où rest le rang du groupe G, et chaque système 
Pi Qjr Ï 4. .., r, détermine une représentation irréductible de 
dimension finie du groupe G. La représentation T qui correspond 
à la signature donnée p;, qj, j—= 1, . .., r, est déterminée par sa fonc- 
lion génératrice 


œ (&ôz) — a (6) = exp [(p, h) + (q, h)l, p, 4, k€ H, ô = exp, 
où 
2 (p; ay)/(@;, &j) = Pj, 2 (g, aj)/(æ;, &j) = js j = 1 cs T 


et les a; sont les racines simples de l'algèbre de Lie L du groupe G rela- 
tivement à la sous-algèbre de Cartan H de l'algèbre L. 

L'espace F de la représentation est l'enveloppe linéaire de toutes 
les fonctions a (zg), g € G, et les opérateurs T (g) sont définis par la 
formule 


T (g)f(2)= a(zg) f(z8) pour zg=k.2g, 2E2*. 


ExEmPLE. Soit G— SL(n, C). Alors Z”, Z* coïncident avec 
les groupes introduits au chapitre VI, tandis que D est le groupe 
des matrices diagonales 


M4 0 
Ô — 
O0 À 
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qui vérifient la condition À, ... À, — 1. L’algèbre H est l'algèbre 
de toutes les matrices diagonales 


hk, 0 
_ 
0 Ok, 
de trace nulle k, + ...+h, — 0, tandis que les racines simples 
sont de la forme 


(621 = h;, — ho, Œo = ho — hs, . . .) Œn -1 = Rhin — in; r=n—î. 
Des calculs évidents montrent que Po, = Pr — Pr+is Ga, = An — 


— Jh+1 (voir (10.3.9), chapitre X), par conséquent, pour qu'un 
caractère soit inductif relativement à SZ (n, C), il faut et il suffit 
que les nombres p;, — De, Pa — Pays - : «+, Pn-1 — Pnr D — er Ja — 
— 3, + +1 An-1 — Qn soient des entiers non négatifs. Nous aboutis- 
sons à la condition d’inductivité relativement au groupe SL (n, C) 
qui avait été obtenue par une autre méthode dans les chapitres VI 
et VII 

Pour une autre démonstration des conditions d'inductivité du 
caractère, qui ne fait pas appel aux résultats classiques sur les 


représentations des algèbres de Lie semi-simples, voir D. Jélo- 
benko [1]. 


1.5. Description de l’espace d’une représentation irréductible 
de dimension finie du groupe G. Considérons, par exemple, la repré- 
sentation 7, du groupe G dans sa réalisation dans l’espace des fonc- 
tions sur le groupe Z*. Comme nous l'avons déjà observé, l’espace 
F, de la représentation est l’enveloppe linéaire de toutes les fonc- 
tions «@ (zg), g € G. Néanmoins, cette approche de la description de 
l’espace F,, n’est pas assez effective. Citons aussi la description sui- 
vante de l’espace F,, due à D. Jélobenko [1]. 


THÉORÈME 6. Soient D;, D, les opérateurs analytique et anti- 
analytique infinitésimaux de translation à gauche sur Z, correspondant 
au vecteur de racine es,, j—1, ..., r, où les a; sont toutes les racines 


simples de l'algèbre de Lie L du groupe G. Alors F, est constitué par 
toutes les solutions des systèmes d'équations 


D}5*"f (2) =0 Dit" f (2 z)=0 | j=1, 2: PL" (1.5.1) 


p; = 2(p, aj)/(aa), gg; = 2(g, œ;)/(a, a), (1.5.2) 
a (ô) — exp [(k, p) + (k, g)], 6 = exp. (1.5.3) 
Pour la démonstration, voir D. Jélobenko {1}, chapitre XVI. 
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$ 2. Représentations des groupes de Lie 
semi-simples réels 


Soit G un groupe de Lie semi-simple réel connexe. Supposons que 


le groupe G est la forme réelle d’un certain groupe de Lie complexe 
semi-simple G +). Servons-nous du théorème 5 de 1.4. Il est évident 
qu'une représentation irréductible T de dimension finie du groupe G 
est analytique si et seulement si tous les nombres q;, j = 1, EE 24 
sont nuls. En appliquant IV de 8.2, chapitre XI, on obtient le 


THÉORÊME. Chaque représentation irréductible T de dimension 
finie d'un groupe de Lie réel semi-simple connexe G, qui est la forme 
réelle d'un groupe de Lie complexe semi-simple G, se détermine par un 
système de nombres entiers non négatifs (sa signature) p;, j = 1, ...,r, 
où r est le rang du groupe G, et chaque système détermine une repré- 


senlation irréductible de dimension finie du groupe G. La représentation 


T qui correspond à une signature donnée pj, j = À, . .., r, est déter- 
minée par sa fonction génératrice @ (£ Ôz) = «a (6) — exp (p, h), 
Pr hRkREH, Ô —exph, où 2 (p, a;)/(a;, &j) = p;, j =1,...,r 
(les «; étant des racines simples de l'algèbre de Lie L du groupe G 
relativement à la sous-algèbre de Cartan H de l'algèbre de Lie L). 


L'espace F de la représentation T est l'enveloppe linéaire de toutes Les 
fonctions de la forme «a (z£), g € G, tandis que les opérateurs de la repré- 


sentation T sont définis par la formule 
T(&f()=a(22)f(z, 8) où gEG, 2g—=k.zg, 28C2*. 
EXEMPLE. Soit G le groupe SU (n) ou le groupe SL(n, R). 
Alors le groupe G est la forme réelle du groupe de Lie complexe semi- 


simple G — SL(n, C). D'après le théorème que nous venons de 
démontrer, _chaque représentation irréductible de dimension finie 


du groupe G est la restriction au groupe G d’une représentation ana- 
lytique irréductible du groupe G, i.e. la représentation dont la si- 
gnature est de la forme (p,,..., Pn, LU, . . ., 0), où tous les nombres 
Pi — Pos + + +5 Pn-1 — Pn Sont des entiers non négatifs. 


*) Tout groupe de Lie réel semi-simple n'est pas une forme réelle d'un 
groupe de Lie complexe semi-simple. En particulier, le revêtement universel 
du groupe SL (2, R) n'a pas d’enveloppe complexe. Pour plus de détail voir 
D. Jélobenko [1]. 
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